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TAREA 4
EJERCICIOS

1. Un cierto tipo de planta puede presentarse en cuatro variedades, cuyas probabilidades respectivas de
acuerdo a una teoria genética son:  + 6/4, (1 — 6)/4, (1 — 6) /4,y 6/4, en que 6 es un parametro,
no especificado por la teoria, con valor entre 0 y 1. Una muestra de n plantas proporciond ng, - .., ns
ejemplares respectivamente de las cuatro variedades.

a) Obtén estadisticos suficientes para 6.
b) Obtén el estimador MV de 8 y un estimador de su varianza.

¢) En este caso es posible la obtencion analitica del estimador MV (que se reduce a resolver una
ecuacion de sgundo grado). Emplea no obstante el método de Newton-Raphson para resolver la
ecuacion de verosimilitud y llegar al mismo resultado numéricamente, cuando ng = 5, ny = 4,
no =3 yng = 1.

d) No hay aqui datos perdidos, y en consecuencia pareceria que el uso del algortimo EM esta fuera
de lugar. Observa, sin embargo, que si imaginamos la primera celda (la de probabilidad % +6/4)
como compuesta por otras dos de las que hemos perdido los valores ng; Y ng2 Y s6lo conocemos
ng = no1 + N2, €l problema se simplifica. Escribe la verosimilitud para comprobarlo.

2. LaTabla1 (procede de [5], pag. 22) proporciona datos relativos a una muestra de 7477 mujeres de en-
tre 30 y 39 afios, clasificadas de acuerdo con la visidn en cada uno de sus dos ojos. Hay varios modos

Ojo Ojo izquierdo

derecho Muy buena Buena Regular Mala | Total
Muy buena 1520 266 124 66 | 1976
Buena 234 1512 432 78 | 2256
Regular 117 362 1772 205 | 2456
Mala 36 82 179 492 | 789
Total 1907 2222 2507 841 | 7477

Cuadro 1: Vision no corregida de 7477 mujeres entre 30 y 39 afios
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en que una tal tabla puede haberse generado. Podriamos haber decidido que queriamos examinar a,
precisamente, 7477 mujeres, y haberlas tomado al azar de la poblacion objeto de analisis. Podriamos
también haber examinado mujeres tomadas al azar sin fijar de antemano el tamafio muestral, que en-
tonces también seria aleatorio. Por ejemplo, podriamos haber examinado ojos de mujeres hasta agotar
nuestro presupuesto, o hasta finalizar un nimero de dias que teniamos asignados para el examen.

a)

f)

9)

Sea 6;; la probabilidad de que una mujer tomada al azar sea clasificada en la casilla 5. Muestra
que con los dos tipos de muestreo mencionados (multinomial y Poisson) la verosimilitud se
maximiza para los mismos valores estimados de los 6;;.

Supdn que el muestreo ha sido multinomial (tamafio muestral fijo). ¢ Cuantos pardmetros hay?
¢ Cuantos son libres?

¢ Cuales son estadisticos suficientes para dichos parametros?
¢ Cudles son los estimadores insesgados de varianza minima?

Podriamos pensar en distintos modelos como generadores de nuestras observaciones. Uno de
ellos es el modelo de independencia. ¢Cuantos parametros precisariamos si suponemos que la
probabilidad de estar en una determinada fila no depende de la columna en que se esté (es
decir, que la vision en ambos ojos es completamente independiente)? ¢ Cuales serian estimadores
insesgados para dichos parametros?

Otro modelo que seria natural considerar es el de simetria: 6;; = 6;; para todo ¢,5. ,Cuantos pa-
rametros hay? ;Cuéntos son libres? ;Cudles serian estimadores insesgados de minima varianza
para dichos pardmetros? ;Maximo verosimiles?

¢Implicaria el supuesto de simetria la homogeneidad de probabilidades marginales? ;Y vicever-
sa? Da una demostracion o un contraejemplo.

3. Considera la siguiente tabla tridimensional en que los pasajeros del Unico viaje del Titanic se clasi-
fican por su condicion de supervivientes 0 no, su sexo y su status (clase en que viajaban o si eran
tripulantes). Los datos los tienes desglosados en la dataframe t i t ani c. f r anme (lee con la funcién

Tripulante Muertos Supervivientes

o clase Mujer Varon | Mujer Varon | Total
Tripulacion 3 670 20 192 | 885
Primera 4 118 141 62 | 325
Segunda 13 154 93 25| 285
Tercera 106 422 90 88 | 706

Cuadro 2: Pasajeros del Titanic

dget () ), en el lugar habitual.

a)

b)

¢ Cudl seria una estimacion insesgada del nimero esperado de supervicientes en cada combina-
cion status/sexo si la probabilidad de superviviencia hubiera sido la misma para todos? ;Qué
observas?

Sea 6;;;, la probabilidad de que un sujeto pertenezca a la clase de supervivencia 7, status j y sexo
k. Considera los siguientes modelos:

Oijk. = Oiy101+04 4k 1)
Oij. = OiryOpjk; (2

2
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Expresa en palabras los supuestos implicitos en cada uno. Determina cuantos parametros li-
bres hay en el modelo (2), estimalos y estima el nUmero esperado de supervivientes bajo dicho
modelo.

4. Considera un experimento en que se administra a un colectivo de personas un tratamiento o un pla-
cebo, examinando a continuacion quienes contraen una enfermedad y quienes no. Los resultados se
resumen en la Tabla 3. Parece claro que el tratamiento es efectivo ¢no? (¢ por qué?).

Enferman No enferman | Total
Tratamiento 5950 9005 | 14955
Placebo 5050 1095 | 6145
Total 11000 10100 | 21100
Cuadro 3: Datos agregados
Enferman No enferman | Total
Tratamiento 950 9000 | 9950
Placebo 50 1000 | 1050
Total 1000 10000 | 11000

Cuadro 4: Datos para mujeres

Sin embargo, llevado de tu afan de averiguar mas desglosas los resultados en hombres y mujeres,
porgue piensas que quiza el tratamiento pueda ser mas efectivo en unos que en otros. Y obtienes las

Tablas 4y 5.
Enferman No enferman | Total
Tratamiento 5000 51| 5005
Placebo 5000 95 | 5095
Total 10000 100 | 10100

Cuadro 5: Datos para hombres

¢ Qué esta pasando?

AYUDAS, SUGERENCIASY COMPLEMENTOS

1. Sobre analisis de datos categdricos y tablas de contingencia hay mucha bibliografia. Un pequefio
manual muy legible es [4]. Mucho més avanzados son [2] o [5], [1], [3]. En la seccidn 519.235 de
biblioteca podras encontrar bastantes mas libros al respecto.

Si quieres, puedes buscar en algin manual bajo “paradoja de Simpson”; pero no dejes de pensar
guince minutos por tu cuenta sobre la aparente anomalia que ilustra la Cuestion 4.
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2.

Para emplear el método de Newton-Raphson, puedes escribir un buclewhi le() { ... }, com-
probando al comienzo si la diferencia entre dos valores sucesivos de 6,, y 6,1 €S 0 N0 menor que una
tolerancia prefijada (en cuyo caso acabaras la iteracion).

Puesto que previamente has calculado las derivadas precisas, las puedes emplear sin mas. En la prac-
tica, frecuentemente te encontraras con expresiones que son mucho mas largas y tediosas de derivar,
y una de estas dos aproximaciones te sera de utilidad:

= Obtener las derivadas precisas mediante un programa especializado en calculo simbdlico. En la
Facultad dispones de Mathematica: invécalo como mat h. Hay alternativas de dominio publico
como Maxima.

= Entregar a R (0 S-PLUS) la expresion original y dejar que calcule las derivadas precisas: mira
las funciones der i v y der i v3 en cualquiera de los dos paquetes.

A partir de la dataframe tit ani c. franme puedes obtener facilmente una tabla de contingencia
mediante aplicacion de la funcién t abl e. Observa que obtendras una tabla con cuatro dimensiones
—hay informacion también acerca de la edad—. Puedes eliminar directamente la dimension que sobra
sumando,

titanic.orig <- table(titanic.framne)
titanic.reducida <- titanic.orig[,1,,] + tabla.orig[,2,,]

(si quisieras colapsar los dos niveles de la segunda dimension, por ejemplo), 0 mediante la funcién
apply,

titanic.reducida <- apply(titanic.orig,c(1,3,4),sum

para lograr lo mismo de otro modo. En este Gltimo caso has de indicar los margenes que conservas.

La notacion 6; . es similar a la empleada en ANOVA (alli utilizdbamos puntos en lugar de + para
indicar los indices sobre los que se suma). Por ejemplo, 6;;4 = > . 0;jk.
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