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TAREA 1

EJERCICIOS

(examen Junio 1998) Sabemos que una moneda puede ser de uno de dos posibles tipos. El primer tipo da “cara”
(1) con probabilidad % El segundo tipo da “cara” con probabilidad % Nos proporcionan una moneda, y nos
hemos de pronunciar sobre el tipo. Podemos lanzarla una vez.

Si no acertamos el tipo de moneda, perdemos una unidad. Si acertamos, no perdemos nada.

a) Describe el problema en términos de Teoria de la Decision, especificando en particular; i) El conjunto de
estados de la Naturaleza; ii) EIl experimento; iii) El espacio muestral; iv) El conjunto de decisiones; v) La
funcién de pérdida.

b) Llamamos dj a la decisién: “la moneda tiene probabilidad % de dar cara”, y d; a la decisién “la moneda
tiene probabilidad % de dar cara”. Considera los siguientes cuatro procedimientos no aleatorizados:

51(0) = 51(1) = do;

52(0) = 52(1) = dl;

93(0) = di ; 63(1) = do;

34(0) do ; 04(1) =ds.
Calcula la funcion de riesgo de cada uno de los cuatro procedimientos.

c) Utiliza los resultados en el apartado anterior para determinar cuéles de los cuatro anteriores procedimientos

son:

1) Admisibles.

2) Bayes respecto de la distribucion a priori £(3) =1 —£(3) = 0,1.
3) Bayes respecto de la distribucion a priori £(3) =1 — £(3) = 0,6

d) El procedimiento que has hallado ser Bayes en (1c2), ¢ lo seguiria siendo para otras distribuciones a priori?
¢Para cuales?

Supbn que X1, ..., X,, €suna muestra aleatoria simple procedente de una distribucion de Poisson con parametro

6 desconocido.

a)

b)

Escribe la funcion de verosimilitud asociada a la muestra. ¢Cual seria el estimador méximo verosimil (=
el que hubieras probablemente empleado en Estadistica 11)?

Busca una distribucion a priori conjugada. ¢ Cual es entonces la distribucién a posteriori?
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c) Obtén la mediay varianza de la distribucion a priori y la media y varianza de la distribucion a posteriori.

d) Si lafuncién de pérdida fuera cuadratica, ¢cual seria el procedimiento de Bayes para estimar §? Compara
con el estimador maximo verosimil, y comprueba que la informacion a priori influye del modo esperado.

e) De entre la familia de distribuciones a priori conjugadas que has encontrado mas arriba, selecciona una
que recogiera la creencia de que 6 ~ 1 con gran convencimiento.

f) Idem. selecciona una que recoja gran ignorancia a priori.

3. Considera de nuevo la situacién muy simple, empleada como ejemplo en clase, en que:

© = {6;(= “Petr6leo”), 85(= “No petrdleo”)} 1)
D {d; (= “Perforar”), d2(= “No perforar”)}. 2)

Poedmos observar la variable aleatoria X, resultado de un sondeo, que proporciona valores X = 0 (“No sale
gas”) o0 X = 1 (“Sale gas™). Las probabilidades respectivas de que ello acontezca en los dos estados de la
naturaleza considerados son:

Cuadro 1: Distribucion fxg(x|6) de los resultados de un sondeo en diferentes estados

“No sale gas” | “Sale gas”
(X=0) (X=1)

6: (“Hay petréleo™) 0.20 0.80

62 (“No hay petr6leo”) 0.70 0.30

Supongamos que la distribucion a priori fuera £(6;) = 0,20, £(02) = 0,80 y la funcion de pérdida:

Cuadro 2: Funcién de pérdida L(6, d) para cada decision y estado.

“Perforar” | “No perforar”
dy do
6, (“Hay petréleo”) -1000 10
62 (“No hay petréleo”) 300 10

Hay cuatro procedimientos estadisticos posibles, resultado de combinar de todas las maneras posibles las dos
decisiones con los dos posibles resultados del sondeo.

a) Calculalos riesgos de Bayes de todos ellos, y di cual es el procedimiento de Bayes relativo a la distribucion
a priori especificada.

b) Calcula los riesgos de Bayes de las dos decisiones d1, dz, es decir, los riesgos de Bayes sin hacer uso de
X. ;Cudl es la decision de Bayes?

c) ¢Cudl es el valor esperado del sondeo? En otras palabras, ¢cuanto estariamos dispuestos a gastar en hacer
el sondeo?

4. (contraste de una hipétesis simple frente a una alternativa, desde el punto de vista de la Teoria de la Decision)
Considera la situacién en que el conjunto de estados se reduce a dos, © = {6y, 61}, y el de decisiones también
ados: D = {dy, d, }. Puedes interpretar esta situacion como la de un contraste de hipétesis muy simple, en que
hubieras de aceptar o rechazar una hip6tesis: 8, seria el valor de un parametro bajo Hy y 6, la Unica alternativa
posible.

Puedes observar una variable aleatoria X cuya funcion de probabilidad bajo los respectivos estados es fxg(|6;),
1=1,2.
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Si la funcidn de pérdida es
0 cuandoi=7j

L(6;,d;) = { ¢; cuandoi # j, <
)

muestra que para cualquier distribucion a priori n(8) los procedimientos de Bayes no aleatorizados son de la

forma
do si fx|0,(x]60) > Cfxe, (x|61)
dq si fx|90 (.’E|00) < C'fx|gl (CIJ|91) (4)
do 6dy Si fxg,(x|60) = Cfx|o, (x|61),

en que C es alguna constante.

a) ¢Como depende C de la distribucion a priori?
b) ¢Como depende C de L(6,d)?
c) Explica que relacion tiene esto con el teorema de Neyman-Pearson.
Observaciones, ayudas, comentarios.
1. Ladensidad de una v.a. con distribucion v(a, ) es

a” r—1_—az H
_ ) T e siz >0, 5
/(=) { 0 en otro caso; ®)

puedes obtener sus momentos o consultarlos en cualquier manual (ej.: [6]).

Lectura recomendada. Hay una magnifica introduccién elemental a la Teoria de la Decisién en [1]. También te
puede interesar [4]. y el manual [5], que tiene un capitulo (el 11) sobre teoria de la decision.

De nivel matemético mayor es el capitulo 11 de [2]. Una monografia especializada es [3], de nivel muy superior al
del curso.
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