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TAREA 6

EJERCICIOS

Esta tarea tiene por objeto familiarizarte con algunos resultados simples sobre convergencia estocastica, que surgen

de continuo en problemas y demostraciones. Te serdn de utilidad textos de Probabilidad y libros de Estadistica como

[1] o [2].

1.

Demuestra que si X,,—— X e ¥,,—2 Y, entonces X,, +Y,,—>+ X +Y. (Ayuda: Todo lo que tienes que compro-
bar es que si X, e Y,, puede lograrse que estén con gran probabilidad en las cercanias de X e Y respectivamente,
entonces su suma esta con gran probabilidad en las cercanias de X e Y'.)

De forma sustancialmente similar, aunque un poco mas tediosa, podrias comprobar que X,, Y, ——+ XY
0 X,/Y,—2+ X/Y, con la condicién afiadida, en este Gltimo caso, de que el limite en probabilidad
de Y,, no sea cero.

Considera una sucesion de variables aleatorias independientes cuyo término genérico X,, tiene la siguiente
distribucién:

ili _1
X, { 1 con probabilidad 1 — X 1)

n  con probabilidad
a) ¢Converge en probabilidad a 4lguna constante? En su caso, ¢a cuél?
b) ¢Convergen los valores medios de las X,, a algo? ;A qué?

Considera una sucesion de v.a. tal que X, — X.

a) ¢Se verificaque E[f(X,)] — E[f(X)]? ¢Siempre? (Ayuda: el ejercicio anterior puede iluminarte a este
respecto.)

b) ¢Qué condiciones afiadidas bastarian para garantizar que f(X,)—+ f(X)?

Sea F% () la funcion de distribucién empirica (una funcién escalonada, con saltos de % para cada valor mues-
tral que se repite k veces). Haz uso de una ley débil de grandes nimeros para demostrar (es trivial) que
F3(z)-2s Fx(x) en todo punto de continuidad de la Gltima. (Observa que existen resultados mas potentes,
como sup |F% (z) — Fx(z)|-2> 0, aunque ya no tan simples de obtener.)

En clase comprobamos que X, (el mayor de los estadisticos de orden) es suficiente y estimador maximo
verosimil de 6 en una distribucion U(0, §). Comprobamos también que adolecia de casi cada posible patologia
—1Ia verosimilitud no era derivable, la desigualdad de Cramer-Rao no era aplicable, porque el soporte depende
de 6, etc.—. Comprueba sin embargo, de manera directa, que es estimador consistente. (Ayuda: ;A qué tiende
la probabilidad de que X,y € (0,6 — ¢), para cualquier € > 0 prefijado?)

A la luz del ejercicio anterior y de las cosas que ya sabes sobre X ,,y como estimador de 6, ¢implica insesgadez la
consistencia? ¢ Implica que el sesgo decrezca hacia cero? Demuestra lo que afirmes o suministra contraejemplos.
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