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TAREA 2

EJERCICIOS

Encuentra los estimadores de momentos del vector de medias y matriz de covarianzas basados en una muestra
de tamafio IV procedente de cualquier distribucion multivariante.

Encuentra los estimadores maximo verosimiles homélogos cuando la distribucion generadora de las observa-
ciones es normal multivariante. ;Son insesgados ambos estimadores méximo verosimiles? (Ayuda: Necesitaras
derivar una funcién de verosimilitud respecto de toda una matriz. Puedes recurrir a resultados —que no hemos
visto en clase— disponibles en libros de Analisis Multivariante, por ej. [7] o [1].)

Demuestra que el estadistico 72 de Hotelling para el contraste de hipétesis sobre el vector de medias de una
poblacion es invariante frente a transformaciones lineales no singulares (es decir, demuestra que si en lugar de
emplear las observaciones originales X, (i =1,...,N) para hacer el contraste empleases Y; = AX, siendo A
una matriz no singular, el resultado seria exactamente el mismo).

Para demostrar que N .S? sigue una distribucion Wishart(/N — 1, ) empleamos el siguiente procedimiento:

a) Demostrar que si

— —

X1 Yl
x=| : Y=Ux=| :
Xy Yv

y U es una matriz ortogonal, entonces Y'Y = "N V;¥; ' = N XX, ' = X'X. Ademés, si las filas
de X se distribuyen como Ny(0, %), las filas ¥;’ de Y se distribuyen también del mismo modo.

b) Emplear una matriz ortogonal U especial en la transformacion anterior, cuya Gltima fila era \/_, . \/%
Con tal matriz se tiene que YN = \/—X.

c) Mostrar entonces que

i><|1

NX

><1

N N
=25 = 2 N YT

d) De la igualdad anterior, concluir que N.S? es una suma de “cuadrados” Y;Y; ' de vectores normales con
matriz de covarianzas X, y por consiguiente sigue una distribucion Wishart(N — 1,%).
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En ningln momento, sin embargo, se ha demostrado que cuando los X, tienen vector de medias arbitrario los
Y; (¢ = 1,...,N — 1) tengan vector de medias nulo, como es necesario para que lo afirmado en (4d) sea
correcto. Completa la demostracion (Ayuda: fijate en la estructura de la matriz U; si la Gltima fila es la que se ha
dicho, ¢qué ocurre con las restantes? ;Qué sucede cuando una de las restantes filas multiplica a un vector todas
cuyas coordenadas son iguales?).

5. En clase se mencioné que el contraste T2 de Hotelling para la hipdtesis Hy : i = jio es notablemente robusto
ante desviaciones de la hipétesis de normalidad multivariante. Haz una pequefia simulacion para explorar hasta
donde llega esta robustez. Repite cien veces, guardando los resultados cada vez, lo siguiente:

a) Genera 200 vectores )Z'l, ... ,)?200 de dimension 5 procedentes de una distribucién no normal.
b) Obtén vectores transformados linealmente, Yi,...,Ya00, de modo gue tengan cierta correlacion y vector

de medias fiy conocido.

c) Estima vector de medias y matriz de covarianzas, y a continuacion el estadistico 72 para contraste de
la hipdtesis y su transformacion en un estadistico con distribucion F de Snedecor. Guarda este ultimo
resultado en cada iteracion.

Al finalizar, tendras 100 valores del estadistico de contraste para la hipétesis Hy : fi = fip (Cierta, por cons-
truccidn de las observaciones). Si las observaciones hubieran sido normales multivariantes, dichos 100 valores
procederian de una distribucién F de Snedecor con grados de libertad adecuados. Al fallar el supuesto de nor-
malidad, la distribucion no serd ya tal. Compara la probabilidad tedrica de rechazo de Hy bajo la hipétesis de
normalidad (= «, nivel de significacion) con el porcentaje empirico de rechazos en las 100 repeticiones del
experimento.

6. La Tabla 1 recoge datos correspondientes a composicion quimica de 26 restos de alfareria romana recogidas en
cuatro diferentes lugares de Gales. Ademas de la variable de localizacién, Si t i o, se midieron en cada resto los
porcentajes de 6xidos de varios metales, segln se detalla en la siguiente clave:

Variable Descripcion
Al Porcentaje de 6xido de aluminio.
Fe Porcentaje de 6xido de hierro.
Mg Porcentaje de 6xido de magnesio.
Ca Porcentaje de dxido de calcio.
Na Porcentaje de 6xido de sodio.
Sitio Llanederyn (L), Island Thorns (I)
Caldicot (C), Ashley Rails (A)

El examinar las similitudes o diferencias de las composiciones quimicas tiene interés porque arrojaria alguna
luz sobre los flujos de comercio (y de técnicas y conocimientos) de unos lugares a otros.

a) Estima los vectores de medias correspondientes a cada uno de los cuatro lugares.
b) Estima las matrices de covarianzas que puedas correspondientes a los distintos lugares.

c) Bajo el supuesto de matriz de covarianzas comun, contrasta lo que es directamente de interés: igualdad de
vectores de medias en las respectivas subpoblaciones. Explica las dificultades que encuentras.

d) Sobre las dificultades que hayas mencionado en el apartado anterior, ;qué otros inconvenientes ves a tu
modo de actuar en el apartado anterior? (Ayuda: si para contrastar igualdad de medias haces contrastes por
parejas al nivel de significacion «, ¢qué ocurre con el nivel de significacién conjunto?)

7. En la dataframe Si t ka89 (lee con r ead. t abl e) tienes datos correspondientes a 79 arboles, medidos en
ocho ocasiones a lo largo de 1989. De ellos, 54 fueron cultivados en camaras enriquecidas en ozono, y 25 fueron
controles (cultivados en el medio ambiente, sin tratamiento especial). Los significados de las variables son:

Haz un contraste de igualdad de vectores de medias entre las dos poblaciones (arboles tratados y controles).
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Cuadro 1: Composicién quimica de restos de alfareria romana hallados en Gales. Los datos son porcentajes de 6xidos
de distintos metales.

Al Fe | Mg | Ca | Na | Sitio || Al Fe | Mg | Ca | Na | Sitio
14.4 | 7.00 | 4.30 | 0.15 | 0.51 L 125|644 1394 | 022 | 023 | L
13.8 | 7.08 | 3.43 | 0.12 | 0.17 L 118 | 544 | 3.94 | 0.30 | 0.04 | C
146 | 7.09 | 3.88 | 0.13 | 0.20 | L 116 | 539 | 3.77 | 0.29 | 0.06 | C
115 | 6.37 | 564 | 0.16 | 0.14 | L 18.3 | 1.28 | 0.67 | 0.03 | 0.03 I
138 | 7.06 | 534 | 0.20 | 0.20 | L 15.8 | 2.39 | 0.63 | 0.01 | 0.04 I
109 | 6.26 | 3.47 | 0.17 | 0.22 L 18.0 | 1.50 | 0.67 | 0.01 | 0.06 I
10.1 | 4.26 | 4.26 | 0.20 | 0.18 L 18.0 | 1.88 | 0.68 | 0.01 | 0.04 I
116 | 5.78 | 591 | 0.18 | 0.16 L 20.8 | 1.51 | 0.72 | 0.07 | 0.10 I
111 | 549 | 452 | 029 | 030 | L 17.7 | 1.12 | 0.56 | 0.06 | 0.06 | A
134 | 692 | 723 1028 | 020 | L 183 | 1.14 | 0.67 | 0.06 | 0.05 | A
124 | 6.13 | 569 | 0.22 | 054 | L 16.7 | 0.92 | 053 | 0.01 | 0.05 | A
131 | 6.64 | 551|031 024 | L 148 | 274 | 0.67 | 0.03 | 0.05 | A
12.7 | 6.69 | 4.45 | 0.20 | 0.22 L 191 | 1.64 | 0.60 | 0.10 | 0.03 | A

Fuente: Datos de la coleccion para la docencia en St at Li b, originalmente procedentes de [6]. Puedes encontrar los
datos en el fichero pot t ery. dat , en la ubicacién habitual.

Cuadro 2: Variables de la dataframe Si t ka89

Variable Descripcion
si ze Producto altura por didmetro al cuadrado,
en escala logaritmica.
Ti me Momento de la medida (en dias desde 1 Enero 89).
tree Identificador del arbol.
treat Tratamiento recibido (ozono o control)

Fuente: Datos en la biblioteca de funciones para R MASS, aneja a [9]. Puedes encontrar los datos en el fichero
Si t ka89. dat , en la ubicacién habitual.

AYUDAS, SUGERENCIAS Y COMPLEMENTOS

1. Al margen de tus apuntes de clase puedes mirar las secciones relevantes de cualquiera de los muchos manuales
a tu disposicion en Biblioteca (clasificados en 519.237, segunda planta). En particular puedes consultar [8], [3]
y [7], [4] o [2] Referencias de nivel bastante mas alto son [1] y [5].

2. Hay una diferencia notable entre los datos de alfareria romana y los de crecimiento de arboles. En estos ultimos
hay mas estructura: un mismo arbol es observado en diferentes momentos de tiempo, lo que introduce restric-
ciones (por ejemplo, los arboles no “encogen”, de manera que las medidas correspondientes a un mismo arbol
son monatonas). Son datos longitudinales.

Esta mayor estructura sugiere la posibilidad de una parametrizacién mas parca. En el ejemplo de los arboles,
en que ademas se tienen los momentos de las medidas y el intervalo entre ellos por consiguiente, podriamos
modelizar la matriz de covarianzas entre medidas con menos parametros —por ejemplo, con una Unica tasa de
crecimiento—. No es éste el objeto de la tarea. Sobre datos longitudinales encontraras bastante bibliografia.
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