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Capitulo 1

Elementos de Teoria de la
Decision.

1.1. Qué es un procedimiento estadistico.

Nos enfrentamos a una coleccién= {0;,: € I} de posibleestados de la
naturaleza o simplementestado$. No podemos observar directamente cuél es el
0; que prevalece.

Nos enfrentamos también a un conjunto de decisiones quenuad®mar, o
espacio de decisio® = {d;,j € J}. Existe, por fin, undunciéon de pérdida

L: © x D — R completamente especificada, proporcionando las pérdidas
asociadas a cada pd;, d;); L(0;,d;) es la pérdida derivada de tomar la decision
d; cuando el estado de la naturalezadgObviamente, sb; fuera observable, no
tendriamos ninglan problema en seleccionar en cada caseitiotel; optima,
que minimizaL.

Asociada a cada estadp suponemos una distribucidfiy s (= |¢) generando
una cierta variable aleatoria observable,Esta variable aleatoria toma valores en
un conjuntoS. Podemos muestrear la poblaciBg y(z |¢/) y obtener valores d&
mediante la realizacién de w@experimentolLos valores que observemos son toda
la evidencia de que disponemos para conjeturar cual esagloede la naturaleza
vigente, y en consecuencia la decision optima.

De un modo informal, uprocedimiento estadistiogs una regla para escoger
una decisioni; a la vista del valor: que tomaX (o quiza del conjunto de valores
x que tomam observaciones d&, en el caso de que nos sea posible disponer

LEl conjunto de indiceg es finito o infinito; ni siquiera ha de ser numerable, como pamdie
manifiesto los ejemplos a continuacion.
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de mas de una). Mas precisamente, un procedimiento estadistuna aplicacion
6: S — D, que al resultado de cada experimento hace correspondategiia
Siore.

Aungue aparentemente muy abstracto, el marco anterioolegle forma ge-
neral lo que habitualmente estamos acostumbrados a llanmaedimientos esta-
disticos, como ponen de manifiesto los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.1 Consideremos el caso en que nos enfrentamos a una po-
blacién de sujetos caracterizados por sufrir o no una emféach Deseamos
estimar por punto la proporcién de los afectadpson ayuda de una mues-
tra de sujetos de tamarfio El conjunto de posibles estados de la natura-
leza serig® = {0: 6§ € R,0 < 0 < 1}, y el espacio de decision seria
D = {d:d € R,0 < d < 1}. Diferentes criterios de estimacién podrian
ademés contemplarse como reflejo de la utilizacion de difesfunciones
de pérdida. Por ejemplo, la estimacion minimo cuadraticaigearia como
consecuencia de emplear una funcién de pérdida cuadratiéa)); otras
posibilidades serfan una pérdida “valor absolufa(, §) = |6 — 8|, o “cero-
uno”,

L(97é)={ 0 si|d—0] <b,
¢ enotro caso.

Ejemplo 1.2 Si en el Ejemplo 1.1 desearamos realizar estimacion por
intervalo en lugar de por punto, podriamos considerar caspaao de de-
cision el formado por todos los interval(é , 62). La decision consistiria en
escoger uno de tales intervalos.

En este caso, sin embargo, no es nada obvio cual haya de sadla p
da a emplear. Podriamos pensar, a imagen del ejemplo an&riemplear
una pérdida que fuera nula si el intervalo realmente comtéparametro, y
mayor que cero, quiza constante, en caso contrario. Es decir

A A . 0 sife (él,ég),
L(6,d = (61,02)) = { ¢ enotro caso.
Pero ello no tiene mucho sentido: haria 6ptimos intervatmsay —oo, c0).
La pérdida parece que debiera tomar en cuenta la amplituctdelalo cons-
truido. Véase Meeden y Varderman (1985).

Ejemplo 1.3 Supongamos que debemos aceptar o rechazar un lote de
piezas, dependiendo de la fraccién de defectuosas quanganten este caso,
O seria el intervaldo, 1] (cada estado corresponderia a una fraccion defec-
tiva). El espacio de decision sef@:= {d; = Aceptar,d> = Rechazar}.
El experimento consistiria en tomar una o varias piezas, aad de las cua-
les proporcionaria un valor d€: X = 1 (pieza defectuosa) & = 0 (pieza
correcta). El procedimiento estadistico seria entonaegla que genera una

2En el caso de que el experimento consista en tomabservaciones deX, tendriamos
6: S — D, en queS"™ = S x...x S. Cada resultado muestral es un puntoSfe Llama-
N————

n veces

mos aS™ (6 .S) espacio muestral
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decision a partir del o los valores deobservados. La funcién de pérdida po-
dria, al menos en principio, especificarse con faciliddd, d, ) seria el coste
de aceptar una remesa con proporcion defeétif@oincidiria quiza con el
precio de las piezas en malas condiciones que hay que desdcttads)
seria el coste de rechazar una remesa con proporcion geféctjuiza el
coste de los portes, 0 una indemnizacion al proveedor, srdbderd® esta-
ba dentro de lo estipulado en las condiciones del pedido).

Ejemplo 1.4 El diagnéstico médico proporciona otro ejemplo de pro-
blema de decisién con funcién de pérdida, en general, fuertée asimétri-
ca. En un problema de esta naturaleza, el espacio de esetiosaturaleza
es:

© = {#; = Paciente enfermo, §; = Paciente sano} .

El espacio de decisiones incluye también dos: declararcip& sandd; ),

o enferma(dz ). El experimento, tipicamente, consiste en hacer algurdépo
analisis clinico. La funcion de pérdida —dificil o impositde especificar
en unidades monetarias— probablemente daria mucha mapgortancia a
diagnosticar como sano a un paciente enfermo (con riesggreeaamiento)
que a diagnosticar como enfermo a uno sano (sin mas trasugadgiiza
gue el susto o la inconveniencia de un tratamiento inadejuad

En general, como se desprende de los ejemplos anteriosegrdblemas de
contraste de hip6tesis o0 estimacion de parametros pueddes®itos como pro-
blemas de decision. La Teoria de la Decision suministra uicaredecuado para
plantearlos y resolverlos.

1.2. Riesgoy riesgo de Bayes.

Queremos escoger nuestros procedimientos estadistiangdie que propor-
cionen pérdidas reducidas. Observemos que si empleamosceldmmiento) to-
maremos la decision(X), que es aleatoria: la aleatoriedad de la informacion
muestral que utilizamos se transmite a la decisién que adayst y en consecuen-
cia a la pérdidal(6;,0(X)) en que incurrimos. Tiene por ello sentido hablar del
valor medio de dicha pérdida.

Definicion 1.1 Denominamosiesgory(d) al valor medio de la pérdida:

rol6) = EgL (0, 6(X)) (1)

El subindice del operador de valor medio indica la distifmicon respecto
a la cual se toma dicho valor medio (recuérdese que cadeoadtad naturaleza
¢ generaX con una distribuciont’y »(x [#) en general diferente). Observese que
se trata de una funcién dt el riesgo puede variar dependiendo del estado de
la naturaleza ante el que estemos. Parece sensato consjdéjgpara juzgar un
procedimiento estadistico, pues proporciona, parag&adasa medida promedio de
la pérdida derivada de su empleo.
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Figura 1.1: Procedimientos no comparablgsy(d,) e inadmisible §s3)

0

Definicion 1.2 Sean dos procedimientos estadistidgsy d». Se dice que); es
mejor que d2 Si rg(d1) < 19(da) VO € O, conry(dy) < re(d2) para alguné.
Anélogamente, se dice qde esequivalentea d, Sirg(d1) = rg(d2), V6. Se dice
que ambos procedimientos no stomparablesi no son equivalentes, y ninguno
de ellos mejora al otro.

Definicion 1.3 Si un procedimientd; es mejor que otré, decimos de éste Ultimo
que esnadmisible Si, por el contrario,d no puede ser mejorado por ningdn otro,
decimos que ezdmisible

La Figura 1.1 muestra las funciones de riesgo de tres prmdeatios estadisti-
cos. En ellag; y §, no son comparablegs es inadmisible: resulta mejorado por
61 y por és. El Ejemplo 1.5 presenta dos procedimientos, uno de elbdnmsible
al ser mejorado por el otro. Notese que la admisibilidad drimaibilidad de un
procedimiento depende de la funcion de pérdida considetwlgprocedimiento
inadmisible con respecto a una funcién de pérdida, puedertmrespecto de otra.

Ejemplo 1.5 Supongamos una situacion como la descrita en el Ejem-
plo 1.3, y admitamos que la funcion de pérdida es cuadratica:

L(0,5) = (5 — 0)?

Podemos tomar una muestra aleatoria simple formada patisesvaciones
X;, i =1,2,3,en queX; = 1 silai-ésima pieza es defectuosaXy = 0
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en caso contrario. Entonces; ~ Binaria(#). Consideremos los siguientes
dos procedimientos estadisticos:

X1+ Xo+ X3

h(X) = S (1.2)
52(X) = @ (1.3)
Entonces:
ro(61) = Eo [L(6,61(X))] = @ (1.4)
ro(83) = Ey [L(6,62(X))] = @ (1.5)

y es claro que, para cualquier valorfije (61) < r¢(d2). Portanto, el primer
procedimiento siempre seria preferible al segundo.

Podria pensarse que el objetivo debe ser la blsqueda deastpnento me-
jor que cualquier otro. Tal busqueda seria infructuosa,ocehsiguiente ejemplo
pone de manifiesto.

Ejemplo 1.6 En la situacién descrita en el Ejemplo 1.3 (continuado en
el Ejemplo 1.5) consideremos los dos siguientes procediwsgara estimar

6:
X1+ Xo+ X
5 (X) = % (1.6)
d02(X) = 0,60 (1.7)
CUYOS riesgos respectivos son:
6(1—46
To (61) = % (18)
r9(62) = FEp(0,60 —0)* = (0,60 — 6)* (1.9)

Es claro qué, es un procedimiento poco sensato: para nada hace uso de
la informacion muestral. Sin embargo, cuafds 0,6 da excelente resulta-
do. Sienddj, un procedimiento con el que dificilmente podemos sentirnos
satisfechos, es el 6ptimo para un cierto estado

El Ejemplo 1.6 pone de manifiesto que en general no existeagegimiento
siempremejor que cualquier otfo

3Naturalmente, frente al Ejemplo 1.6 nuestra reaccion s@iprescindimos de considerar pro-
cedimientos que soélo excepcionalmente son muy buenos, ljmitEmos a procedimientos de buen
funcionamiento para cualquiér quiza si haya uno mejor que todos los demas”. En alguna medid
esta conjetura es cierta: si limitamos nuestra atenciéaseslde procedimientos y de funciones de
pérdida restringidas (por ejemplo, a los procedimientessgados y a las funciones de pérdida con-
vexas), puede en ocasiones encontrarse un procedimigradaa los restantes. Estudiaremos por
el momento el criterio de Bayes, para retomar esta cuest@@aaelante.
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Siendo cierto en general que para dos procedimientps, se verificary(d1) <
r9(d2) para algunos valores dey ry(d;) > ry(d2) para otros, podriamos inten-
tar compararlos mediante un promedio ponderado de losodegara diferentes
valores d&.

Supongamos que los estados de la naturdlesageneran de acuerdo con una
cierta distribuciof, cuya funcion de cuanfiaes¢(6). Seria razonable comparar los
dos procedimientos mediante sus “riesgos promedio” réigpec

Re(81) = Eelro(51)] =Y &(0)ro(61) (1.10)
0O

R5(52) = 7”9 (52 Zf 7“9 (52 (111)
0cO

Definicion 1.4 Llamamosriesgo de Bayesdel procedimientd relativo a la dis-
tribucion definida pok () a

Re(0) = Eelra(8) = > &(0)ro(0 (1.12)
60

El criterio de Bayespara la seleccion de procedimientos consiste en, dada una
ciertad(f), tomar aquél (o aquéllos) con minimo riesgo de Bayes. Tahlés}
procedimientos se denominaBayes relativos &(¢). El criterio de Bayes resulta
intuitivamente atractivo y no es objeto de controversiaasi tin modo objetivo e
inambiguo de especificg(#). Es objeto de controversia, en cambio¢ @) solo
refleja creenciaa priori.

Una posibilidad atractiva cuando no se tiene informaeidriori consistiria
en adoptar com@(#) una funcion de densidad que reflejara “ignorancia absolu-
ta”. Pero no esta claro qué forma deberia tener, como muasEgmplo 1.7 a
continuacion.

Ejemplo 1.7 Supongamos que deseamos estimar, como en el Ejem-
plo 1.3, la proporciord de piezas defectuosas en un lote. Una propuesta
frecuente para describir “completa ignoran@giriori acerca del valor de
consiste en tomar una densidgdé) uniforme en el interval® = [0, 1]. Pero
esta propuesta no puede ser tomada muy en serio. Piénsdagquametri-
zacion del problema es algo completamente arbitrariol igue estimamos

“Hay diferentes formas de entender esto. Puede imaginaesefgetivamente, hay un mecanis-
mo gue aleatoriza los estados de la naturaleza: “Dios jupards dados”, parafraseando la célebre
afirmacion de Einstein. Puede pensarse tambien en estbubgin como recogiendo las creencias
a priori del analista, que pueden reflejar experiencia acumuladepussEmente subjetivas (tal como
sucede en ocasiones en Estadistica Bayesiana).

SEn lo que resta de esta Seccion y en las dos que la siguen dapemsupuesto, por comodidad
notacional, que la distribucion dees discreta con funcién de cuantia (o probabiliddd). El caso
en que la distribucion dées continua, requiere solo cambiar los sumatorios de lassixmes como
(1.10)-(2.11) por integrales, y la funcion de cuantia pa fumcién de densidad. (El formalismo de
la integral de Stieltjes permitiria recoger en una sola&sipn todos los casos.)
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6, proporcion de piezas defectuosas sobre el total, podsigesear estimar
v = ﬁ (razdn de piezas defectuosas a piezas correctas). Si laletamp
ignorancia sobre un pardmetro se describe mediante unaldéaspriori
uniforme, debiéramos ahora utilizar una densigéag) uniforme. Pero los
resultados a que llegamos son diferentes: puede compeotamsfacilidad
(véase el problema 1.1, p. 20) qg@) uniforme en®© = [0, 1] implica una
densidad

1

£y) = e (1.13)

para(0 < v < oo). Anadlogamente, una densidad unifofiparay implica
una densidad no uniforme pata;Si la propuesta fuera adecuada, el no saber
nada acerca désupondria saber algo acercade viceversa!

Hay otras opciones de distribuci@mpriori no informativa. Examinare-
mos una en la Observacién 5.3, pag, 63.

1.3. Cdmputo de procedimientos de Bayes.

De la definicion dek¢(d) en la Seccion 1.2 se deduce que:

Re(8) = Y £O)ra(0)

= 31D L. 6)E0) fx o 19) (1.14)

xz LHcO

© he(@, 6(x))

Para minimizar el riesgo, tenemos que minimizafzx, 6(x)) en (1.14) para cada
x. Pueden ocurrir dos cosas:

» Que para cada: hayauna uUnicadecisiond = (x) en D minimizando
he(x,d)). En este caso, hay un unico procedimiento de Bayes relativo a

£(0).

= Que haya mas de una decision minimizangd(x, d) para algine. En este
caso, hay mas de un procedimiento de Bayes relatf(@ a

En todos los casos, si definimos

H =minh d 1.15
5(:13) gélg 5(113, )7 ( )

50bsérvese que no procede hablar de una densidad uniformeesointervalo de longitud in-
finita, como es el dominio de variacion de El problema se soluciona escribienglpy) « &y
sustituyendo los signos por signosx. Se dice que se esté ante una distribueigmiori difusa Se
suele también denominart&y) densidadh priori impropia
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el riesgo de Bayes €3;(6) = > H¢(x). El Ejemplo 1.8, aunque artificialmente
simple, ilustra algunos de los conceptos introducidos.

Ejemplo 1.8 Supongamos que, dependiendo quiza de la climatologia,
un paraje puede adoptar uno de dos estafioy, 6. En el estadd,, el
paraje produce s6lo setas comestibles, mientras que etadbés produce
sélo setas toxicas, indistinguibles a los ojos de un protentas primeras.
Las probabilidades respectivas de ambos estadag8pn= 0,90y £(02) =
0,10.

Para adquirir mayor informacion sobre el caracter de ursrsebgida,
podemos preguntar a un experto, que sin embargo no es lefdtib cada
uno de los dos estados proporciona una respuéstayos posibles valores
sonX = (C (declara la seta comestible)X6 = T (declara la seta toxica).
La distribucion deX para cada uno de los dos posibles estados aparece en la

Tabla 1.1.
Cuadro 1.1: Funcion de cuantfg o (z |0)
RespuestaX 01 05
experto (seta comestible) (seta toxica)
X=C 0.950 0.005
X=T 0.050 0.995

Hay dos posibles decisione$; = “Tirar la seta”, yd, = “Comer la
seta”. Suponemos que las pérdidas asociadas a cada detisiada uno de
los estados posibles son las recogidas en la Tabla 1.2.

Cuadro 1.2: Funcioén de pérdida®;, d;)

Decision 01 02
adoptada  (seta comestible) (seta tdxica)

d (tirar) 100 0

ds (comer) -10 1000

Consideramos tres posibles procedimientos estadisticesconsisten
en preguntar al experto y, obtenido un valorXieactuar del modo que se
indica en la Tabla 1.3.
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Con la informacién anterior, es facil calcular los riesgespectivos de
los tres procedimientos considerados:

e, (61) = L(61,d1)Prob{s;(X) = di|61} + L(0y,d2)Prob{s,(X) = da|6:}
= 100x 0+ (—10) x 1 =-10

ro,(01) = L(B2,d;1)Prob{d1(X) = dy|62} + L(02,d2)Prob{s; (X) = do|02}
= 0x 041000 x 1= 1000

r9,(02) = L(01,d1)Prob{da(X) = d1|61} + L(01,ds)Prob{ds(X) = do|6 }
= 100 x 0,05+ (—10) x 0,95 = —4,5

79,(02) = L(Ba,d1)Prob{da(X) = d1|02} + L(02,d2)Prob{ds(X) = do|62}
= 0 x 0,995+ 1000 x 0,005 = 5

r9,(03) = L(01,d1)Prob{ds(X) = d1|61} + L(01,ds)Prob{ds(X) = do|6 }
= 100 x 1+ (—10) x 0 =100

79,(83) = L(a,d1)Prob{d3(X) = d1|0a} + L(02,d2)Prob{ds(X) = do|62}

= 0x1+1000x0=0

Cuadro 1.3: Procedimientds(X ) considerados

Procedimiento Descripcién
5 (X) Sea cual fuerel, comer la setad).
J2(X) Si X = C, comer la setady). En caso contrario, tirar la seta.
I3(X) Sea cual fuereX,, tirar la setad).

La Tabla 1.4 recoge los riesgos calculados. Puede obseryaeningin
procedimiento es mejor a ninguno de los restantes.

Los respectivos riesgos de Bayes relativos a la distrilougipriori es-
pecificada po€(#) se calculan también facilmente:

Rg((sl) = Ty (51)5(91) + 7o, (51)5(92) = 0,90 x (—10) + 0,10 x 1000 = 91
Rg((SQ) = Ty (52)5(91) + 7o, (52)5(92) = 0,90 x (—4,5) + 0,10 x 5 = —3,55
T9, (53)5(91) + 79, (63)5(92) =0,90 x 1004+ 0,10 x 0 =90

=
aa%
o

[«
w
B

El criterio de Bayes llevaria en este caso a selecci®(df). El proce-
dimiento seleccionado depende de la distribuaiumiori considerada. Si en
lugar de la indicada hubiéramos tenidgf;) = 0,001, £(¢2) = 0,999 (es
decir, casi seguridad de que la seta procede de un paraj@gupreduce
toxicas), es facil comprobar que el procedimiento escogail criterio de
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Cuadro 1.4: Funciones de riesgg(d;)

Procedimiento 01 04
5;(X) (seta comestible) (seta toxica)
5 (X) -10 1000
92(X) -4.5 5
I3(X) 100 0

Bayes serids(X) (tirar la seta, incluso aunque el dictamen del experto sea
gue es comestible). Sucede que nuestras creeenpidsri son tan fuertes,
gue no basta la evidencia aportada por el experimento paeeartes cambiar

de opinién.

De la expresion (1.14) dedujimos que el procedimiento dgptimacuerdo con
el criterio de Bayes minimiza

he(x, 3(x)) = Y L(0,8(x))E0) fx o(20) (1.16)
0cO

para cada valor de. Como

£0) fxp(x|0) = fx(x,0) = fox(0]x)fx(z), (1.17)

tenemos que el procedimiento (o los procedimientos) Baglativos a la distribu-
ciéna priori £(6) minimizan

he(z,6(2)) = fx (@) Y L(8,6(2))fox (0 |2)
0cO
para cada y, por tanto, también para cagaminimizan
> L6, 6(x)) fox (6]). (1.18)
9cO
En ausencia de experimento, escogeriamos un procedindigpnte minimizara el
riesgo de Bayea priori , es decir:
> L(0,6)£(0). (1.19)
9co

La comparacion de las expresiones (1.18) y (1.19) muesta&lguétodo de elec-
cion de un procedimiento es siempre el mismo, con la solaaién de que en un
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caso se emplea la distribuci@rpriori sobre los estados de la naturaleza y en otro
la distribuciona posterioriconocido el resultado del experimento. Este resultado
sélo influye alterando la distribucion con respecto a la eeatalcula la pérdida
media, que de sef(f) pasa a sefy x (¢ |z). En el enfoque de la inferencia apor-
tado por la Teoria de la Decision, la informacién muestrarinene modificando

la distribuciéna priori del analista y transformandola en una distribuagposte-
riori ; la forma de operar con cada una de ambas distribuciones@iaecionar un
procedimiento estadistico es sin embargo siempre la misma.

1.4. Procedimientos de Bayes con funcién de pérdida cua-
drética.

Cuando la funcién de pérdida es cuadratica o, de modo un pésayameral,
de la forma
L(0,d) = w(h) [d — 6]
siendow(#) una funcién no negativa cualquiera, entonces el procedimide Ba-

yes relativo a una cierta distribuci@npriori £(6) es particularmente facil de obte-
ner, como muestra el siguiente teorema.

Teorema 1.1 SeaL(d,d) = w(f)[d—0]* y w(h) una funcién no negativa. El
procedimiento de Bayes relativoséd) es:

2 w(0)0fox(0|®)  Epp [w(0)0]

>0 w(g)f9|X(9]m) o Epjes OR (1.20)

o¢(x)

DEMOSTRACION
Para cada, §(x) ha de ser, de acuerdo con (1.18), tal que minimice:
> w(®) [5(x) = 6)* fox (0 |). (1.21)
%

Minimizando la expresion anterior respectd(a) se llega inmediatamente a (1.20).
|

1.5. Familias conjugadas

El computo de procedimientos de Bayes se simplificg s (6 |x) puede ob-
tenerse con facilidad. De (1.17) se deduce que:

Jox(0]z) o< £(0) fx o (2 |0) (1.22)

En ocasiones{(0) ¥ fxo(x |¢) son tales quefy x (0 |x) pertenece a la misma
familia que{(); se dice entonces qugd) y fx o(x |) pertenecen damilias
conjugadaskEl siguiente ejemplo muestra las ventajas que se derivaliale
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Ejemplo 1.9 Tenemos una Unica observaci&nprocedente de una bi-
nomialb(#, n), cuyo parametrd se trata de estimar con pérdida cuadratica
L(0,5(X)) = (6(X) — 0)2.

Si la distribuciéna priori de 6 fuera una beta de parametroy s, es
decir, si:

L(r+s)

o r—1 _ s—1
con0 < 6 < 1, tendriamos, de acuerdo con (1.22), que:
F(T + S) r—1 s—1( T x n—x
S A € ) L i (1.24)

Se reconoce con facilidad en (1.24) una densidad beta depas(r + x)
y (n+ s — x), falta s6lo de la correspondiente constante de normafinaci
foix (0 |z) por tanto pertenece a la misma familia qué(&) escogida.

De acuerdo con (1.20)(X) ser& el valor medio condicionado de la
distribuciona posterioride 6. Tratdndose de una beta, se tiene (ver por €j.
Troconiz (1987), p. 299):

r+X r+ X

6X = = =
(X)=m n+s—X+r+X n+r+s

gue puede reescribirse asi:

5(X) = <L> X (1.25)
n+r+s n n+r+s

Cuandon — o0, §(X) — X/n (ndmero de “aciertos” entng), como cabria
esperar. Sin embargo, patamoderado la distribuciéa priori £(0) es de
gran importancia.

El emplear una distribucién beta corai@) tiene la ventaja de producir
una distribuciora posterioriinmediatamente reconocible, y de la que pode-
mos obtener el valor medio con facilidad.&#) hubiera sido otra, hubiera
sido en general precisa una operacion de integracion, yseltaglo no hu-
biera podido obtenerse de forma tan simple.

Ejemplo 1.10 (continuacién) Para uso posterior nos interesara dispo-
ner de la funcién de riesgo del estimador obtenido en el dearderior.

ro(6) = E[(6(X)—6)*0]
—  Varg(8(X)) + [Sesgop (5(X))]2

( n >29(1—9) ( 4 nb )2
n+r+s n n+r+s

Ejemplo 1.11 Supongamos que la distribucién deesN (6, 02), y la
distribuciéna priori sobref) esN (u, b?). Tenemos entonces que:

Fxo(x[0) = (O_;%)”exp{_%i (“; 9)2} (1.26)

=1
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mientras que por otra parte, la densidég) es:

! 1/0—u\°

Por consiguiente:

fax 6l)fx (@) = ﬁ(a—;jxp{—é lZ
exp{ 1 [92(02+nb2)—26’

2 2_
1 0 — po“+nb T
expq —5 —_oiinb® , (1.28)

b202
o2+4+nb?
esta Ultima expresion obtenida al completar el cuadrada geekcedente. Es
facil reconocer en ella una densidad normal gara

R

2 2= 2 2
o oy (H LT V)

o2 +nb? 7 02 + nb?

Observacion 1.1 Con una muestra deobservacioneX’; ~ N (6, 0?),
el estimadoridge de parametré def vendria dado por:
A nT
0= ——;
n+k’
podemos ver que dicha expresion es idéntica a

po? + nb*x
02 + nb?

(1.29)

cuando hacemgs = 0y b*> = o2 /k. Por tanto, el uso del estimador ridge
de parametr@ en este caso equivale a la utilizacién implicita de unaidistr
buciéna priori N (0,02/k). Valores dek muy pequefios en relaciono
implican gran incertidumbre acerca €y una estimacion muy proxima a
la obtenida por maxima verosimilitud o minimos cuadradad&narios). Va-
lores relativamente grandes #ée(siempre en relacion a?) suponen gran
convicciéon de qué esta en las cercanias de= 0.

Hay otros muchos casos en que el empleo de una distribacfnori con-
veniente simplifica la obtencién de la distribuci@mposteriori La siguiente tabla
muestra algunos de los mas frecuentes.

La comodidad de manejo de las familias conjugadas no delsgriwscperder
de vista, sin embargo, algo fundamental: que el fundamenta atilizacion de una
distribuciona priori se pierde si ésta no describe bien el mecanismo que genera los
estados de la naturaleza —o nuestras creencias acercatarllag si adoptamos
una vision bayesiana—.
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Cuadro 1.5: Algunas distribucionespriori conjugadas

Distribucién Parametro A priori
de X de interés conjugada
Binomial, b(0,n) 0 Beta(r, s)
Poisson,P(6) 0 ~(a,b)
Exponencial fx (z) = fe=%* 0 v(a,b)
Normal, N (0, 03) 0 Normal, N (u, 72)

1.6. Procedimientos aleatorizados.

Se ha definido (Seccién 1.1) procedimiento estadistico camaoaplicacion
0: S — D. Ampliaremos ahora esta definicion denominapdmedimiento es-
tadistico aleatorizad@ una aplicacion: S — II(D), en quell(D) es el con-
junto de distribuciones sobr®. En otras palabras, un procedimiento estadistico
aleatorizado hace corresponder a cada resultado mues#&rdlateria” en la que
se puede obtener una de varias decisiones. De este modagnebmesultadoX
llevaria en ocasiones diferentes a tomar decisiones pasirite diferentes.

Esto es algo dificilmente asumible: ¢por qué habriamos der tdepender
nuestra decisién de una loteria? Dada la distribueidmmiori , y realizado el ex-
perimento, parece que no debiéramos recurrir a aleatorigstra decision. Hay
dos formas de responder a esto. Una, que, como hace notar KiéB3), tal for-
ma de actuar no debiera ser motivo de escandalo. Al fin y al, calamdo se hace
casi cualquier tipo de experimento se aleatoriza el diskfievidencia muestral
depende asi de una especie de “loteria” previa —la que ndevaad a escoger
un disefio experimental en particular y no otro—. La segupdads importante
para lo que sigue, es que la consideracion de procedimiatgatorizados permite
obtener resultados interesantes, en particular completanclase de los procedi-
mientos de Bayes de modo que incluya algunos de interés.dcidBel .8 aclarara
esta cuestion.

Ejemplo 1.12 Tomemos el caso simple en que hay dos posibles esta-
dos de la naturalez®; y 6,. Consideraremos también tres procedimientos
01, 02 Y 03, cuyas funciones de riesgo se representan graficamenteen la
gural.2

Puede comprobarse quednini d2 (Cuyos riesgos estan representados en
la figura pore y o respectivamente) son mejores gie cada uno de ellos
tiene menor riesgo en uno de los estados y mayor en el otren8argo, si
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Figura 1.2:5, = 16, + 365 (®) es mejor qués (o)

[ ] (o]

o o

© ©
79(0)

(@] [ ]

01 02

adoptamos la regla de aleatorizar entrg 5, arrojando una moneda regular
al aire, obtenemos un nuevo procedimiento (aleatorizagalepresentado
en la figura mediante, que si es mejor qué;. Su funcién de riesgo es

T9(04) = %7’9(51) + %r9(62),

1.7. Clases completas.
La siguiente definicion introduce un concepto que necesiam lo que sigue.

Definicion 1.5 La claseC de procedimientos esompleta si para cada procedi-
miento que no esté €hay uno erC' que es mejor. Si' es la clase mas restringida
de procedimientos que es completa, se dice queiesna completa

Esta definicion podria parafrasearse diciendo que una otespleta contiene
la totalidad de procedimientos admisibles. Tenemos per parte la nocién de
claseesencialmente completa

Definicion 1.6 La claseC de procedimientos essencialmente complet para
cada procedimiento que no esté @€rhay uno erC' que es mejor o igual. V' es
la clase mas restringida de procedimientos que es esersmétompleta, se dice
gque essencialmente minima completa

Bajo condiciones muy generales, de habitual cumplimienttaepractica, la
Unica clase minima completa coincide con la clase de todogriacedimientos
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admisibles. Una clase esencialmente minima completaetenin representante
de cada grupo de procedimientos admisibles equivalengrsKiefer (1983), p.
54).

1.8. Representacion grafica de procedimientos estadisti-
COS.

Hemos representado graficamente funciones de riesgo. rGiomistos ahora
graficos en que cada punto representa un procedimiento,ayegadin estado de
la naturaleza. Por simplicidad, consideraremos sélo @ easjue® = {6;,6-}.

En la Figura 1.3, el procedimientq tiene riesgosy, (01) = 1,y r9,(61) = 6.
Analogamenteg, tiene riesgosy, (d2) = 2,y rg,(d2) = 3. Obsérvese que un
procedimientod, que consistiera en aleatorizar endkey 3 con probabilidades
respectivasr; y mo tendria funcién de riesgey(d4) = m17r9(d1) + m2re(d3), cOM-
binacion lineal convexa de las dey 3, y podriamos representarlo como un punto
del segmento que une los puntos correspondientey as.

Figura 1.3: El contorno rayado en grueso incluye los proaigitos en la clase
completa minimald4 es inadmisible (resulta mejorado, por ejemplo, por el proce
dimiento aleatorizadés, cuyo riesgo es el mismo cuanéa= 6, e inferior cuando

0 = 02)

T92(5) b

03

7091(6)

Si consideramos procedimientos aleatorizadoda combinacion lineal con-
vexa de procedimientos puede verse como otro posible pmimeda Ello hace
ver que el conjunto de posibles procedimientos es, cuandplesentamos como
en la Figura 1.3, un conjunto convexo.
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Por otra parte, el riesgo de Bayes de un procedimi&rdoando hay dos Unicos
estados viene dado por:

Re(6:) = &(01)rg, (6:) + £(02)ro, (6:)

y por lo tanto el lugar geométrico de los procedimientos goali riesgo de Bayes
ces larecta

§(01)ra, (6i) + &(62)ra,(6i) = ¢ (1.30)

La Figura 1.4 muestra un conjunto de procedimierntosuyo borde inferior es la
clase minimal completa. Para diferentes valores, teecuacion (1.30) proporcio-
na diferentes rectas paralelas, cuya pendiente depengleydanto mas cercanas
al origen cuanto menor seaEl procedimiento de Bayes relativaéd) en el ca-
so representado en dicha figura ségaPara cualquier menor quecy, la recta
correspondiente no intersectafia

Figura 1.4: El procedimiento de Bayes relativg(d) esd», y el riesgo de Bayes
Co

T, (5)

co/€(01)  70,(5)

Es facil ver de modo intuitivo que para una diferente distribn a priori el
procedimiento de Bayes seria diferente (como ilustra largig.5, en que el pro-
cedimiento de Bayes &F).También es facil ver que puede no haber un Unico
procedimiento de Bayes; si la distribuciampriori fuera tal que las rectas de riesgo
Bayes constante tuvieran exactamente la misma pendieatengude los segmen-
tos (1,02) 0 (62,03), el contacto entre la recta de minimo riesgo y el conjunto de
procedimientog\ se produciria en mas de un punto.
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Figura 1.5: El procedimiento de Bayes relativ§(4) esdy, y el riesgo de Bayes
o

79, (5)

co/€(01) 7, (0)

Finalmente, es de interés sefalar que, mientras que elrnondiibujado en
grueso representa la clase minima completa, la formadaopgorbcedimientos
{61, 92,03} es esencialmente minima completa.

1.9. Limites de sucesiones de procedimientos de Bayes

En ocasiones, un procedimiento no es de Bayes, pero es tieitea sucesion
de procedimientos de Bayes. El siguiente ejemplo muedivacen claridad.

Ejemplo 1.13 Consideremos el caso en que hemos de estimar con fun-
cién de pérdida cuadratica el pardmetro media de una pohlagig, o2), y
la distribuciona priori sobref esf ~ N(u,b?). En tal caso, hemos visto
(Ejemplo 1.11) que la distribucicaposteriorided es:

2 ’% 2 2
(6‘|X)NN(/LU +nb*X Vo )

o2 +nb?2 ' o2+ nb?

y por consiguiente, de acuerdo con el Teorema 1.1:

S(X) = E[9|X:w]:/9f9‘x(9|w)d9

Xb% 4 po?/n
b2+ 02/n
a?/n [
X
b2 + 02/nu+ b2+ 0%/n
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Cuandon — oo, §(X) — X; la distribuciéna priori es reducida alairre-
levancia por el peso abrumador de la evidencia muestralicBegde X es
limite de procedimientos de Bayes.

1.10. |Interés de los procedimientos de Bayes.

Hay buen nimero de razones para interesarse por los praeatiside Bayes.
Idealmente, deseariamos restringir nuestra atencion @récedimientos admisi-
bles —aquellos que no pueden ser mejorados por ningln otog-ajn mejor, a
una subclase esencialmente completa y minima de procedosiadmisibles. La
clase de los procedimientos de Bayes y de sus limites espenadjealgo mas am-
plia. Si D y O son finitos, la clase de procedimientos de Bayes es com@eta.
O no es finito, se puede en general obtener una clase compbiigendo tam-
bién los procedimientos que son limite de procedimientoBalees. La clase de
procedimientos de Bayes, quizas completada, es por ellaemfunto de partida.

Por otra parte, los procedimientos de Bayes pueden justdéicdesde varios
puntos de vista, desde el totalmente bayesiano hasta agétitiza como distri-
bucidéna priori una distribucién derivada de la experiencia anterior.

Por ultimo, podemos relajar de diversas maneras el reqgieerionde que (6)
(y L(0,d)) sean conocidas, y tratar de encontrar procedimientos epre \eenta-
josos en condiciones muy generales, o que sean de miningo leslas circuns-
tancias mas desfavorables. Esta Ultima alternativa da kud@s procedimientos
minimax y se explora junto con la caracterizacién de prounaditos admisibles
en el Capitulo 2.
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CUESTIONES, COMPLEMENTOS Y COSAS PARA HACER

1.1 Compruébese que, como se dice en el Ejemplo 1 ¢%ies uni-
forme en® = [0, 1] ladensidad de = 0/(1 — 0) esé(y) = (1 +v) 2

1.2 Haciendo uso del hecho de que,

o [*W b da "W dg(z,y)

— g(@,y)de = ——g(by) — 5-g(a,y) + / ———dx

W Jay) dy dy ay) Y
demuéstrese que el estimadayue minimiza la funcién de pérdida(@ 0) =

|0 — 0| es la mediana de la distribucidig, x (f|) (supuesta ésta ultima con-
tinua, y por tanto la mediana Unicamente definida).

(Garthwaite et al. (1995), pag. 118)



Capitulo 2

Procedimientos admisibles y
minimax.

2.1. Minimaxy criterios globales.

El criterio de Bayes se justificaba en el Capitulo anterian@an promedio
ponderado del riesgo, con ponderacion dad&pdy. Ello presta cierto atractivo a
dicho criterio: si un agente se enfrenta al mismo proces@disidn muchas veces,
el minimizar el riesgo medio es una estrategia sensata.

Puede suceder que, o bien desconozcafi)s o bien enfrentemos un proceso
de decisién una Unica vez. En estas circunstancias y algaraes puede interesar-
nos minimizar el mayor de los riesgos que hayamos de afrditiastras palabras,
podemos disefiar una estrategia consistente en hacer nghimego en la situa-
cion (es decir, para @l) mas desfavorable. Se trata de una estrategia conseryadora
que procura la maxima cobertura frente a la peor catastrafeomparacion entre
procedimientos se hace asi sobre la bagsds®lovalor (el maximo) de las corres-
pondientes funciones de riesgo, en lugar de consideram@atidindolos mediante
£(0)) la totalidad de los riesgos.

El empleo de graficos como los introducidos en la Seccion 4. iBistrativo.
La Figura 2.1 muestra un procedimieoque no es minimax y uno que si lo es,
0. Es muy intuitivo el procedimiento grafico que debemos sqoamria encontrar
procedimientos minimax; construiremos cuadrados cuyiceénferior izquierdo
se apoye sobre el origen, y cuyo vértice superior derechpmeaobre la bisectriz
del primer cuadrante. En la Figura 2.1 puede verse uno deslichadrados, de
lado 2, que no alcanza a intersectary otro —de lado 2.6— que si lo hace. El
punto de contacto(2,6,2,6), corresponde al procedimientQ minimax. No hay

21
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Figura 2.1, es minimaxJds no lo es; su riesgo cuando= 6, es mayor que el de
0.

02

T, (5)

ningun procedimiento factible con riesgos menores tantegaacomo paral, (un
tal procedimiento estaria et interior del cuadrado de ladd®,6, 2,6) dibujado).
Mas precisamente, tenemos la siguiente

Definicion 2.1 Se dice qué, es unprocedimiento minimagn una cierta clase de
procedimientog) siVé € A:

supr(8.) < supre(6) (2.1)
0 0

2.2. Caracterizacion de procedimientos minimax.

Los procedimientos minimax no tienen porqué ser Unicos pbamtienen ne-
cesariamente que ser admisibles (como la Figura 2.2 ponead#i@sto). El si-
guiente teorema proporciona una caracterizacion Util degalimientos minimax
y una condicion suficiente para que sean admisibles.

Teorema 2.1 Sid¢ es un procedimiento de Bayes respectq@), distribucion tal
que:

> ro(de)é(0) = sup ro(0¢) (2.2)
6

entonces: (i)Y es minimax. (ii) Sb, es la Gnica solucion de Bayes con respecto a
£(0), es el tnico procedimiento minimax.
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DEMOSTRACION.

Tomemos cualquier otro procedimientoEntonces,

suprg(8) = Y ro(8)E(0) = Y ro(d¢)E(0) = Slélg?”e(%) (2.3)

0€O 9co 0cO

El apartado (ii) se deduce inmediatamente, si tenemos eecgee la unicidad de
d¢ implica que la segunda desigualdad en (2.3) es estricta.

La distribucion definida po¢(6) se denominalistribucién a priori mas des-
favorable Da lugar al maximo riesgo de Bayes. En efecto, suponganaigquiar
otra distribuciéra priori 7(6), y un procedimienta@, que sea de Bayes respecto a
la misma. Entonces:

R:(0;) = ZT6(5T)T(9) < ZT9(55)T(9) <supry(de) = Re(de)  (2.4)
9cO 0c0 00

Dos consecuencias son inmediatas:
Corolario 2.1 Un procedimiento de Bayes de riesgo constante es minimax.
En efecto, basta comprobar que en este caso (2.2) se verifica.

Corolario 2.2 Sea®; = {¢': rg/(d¢) = supgr9(d¢)}, es decir, el conjunto de
estados para los que el riesgo dletoma su valor maximo. Entoncesg,es minimax
Si O, tiene, de acuerdo con la distribucion definida gg#), probabilidad uno.

Esto se deduce, como el corolario anterior, de (2.2). Semrgara sumandos
con probabilidad ceray(ds) = supy 79(J¢ ), Necesariamente (2.2) se cumple.

El teorema anterior y ambos corolarios proporcionan meguioa caracterizar
procedimientos como minimax, caracterizacion que en géneres facil.

2.3. Caracterizacion de procedimientos admisibles.

La nocién de admisibilidad se introdujo en la Definicion {g#g. 4). Al igual
que la condicién de minimax, no es facil en general demosijnarun procedi-
miento es admisible. En algunos casos particulares, siragmbes sencillo. El
siguiente teorema es un instrumento Util para probar aditisid.

Teorema 2.2 Un procedimiento de Bayes relativo a una cierta distribuncdriori
, Si es Unico, es admisible.
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Figura 2.2:,, es minimax, pero no admisible. Es mejorado for

UG (5)

En efecto, supongamos un procedimiento de Badyasadmisible. Existiria
otro, éy, tal query(dy) < re(d¢). Pero entonces:

Re(d0) = Y ro(00)6(0) <> r9(5)£(0) = Re(de)

0cO 0cO

contra la hipotesis de que es Unico de Bayes.

Por tanto, ¢ es admisible todo procedimiento Bayes? Si es, g% claro que si:
acabamos de ver que no puede estar dominado por ningun etocopiede ocurrir
que para una cierta distribuci@npriori haya mas de un procedimiento de Bayes,
y s6lo uno de ellos sea admisible. El ejemplo que sigue lgacla

Ejemplo 2.1 Consideremos el caso ilustrado en la Figura 2.2 Ambos
procedimientos... y J. son Bayes respecto a una distribuc@priori que
diera probabilidad uno@ (las lineas de igual riesgo de Bayes seria entonces
verticales. Sélo la abscisa de un punto importaria: el odsgjo 0, seria
irrelevante, porqué, se presenta con probabilidad cero). Sin embadgo,
domina &, —aunque en términos de riesgo ambos sean equivalentes—.

Situaciones como la que ilustra el ejemplo anterior puedgeluigse imponien-
do alguna condicién adicional, como sucede en el siguieatema.

Teorema 2.3 Supongamos qu.(4) < oo, Vo. Si: (i) © es discreto ¥(0) >
0 para cadaf € ©, o bien: (i) © es un intervalo corg(f) > 0 para todod
eno, y, para cada posiblé, ry(d) es una funcién continua eh entonces cada
procedimiento de Bayes relativoséd) es admisible.
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Figura 2.3: Comparacion de las funciones de riesgé,¢X )y Y, en el caso en
quen = 10. R es la region en que el estimador minimaxes mejor que’”.

[\

La demostracién es inmediata. Ambas condiciones alteasagiliminan la po-
sibilidad de multiples procedimientos de Bayes que difisd@a con probabilidad
cero.

7”9((5)

2.4. Busqueda de procedimientos admisibles y minimax.

Las Secciones anteriores proporcionan algunos instrasgméro como se ha
indicado la obtencién de procedimientos tanto admisibtesacminimax es una
labor relativamentad-hoc Las siguientes consideraciones pueden ayudar.

Para probar que un procedimiento es admisible, basta plzaes Bayes
y Unico para alguna distribuciéa priori (Teorema 2.2). Pero puede no ser facil
encontrar una tal distribucion.

Una condicidn suficiente para ser minimax es ser Bayes respéa distribu-
cién a priori méas desfavorable (Teorema 2.1), si tal distribucién exi§e nuevo
puede no ser obvio cual es esta distribucion méas desfaepnadlo una ayuda in-
tuitiva es considerar aquellas distribuciones que magstidaenbre crean acerca
del estado de la naturaleza prevalente (0 que mas “espatpatametrd, si es-
tamos ante un problema de estimacién). Los siguientes dogpéys (que pueden
encontrarse mas desarrollados en Lehmann (1983)) ilustsatificultades que se
encuentran de ordinario.

!Noétese que tal existencia es supuestael Teorema 2.1.
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Ejemplo 2.2 (un procedimiento de Bayes con riesgo constante, y por
tanto minimax)Consideremos el caso en que tenemos una moneda no regu-
lar, cuya probabilidad de proporcionar “cara” (& = 1) queremos estimar.
Contamos con una muestra formada poobservaciones independientes,
Yi,...,Y,, y nos preguntamos si el estimadigly) = Y = n~! Y
es minimax. Nuestra funcion de pérdida es cuadrafi¢é;d) = (d — 6)?.

Dado queE Y] = 0, el riesgo (para ud fijo) es:
6(1—6)

n

7‘9(5) =

cuyo maximo es;-, dado que) < 6 < 1. Siry(d) fuera,- para cualquier
6, estariamos ante un estimador minimax, pero éste no escel cas

La siguiente cosa que se nos ocurriria es buscar una distibapriori
gue hiciera el riesgo de Bayes igual a su valor méxiﬁo,Es claro que tal
distribucion habria de ser la que diera al vt % probabilidad igual a 1,
ipero con tal distribuciéa priori el estimador de Bayes ya no se¥iasino
1y
: Ante el fracaso de estos dos intentos, podriamos ir a la ledsoie una
familia de distribuciones priori y encontrar la familia de estimadores de
Bayes asociados. Si tuviéramos la suerte de que algunoadefiedira tnico
y de riesgo constante, entonces seria minimax (Teorema&.igmamos
una distribuciéra priori 3(r, s), el correspondiente procedimiento de Bayes
es el que se obtuvo en el Ejemplo 1.9 (la funcidon de riesgo swotd en
el Ejemplo 1.10). ¢Hay alguna distribuci@ir, s) tal que el riesgo asocia-
do al procedimiento de Bayes correspondiente sea con3tardeemos de
encontrar y s verificando para una constante cualquiera y tbdoe:

2 2
< n > 9(1—9)+(T+n9 _9) _
n—+nr—+s n n+r+s
lo que implica, tras reducir a denominador comun, que el madwe del lado
izquierdo ha de ser constante:

nf —nb® + [r* + (r +s)%0> — 2r(r + s)0] = c

Para ello es preciso que los coeficientes ge&? sean cero:

n—2r(r+s) = 0
(r+s) -n = 0
de donde: )
T:S:E\/ﬁ

Llevando estos dos valores a la formula (1.25) obtenemooekdimiento
minimax que buscamos:

n SY,  3vn
n+ﬁ) - +n2’+\/ﬁ (2.5)
v YY1 1

I+vn n 214 vn

i) =

(2.6)



2.4. BUSQUEDA DE PROCEDIMIENTOS ADMISIBLES Y MINIMAX. 27

Su riesgo (constante) es:

1 B 1
(n+r+s)2  4(1+/n)?

Es interesante comparar este riesgo con el del estimadmgado habitual,
X = n 'Y, X;, que esf(1 — 6)/n. En el caso mas desfavorable para
este Ultimo (cuand® = 1y r¢(6) = -, el estimador minimax es me-
jor. Sin embargo, esta reduccion de riesgo en la situaciédasfavorable
tiene un precio; para otros valores éeel estimador minimax puede ser
considerablemente peor que el estimador insesgado hialhigugigura 2.3
(p4g. 25) muestra la funcion de riesgo del estimador minithaxizontal al
nivel 0.01443) y la del estimado¥X, ambas correspondientes a un tamarfio
muestral, = 10. Puede verse que paba8 < 6 < 0,82 el estimador mini-
max es de menor riesgo, mientras lo contrario ocurre fuedéctie intervalo.

Es facil comprobar también que a medida gue> oo el intervalo en que el
estimador minimax mejora ¥ se va estrechando en torné & %

ro(8) = r? (2.7)

Ejemplo 2.3 Supongamos que hemos de estimar la médiascono-
cida de una distribucién norma¥ (6, #%), cuya varianza supondremos por
simplicidad conocida. Supondremos también que la distidioa priori de
0 esN(u,b?), y la funcion de pérdidd.(0,d) = (d — #)%. Contamos con
unam.a.sX = (Xi,...,X,). ¢Cudl es el estimador minimax &

Comencemos por encontrar el estimador de Bayes, vy, si feeri@stjo
constante, podriamos entonces afirmar que es minimax.

Segun comprobamos en el Ejemplo 1.11, la distribueifuosterioride

0 es:
2 bQY b2 2
o x ~ N (H oA Vo
02 +nb2 ’ o2 + nb?
De acuerdo con el Teorema 1.1, el procedimiento de Bayesstraces:

2 2%

pos +nb* X

0(X)=——F—

(X) o2 + nb?

y Su riesgo:

4 2 2 2 2
ro(8) = Ea[5(X) — 0" = —127 (/w + nb20 _9)

(02 + nb?)? 0% + nb?

De esta Ultima expresion deducimos que el riesgo no es caastaor tanto
§(X) no es minimax. Observemos, sin embargo, gudimite de procedi-
mientos de Bayes cuando— oo, si tiene riesgo constantedZ/n), y por
tanto es minimax. La distribucion més desfavorable es taldigiona priori
difusa.

Ejemplo 2.4 (un procedimiento de Bayes en que los estados mas des-
favorables totalizan probabilidad 1; y, por tanto, un prd@aiento mini-
max en virtud del Corolario 2.2Fonsideremos el espacio paramétiize-
{6: 1 <6< 2} lafuncién de pérdida
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Podemos observar una variable aleatoria binaria tal”RUé¢ = 1) = 1 —
P(X = 0) = 6. Consideramos el procedimiento estadistico

i-sm-{ ¢ 2320 e

El riesgo de dicho procedimiento es
ro(0) = (1 —6)(a —0)% +6(b— 0)>. (2.9)
Parece que una distribucion maximamente desfavorablézpseir

Sif =

ll
e -{ 351 2.10)

[NIEE T

El riesgo de Bayes entonces seria

5 — 8a + 9a% — 10b + 9b2
18

Re(9) =

Maximizando la expresion anterior respecta § b obtenemos: = % y
b= g Sustituyendo estos valores en (2.9) obtenemos

que toma idéntico valor et = % yeno = % Por tanto, estamos ante un
procedimiento con valor constante para un conjunto de estaulya proba-
bilidad conjunta es 1. En virtud del Corolario 2.2, dichoqadimiento es
minimax.



Capitulo 3

La familia exponencial.
Suficiencia

3.1. Familia exponencial.

Definicion 3.1 Seal’x (x; #) una funcién de distribucién dependiendo de un tnico
parametro. Se dice que pertenece a la familia exponencsal incion de densidad
(o cuantia, en su caso) puede expresarse asi:

fx(2;0) = exp{a(0)b(z) + ¢(0) + d(x)} 3.1)

Esto debe ocurrir sobre el soporte dg y tal soporte no depender de

Puede encontrarse una definicién mas precisa en Lehmar®)(p926. Un ejem-
plo de distribucién en la que el soporte depende del parédnestria uniforme
U(0,0).

En el caso de distribuciones dependiendokdearametrosp, la definicion
anterior se generaliza de la manera obvia, requiriendo que:

k

fx(x;0) =exp { a;(0)b;(x) + c(0) + d(x)} (3.2

=1

29
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Ejemplo 3.1 Si X ~ N(u,o?), su funcion de densidad puede escri-
birse en la forma:

fx(x;0) = (=)

con:

0 = (H?Uz)/
a1(0) = —2}7
@) = 5
bi(z) = 2°
bo(z) = =

1 p? 1

® = 3 +os ()
dlz) = 0

Ejemplo 3.2 Si X ~ b(p,n) tenemos que para € {0,1,...,n}y
p € (0,1):

Px(x;p) = (Z)pm(l —p)" " =exp {log (Z) + xlog(p) + (n — x)log(1 — p)}(3-3)

gue responde a la forma general en (3.1) con:

g = p
= 1o “log(1 —p) = log [ —£—
a(f) = log(p) —log(1l —p) 1g<1_p>
blx) = =z
c(f) = nlog(l-p)
d(z) = 10g(Z>

Ejemplo 3.3 La distribucién de Weibull tiene por funcién de densidad,

fx(x;a,8) = %xﬁlexp{— (g)ﬁ} (3.4)

paraz > 0, > 0y 8 > 0. Es facil ver que no puede expresarse en la forma
(3.1), y por tanto no pertenece a la familia exponencial.
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Se llamaparametro natural de la distribucion (3.5) § = (). En términos
del pardmetro natural, 8(.) es una funcién 1-1, la expresion (3.1) queda en forma
canoénica o simplificada:

fx(z,m) = exp {nb(x) + A(n) + d(z)} . (3.5

En el caso de distribuciondsparamétricas, (3.5) se generaliza a

k
fx(a;m) :eXP{Zmbz’(fﬂ) + A(n) +d(33)}- (3.6)
i=1

En una distribucién binomial, el parametro natural es ehfitigno de la razén de
probabilidadeglog odds)Ejemplo 3.2, mas arriba). Véase también el ejemplo que
sigue.

Ejemplo 3.4 En una distribucién de Poisson, cuya funcién de probabi-
lidad es

e 00

z!

[x(z;0) =

conz = 1,2,3,...y 6 > 0, el pardmetro natural dsg, 6, como se com-
prueba sin mas que reescribir la funcién de probabilidadend candnica:

fx(x;0) = exp{—0+zlog, 6 —log, z!}.

De (3.5), dado que

[ st = [exp tapia) + A + dla)) = 1.
se deduce:
Al /exp {nb(z) +d(x)} = 1

y por tanto

A(m) = —log / exp {b(x) + d(z)}

El conjunto de valores para los cuales la integral antesofiréta se denomina
espacio del pardmetro naturales el conjunto de valores deque hacen que (3.5)
defina una distribucion. Se llamabér) estadistico canonicade la distribucion.
En el Ejemplo 3.4 el pardmetro naturalleg 6 y el espacio del parametro natural
es(—oo, +00).
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3.2. Suficiencia.

Definicion 3.2 SeaX = (X,..., X,,) una muestra generada por una distribu-
cion Fx (z;0). Se dice qué = S(X) es un estadistico suficiente respect@de
“suficiente parag”) en la familia { Fx (z,0), 6 € ©} si:

_ fx(=x;0)
fx|s(xls) = Fo(5:0) (3.7)

no depende dé.

La denominacion de suficiente para el estadistiee justifica porque, en cier-
to sentido, el conocimiento deproporciona cuanta informacion existe en la mues-
tra acerca dé. Podemos imaginar el espacio muestraPdelividido en regiones,
cada una de ellas proporcionando el mismo valoSd&na vez que sabemos el
valor deS, la distribucién deX condicionada pof = s es independiente d&y
por tanto el conocer qué muestra concretha dado lugar aS = s es no informa-
tivo acerca de. El siguiente ejemplo aporta plausibilidad intuitiva afaraacion
anterior.

Ejemplo 3.5 Supongamos dos urnas, con los siguientes contenidos. La

urna A contiene 50 bolas blancas, 20 negras, y 30 azulesnaeBicontiene

50 bolas blancas, 40 negras y 10 azules. Si nos presentare amalhs ur-
nas, sin indicarnos cudl, y al extraer una bola resulta serchl este hecho

es no informativo acerca de la identidad de la urna. Ambadqrugenerar
bola blanca en una extraccion al azar con la misma probadiliEl observar
algo que dos o més estados de la naturaleza pueden genetarm@ma
probabilidad es no informativo acerca de cudl sea el estada daturaleza
prevalente.

Un segundo ejemplo que exhibe suficiencia en un caso extenaate simple
es el siguiente.

Ejemplo 3.6 Sea una poblacion binaria de parameirde la que nos
es posible obtener dos observaciodégy X,. A efectos de inferencia sobre
el parametrd (probabilidad de obtenex; = 1) parece que so6lo el nimero
total de “unos” obtenidos en las dos observaciones imppidage es irrele-
vante, en el caso de obtener un Unico valor “uno”, saber sa gedducido en
la primera observacion o en la segunda. Ello sugeririgtqu€) = X; + X»
es suficiente paré en la familia de distribuciones binarias. Veamos que és-
te es efectivamente el caso, comprobando que al condiciobaes (X)) la
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distribucion resultante no dependetde
Prob{X = (0,0)|X; + X2 =0} =
Prob{X = (0,0)|X; + X2 #0} =
Prob{X = (0,1)|X; + X2 =1} =
Prob{X = (1,0)| X1 + Xo =1} =
Prob{X = (1,1)| X1 + X2 =2} =

[l NOU I NG Y IS En R

probabilidades que, en todos los casos, son independigatesLas pro-
babilidades no recogidas en la relacién anterior son todas de manera
también independiente de

El siguiente teorema, de inmediata demaostracion, mues&dagnocion real-
mente relevante es la gmrticion suficiente y que un estadistico suficiente no
hace sino “etiquetar” las clases de una tal particion.

Teorema 3.1 Todo estadisticd” = ~+(.5) funcion 1-1 de un estadistico suficiente
S es suficiente.

DEMOSTRACION.

En efecto,

Prob{X = z|y(S(X)) = b;6} Prob{X = z[S(X) =

= Prob{X = z|5(X) =

y7H(b); 60}
7 b))
en que la omisién en el dltimo término de la igualdadddeomo argumento se
justifica por la suficiencia d&(X).

Si definimosAg = {as}, particion asociada al estadistico suficieftecomo
el conjunto de clases de equivalencia formadas por puntosn igual valor de
S(x), vemos que lo que realmente interesa saber a efectos deniaiersobre
el parametrd no es cudl es el valor tomado pSr un determinado estadistico
suficiente, sino la clase de equivalencia en la quezesta

Es también claro que cualquier particion “mas fina” gle (es decir, cual-
quier particion formada por clases de equivalehgi@on la propiedad de que para
cualquierby hay unag tal que by C a,) es también suficiente. Intuitivamente, si
el saber en que clasg estax es cuanto necesitamos a efectos de hacer inferencia
sobref, el saber quec € b, C as esa fortiori suficiente. Un argumento formal
seria el proporcionado por el teorema a continuacion.

Teorema 3.2 Si Ag es una particion suficiente B, es una particion mas fina,
entoncesB,, es también una particién suficiente.
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DEMOSTRACION.

Existea, verificandoby C a,. Se tiene entonces que:
Prob{(X =x)N (X € by)}
Prob{X € by}
Prob{(X =x)N (X € (by Nas))} /Prob{as}
Prob{X € (by Nas)} /Prob{as}
Prob{(X =x)N (X € by)|X € as}
Prob{X € bys|X € as}
y esta Ultima expresion es independientd® ger suficiencia delgs, lo que implica
que Pro X = x|by } también lo es.

El teorema anterior tiene una consecuencia inmediata: estaalisticaS sufi-
ciente puede expresarse como funcion de otro estadiStientonced” es también
suficiente. En efecto, §i(x) = T'(y), entoncesS(x) = S(y); dos muestras que
den lugar al mismo valor d€ dan lugar al mismo valor d€&, y, en consecuencia,
es indiferente obtener una u otra a efectos de inferencia 8ob

Un estadistico suficiente que puede obtenerse como funeiénalquier otro
estadistico suficiente, se dice quengimimo suficiente La particion del espacio
muestral en clases cada una de las cuales da lugar al misonaleain estadistico
minimo suficiente, es la particion menos fina que conservafilciencia.

Los siguientes ejemplos de estadisticos y particionesientés ilustran los
conceptos anteriores.

PI’Ob{X = :E|bs/} =

Ejemplo 3.7 Consideremos la estimacién del pardmetro media en una
distribucion uniforméd/ (0, 260) (cuya media, por tanto, #3. Podemos tomar
una muestr&X = (X,...,X,)’, cuyos valores ordenados denominaremos
por X1y, X(2), .., X(n). Es facil ver que un estadistico suficiente p2#a
lo es también pard, y viceversa. Es también muy intuitivo que la media
aritmética —estimador habitual de la media poblacional—esguficiente
en nuestro caso. Supongamos gue 3 y que los tres valores muestrales en
una experimentacion concreta son: 1.2, 1.1, y 6.7. La meiiméica seria
(1,24 1,14+ 6,7)/3 = 3,0. Sin embargo, es claro que hay informacion en la
muestra que permite mejorar nuestra estimaciéh stebre la proporcionada
por la media aritmética. El saber que una observacién eo8.immnestra que
26 > 6,7,y por tantod > 3,35.

El argumento anterior sugiere qiXg,,) —el mayor de los valores mues-
trales, on-ésimo estadistico de orden es particularmente informativo acer-
ca ded en la clase de distribuciones uniforniégd, 26). Haciendo uso de la
Definicion 3.2 vamos a demostrar que tal estadistico es aoféi

SeaS = X(,). Entonces,

Fs(s;0) = PI’Ob{X(n) < S}
= Prob{n,(X; <s)}

= J]Prob{X; < s}
i=1

Sl
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Derivando esta Ultima expresion tenemos:

nsn—l

(20)"

fs(s;0) = (0 < s < 26)

Por otra parte:

[x (;0) = fo(x;G) = o

Por consiguiente:

Arfx(m;H)Ai 1
Ix|s(z|s) = Fo(s:0)

nSn—l

expresion independiente ddo que, de acuerdo con con la Definicién 3.2,
establece la suficiencia de= X,,).

En este caso, las clases de equivalencia en que queda digldidpacio
muestral son las de expresion genérica siguiente:

as = {w PMAX T; = s}
K3
Cuandon = 2 dichas clases serian las que ilustra la Figura 3.1; bordes su

perior y derecho de cuadrados de ladapoyados sobre los ejes de coorde-
nadas.

Figura 3.1: Clases de equivalencia en la particion mininfigisate. Distribucion
U(0,20) conn = 2. ap3 Y ape denotan las clases correspondientes=a 0,3 y
s = 0,6 del estadistico suficient® = max{ Xy, Xo}

1,00

0,80 -

0,60

0,40 - — ao,6

0,20 ap,3

0 020 040 060 080 1,00



36 CAPITULO 3. LA FAMILIA EXPONENCIAL. SUFICIENCIA

Ejemplo 3.8 Consideremos ahora el caso de una muestra aleatoria sim-
ple X = (X4,...,X,)" procedente de una distribucion de PoissB()).
Comprobemos qué&l o, alternativamentey ;" | X; es un estadistico sufi-
ciente para la media,. Como la suma de v.a. independientes con distribu-
cién P()\) se distribuye comd(n)), tenemos que s§ = > | X;:

Py(s; ) = )
S
Por otra parte:
n efA)\mi ean)\s
Pt = 1157 = [
En consecuencia:
fx(x; \) s!

fxs(xls) = fs(s;\) - O |

que es independiente del pardmetre trata de una distribucion multino-

mial de parametro$, ..., 1, s.
n n

La comparacién de este ejemplo con el anterior muestra qyieel@n una familia
de distribuciones es un estadistico suficiente para la mguakiale no serlo en otra.

Observacion 3.1 Esto obliga a ser cauto en el trabajo estadistico apli-
cado, y a no apelar alegremente a la nocién de suficienciappasaindir
de informacion. Un estadistico suficiente contiene cuarfitarnacion puede
la muestra aportar sobre un parameirouestros supuestos sobre la familia
de distribuciones generadora de la muestra son corredtimsen otro caso.
Y, en la practica, esta certeza acerca del modelo tedriocuade rara vez
se tiene. Por el contrario, es frecuente el caso de disioibes dificilmente
distinguibles cuando s6lo se cuenta con muestras pequefadaradas, que
tienen muy diferentes estadisticos suficientes. Un casold@frecerian las
distribucionesV (6, 0?) y de Cauchy con pardmetro de localizacy@ (9).

Ejemplo 3.9 Sea(Xjy,..., X,,) una muestra aleatoria simple y deno-
temos sus correspondientes valores ordenadogXay, . . ., X(,,)). Cono-
cidos(X (1), ..., X(»)), cualquiera de las permutaciones dando lugar a tales
valores ordenados puede haberse presentado con la misbhadificad. Por
consiguiente:

1
sea cual fuere la distribucion generadssa(z; 0). Por lo tanto( X ¢y, ..., X))

es un estadistico suficiente.

Ejemplo 3.10 Consideremos el caso en g@e= {6,,6,} y las dos
posibles distribuciones’x (x; #) tienen soporte comun. Entonces, la razén
de verosimilitudes:

fx (x;600)

) = @ity
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es un estadistico minimo suficiente. En efecto,

fx (3 60)

/ fx(w, eo)diL‘
R(X)=r
rfx(z;61)

/ rfx(x;601)dx
R(X)=r
fX(-'B§91)

/ fx(x;01)dx
R(X)=r
= [x(z|R(z) =r;61)

fx(x|R(x) =r;6p) =

lo que muestra que la densidad condicionada no dependeldetied.

3.3. Caracterizacion de estadisticos suficientes.

La aplicacion directa de la Definicién 3.2 es con frecuersitiosa, y por otra
parte requiere una conjetura previa acerca de qué estadigiuede ser suficiente.
El siguiente teorema es de aplicacion frecuentemente mmélsaépida y directa.

Teorema 3.3 (Teorema de factorizaciéfjna condicién necesaria y suficiente pa-
raqueS = S(X) sea suficiente paréen la familia de distribucione§Fx (z; 6),0 €
©} es que la verosimilitud de la muestra pueda factorizarse asi

fx(x;0) = gs(s;0)h(x) (3.8)
siendogs(s; 6) la funcién de densidad d& y h(x) una funcién dependiente sélo
dex, pero no dé&.

DEMOSTRACION:

i) (Necesidad). Supongamos gfiees suficiente. Ello quiere decir, de acuerdo
con la Definicion 3.2, que:

_ [x(=x;0)
fx|s(zls) = Fe(5:0) (3.9)
y por tanto:
Ix(x;0) = fx5(x]s) fs(s;0) (3.10)
%,—/H/—/
h(z) gs(s;0)

ii) (Suficiencia). DenominemoA (s) el conjunto formado por todos los posi-
bles valores muestralesdando lugar al valof = s, y supongamos que (3.8) se
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verifica. Entonces:
 fx(x0) fx(x;0)
Txsl®ls) = T3 060) T Tacar fx(@0)
gs(s:0h) _ h(@)
95(5:0) Y pen(s) M(®)  YXaea(s) h(®)

y el ultimo término de la derecha es independient®,de que establece la sufi-
ciencia deS en virtud de la Definicion 3.2. El anterior argumento supameXj es

una variable discretax(s) un conjunto de probabilidad no nula; en el caso de una
distribucion continua, los sumatorios en la expresionranteeben reemplazarse
por integrales.

Ejemplo 3.11 Sea una distribucié®v (6, 1), y una muestra formada
porn observaciones de la mism&;, .. ., X,,. La verosimilitud puede escri-
birse asi:

fx(x;0) = exp{—%Z(zi_g)Q_Fnlog\/lz_w}

= exp{—%z (:1012 —2:61-9-1-92) +n10g\/%}
0

K3

1 1 1
exp{iné‘ — §n92}exp{—52xf + nlog \/ﬂ}

Podemos en la anterior expresion identificar sin dificufiadr; como esta-
distico suficiente par@ de acuerdo con el teorema de factorizacion.

Ejemplo 3.12 En el Ejemplo 3.9, pag. 36, se comprob6 quea,), . .., X)),
la muestra ordenada, era suficiente. Ciertamente, es wdistigta suficiente
bastante trivial, que no efectia una gran reduccion de Istraudn ocasio-
nes, sin embargo, es todo lo lejos que se puede ir.

La distribucion de Cauchy con parametro de localizagi@#), propor-
ciona una ilustracion simple de ello. La densidad de unatralgs, . . . , x,,)
es de la forma

At 1
x:0) = L ——
pxte0) =] LH(@_@)?]
para—oco < x; < o0, €i = 1,...,n. Puede verse facilmente que cualquier
intento de factorizar la expresion anterior obliga a englt@ngs(s; #) una
funciéns de la muestra que depende de todos los valores muestrales. No
posible ninguna reduccion: = (X, ..., X(,)) €s minimo suficiente.

Ejemplo 3.13 En el Ejemplo 3.7, pag. 34, se comprobd que en el caso
de una distribucion uniformé& (0,26¢) el mayor estadistico de orde¥y,)
es suficiente pard. Podemos llegar al mismo resultado haciendo uso del
teorema de factorizacion. En efecto,

fx(@;0) = (20)""H(20 — x(n))

conH(z) = 1 cuandoz > 0y H(z) = 0 en caso contrario. Por tanto,
—20"H (20 — x(,,) juega el papel dgs(s; 0) en (3.8), yz(,,) es suficiente.
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Ejemplo 3.14 La minimalidad en el Ejemplo 3.10 también es simple
de establecer haciendo uso del teorema de factorizaciGtaBapara ello
comprobar que, sea cual fuere el estadistico suficiérgae consideremos,
R(X) = H(U) para alguna funciof/ (). Esto sucede:

fx(X;600)  gu(U;60)h(X)

R(X) = fx(X;01)  gu(U;01)h(X) =HU)

3.4. Completitud, ancilaridad, y suficiencia.

Asociadas a la nocién de suficiencia estan las de ancilayidachpletitud.

Definicion 3.3 Dada una familia de distribucionesF'x (z;6), 6 € ©} se dice que
V(X)) es un estadisticancilarsi su distribucion es independiente @léesancilar
de primer ordersi su valor medio no depende fe

De acuerdo con el argumento esbozado inmediatamente dedpuet Defini-
cion 3.2, podemos considerar que un estadistico ancilaceapor si mismo, de
contenido informativo acerca de Obsérvese, sin embargo, que un estadistico an-
cilar puede, en compaiiia de otro, ser muy informativo —quiadaso suficiente—

Ejemplo 3.15 SeaXy), ..., X(,) una muestra aleatoria simple proce-
dente de una poblacidii(0, ). Entonces, de modo enteramente anélogo a
como sucede en el Ejemplo 3.7 (pag. 34),, es suficiente paré y es cla-
ro ademas que(;) no es suficiente. Se puede demostrar, sin embargo, que
X )/ X1y sigue una distribucion que para nada depends ges por tanto
ancilar. jY sin embargoX 1, X(,,)/ X(1) es suficiente! Vemos aqui como un
estadistico ancilar, en compafiia de otro que por si sélostarita poco in-
formativo acerca d@, proporciona un estadistico suficiente. El ejemplo 8.11
en Gariny Tusell (1991) muestra con mas detalle un cascesimil

Definicion 3.4 Un estadisticd’ escompletoen la familia{ F'x (x;0),0 € ©} sino
existe ninguna funcién de él (salvo la funcion constaf(t€) = c) que sea ancilar
de primer orden. Es decir, si d&[¢((T)] = ¢, V0 € ©, se deduce necesariamente
que/(T) = c. Un estadistico eacotado completsi lo anterior se verifica para
cualquier funcior¢() acotada.

De nuevo la definicion anterior tiene un contenido intuithaiable. Un esta-
distico es completo si ninguna funcién de él —salvo la fum@odnstante— esta
desprovista de informacion acercatddel significado de esto es mas claro si con-
sideramos un estadistico gnesea completo.

Ejemplo 3.16 Sea una distribucié®v (6, 1), y una muestra formada
por dos observaciones de la misni&;;, X,). Claramente(X, — X;) si-
gue una distribucion que no dependefdeV (0,02 = 2). Por tanto,I’ =
(X1, X2) no sera un estadistico completd)({’) = X, — X; es ancilar de
primer orden.
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Ejemplo 3.17 El estadisticaX(q), X(,,)/X(1) en el Ejemplo 3.15 no es
completo; una parte de éX,,)/ X(;) es ancilar.

3.5. Suficiencia y familia exponencial.

Lainspeccion de la forma general de la densidad (o cuargiapa distribucion
en la familia exponencial,

Ix(x;0) = exp{a(0)b(z) + ¢(0) + d(z)}

muestra que, si se cumplen las condiciones que permitecan@i teorema de
factorizacion (Teorema 3.3), se tendra:

[x(x;0) = exp {a(@) Z b(x;) + ne(f) + Z d(mz)}
i=1 i=1

= exp {a(@) Z b(x;) + nc(@)} exp {Z d(%)}
i=1 =1
= gs(s;0)h(x)

con:

n
s = Z b(x;)
=1
La generalizacién al caso multiparamétrico es obvia, tefuse entonces que:

(Z bl(xi), . ,Z bk(‘%))
i=1 i=1

son estadisticos conjuntamente suficientes @ar@), . .., ax(6)).

En general, pues, salvo en casos patoldgicos en que estdovetlampleo
del Teorema 3.3, las distribuciones en la familia exporatmmseen estadisticos
suficientes. La relacion entre la pertenencia a dicha faryila existencia de esta-
disticos suficientes va mas alla sin embargo, como se despdehsiguiente,

Teorema 3.4 (Teorema de Darmois) Se® una variable aleatoria con densidad

fx(z;0),0 € ©. Supongamos que el dominio de variacionXes independiente

ded,y que(Xy,...,X,) es una m.a.s. de tamafiode dicha variable. Entonces:
i) Si existen > 1 tal que(X3,..., X, ) admite un estadistico suficiente,

fx(z;0) = exp{a(0)b(z) + c(0) + d(z)} .
i) Si fx(x;0) = exp{a(9)b(z) + c(0) + d(x)} y laaplicacionz; — Y ;" b(z;)

es biunivoca para todo,, . .., z,, entonces para > 1 admite un estadistico su-
ficiente. En particular = 7" | b(z;) es uno.
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La demostracion puede hallarse en Fourgeaud y Fuchs (126192.

Observacion 3.2 El enunciado del teorema anterior puede sugerir que,
en la familia exponencial, cuando hay un tnico parametrouhastadistico
suficiente escalar; 0, mas generalmente, que la dimensigrcter de para-
metros y del estadistico suficiente son iguales. Ello esé&etemente el caso,
pero no siempre. Por ejemplo, consideremos el caso en quelalglidad
de que un sujeto sobreviva mastdeidades de tiempo es:

Prob{T >t} = ¢ "
y por tanto, la funcién de distribucion dg “tiempo de vida”, es:
Fr(t)=1—¢ P
Si en una muestra d& sujetos se produced muertes en los momentos

t;, (i = 1,...,d), y los restantes = N — d sujetos permanecen todavia
vivos en los momentos;, (j = d+1,...,N), la densidad conjunta puede

escribirse asi:
d N
3% exp {—5 (Z ti Z Uj) } (3.11)
=1

fT-,U(tv u)

j=d+1

d N
exp {—5 (Zti—i— > uj) —l—dlogﬁ} (3.12)
=1

j=d+1

Hay un soélo parametrgi. Sin embargo, como estadistico suficiente nece-
sitamos tantel como (Z‘f:l ti + Z;V:dﬂ uj); ambos conjuntamente son
un estadistico suficiente. Se dice que estamos anteligtrdbucion curva-
da; hay un sélo parametro, pero es como si existieran dgslég ). Este
ejemplo concreto procede de Berkson (1980). Otro ejempial@werse en
Lehmann (1983), pag. 45. En Cox y Hinkley (1974) pag. 28 y sfee-
cen ejemplos adicionales que muestran que el nimero de gacéy) v el
de estadisticos suficientés) no tienen necesariamente que coincidir: tanto
m > ¢ COMOgq > m Son situaciones posibles.

3.6. Estadisticos suficientes y soluciones de Bayes.

Hemos justificado en la Seccion 3.2 el interés de empleatisttas suficien-
tes apelando a la intuicién. Pueden ahora darse argumetitiznales.

Recordemos (Seccién 1.10) que estamos interesados erséaddaprocedi-
mientos de Bayes y sus limites, como punto de partida paaidac procedimien-
tos admisibles. Pues bien: de acuerdo con (1.18), espékcifigza funcion de pér-
dida, el procedimiento de Bayes dependeXisolo a traves d¢y x (f|x), que a



42 CAPITULO 3. LA FAMILIA EXPONENCIAL. SUFICIENCIA

su vez depende d¥ soélo a través del estadistico suficieSteX ). En efecto:

fx0(x|0)E(0)
fx(x)
gs(s;0)h(x)£(0)
[ 95(s;0")h(x)E(0")do’
gs5(5;0)£(0)
[ gs(s;0")E(0")do’
= G(s;0)

fox (0]z)

Una vez constatado que el limitar nuestra atencién a pnodedios que son
funcion de estadisticos suficientes nos da acceso a todaokexdimientos de Ba-
yes, es claro que desearemos la maxima simplificacién ginidnos a considerar
estadisticos no solo suficientes sino minimos suficientes.

3.7. Caracterizacion de la suficiencia minimal.

Hemos visto (comentario tras el Teorema 3.1, pag. 33) quedi@m realmente
importante es la de particion suficiente. particion minima suficientesera la
particion suficiente menos fina posible. Tenemos entoncggugénte resultado.

Teorema 3.5 SeaXy, ..., X, una muestra generada por una distribuciéon en la
familia { F'x(x;0),0 € ©}. SeaS la particion del espacio muestral que se obtiene
al agrupar en clases de equivalencia los puntos cuya razémedesimilitudes
no depende d®; es decir, denotando pox la pertenencia a la misma clase de
equivalencia, aquella particion tal que

fX(ya )

EntoncesS es minima suficiente, y cualqwer estadisficbomando valores dife-
rentes en cada clasg§ € S es minimo suficiente.

T~y — m(x,y). (3.13)

DEMOSTRACION

En lo que sigue, se hace la demostracion para el caso de drbudion dis-
creta; el caso continuo es sustancialmente idéntico ertiasgrero formalmente
mas dificil de tratar. Comprobemos en primer lugar que ltigi@n es suficiente.
Sea,

0)=>  fx(y;0) (3.14)
yeSt
y definamos
-1
halt) = —IxX@0 3 mizy)| . (3.15)

ZyGSt fX(y§ 0)

YESL
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Es claro entonces que,
fx(x;0) = g(t,0)h(x|t) (3.16)

Comoy(t, 0) depende de la muestra sélo a través gé:(x|t) no depende dé,
el Teorema 3.3 garantiza la suficienciaide

Tenemos ahora que ver giites minimo suficiente. Bastaria para ello probar
que, para cualquier otro estadistico suficietiteU (x) = U(y) = T(x) =
T'(y). Pero esto se deduce sin dificultad: cobhes suficiente,

fx(x;0) = gi(u(z),0)g2(x)
fx(;0) = gi1(u(y),0)g:(y),

fx(z;0) g1(u(x),0)ga(x)  g2(x)

fx(y;0)  gi(u(y),0)g2(y)  g2(y)’

Como este Ultimo término es funcién exclusivamenterde de y, es claro que
x ~ y Yy enconsecuencid(x) = T(y).
]

Ejemplo 3.18 Consideremos una distribucién binaria de la que se ob-
tiene una muestra de tamafio Estaran en la misma clase de la particion
minima suficiente aquellos puntos verificando

92?:1 Ti (1 — 6‘)"_2?:1 Ti

ello requierey_" | z; = > 1| yi.

Hay algunos otros resultados que permiten en ocasionestex@zar la sufi-
ciencia minimal. Los enunciamos a continuacion.

Teorema 3.6 Si un estadistico es suficiente y acotado completo, es niisirfia
ciente.

Una demostracion puede encontrarse en Fourgeaud y Fu@y) (19

Ejemplo 3.19 Comprobemos qué = X, es minimal suficiente en
una distribuciérU (0, 20). En el Ejemplo 3.7 vimos qu§ es suficiente para
# en dicha distribucidn, y que su funcién de densidad es

nsn—l

fs(s;0) = O
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podemos pues limitarnos ahora a comprobar que es acotaduetonDe
acuerdo con la Definicion 3.4, pag. 39, basta que comprobgueadeZ [¢(S)] =
0 para todd se deduce necesariameft€) = 0. Y asi es, pues derivando
la igualdad

nsn—l

G ds =0 (3.17)

20
Bles) = [ )
respecto de su limite superior, obtenemos

n(20)"1

(20 =

=0
de donde se sigue qi&6) = 0.

En la familia exponencial, es simple establecer suficiemiamal. Es eviden-
te en virtud del teorema de factorizacion y de la expresidh) (8 (3.2), si estamos
ante una familia multiparamétrica) q@j b(X;) (o, en el caso multiparamétri-
co,>_; bi(Xj), ..., >, bk(X;)) son estadisticos suficientes. El siguiente teorema
permite establecer suficiencia minimal.

Teorema 3.7 Si X sigue una distribucion en la familia exponencial y de rango
completd, entonces

D bi(X), Y br(X5) (3.18)
J J

es minimo suficiente.

DEMOSTRACION.Puede demostrarse como corolario del Teorema 3.5. Erpoefect

la condicion de suficiencia minima (3.13) requiere en el cisdistribuciones en
la familia exponencial

Ix(:0) DTN (05(0) Iy b)) + ne(8) + Iy dlyi) |
fx(x;0) exp {Z?:l (a;(0) > 5y bj(wi)) +nc() + 370, d(xl)}

k n n
exp Z a;(0) [Z bj(w;) — Z by (yi)
j=1 i=1 1

1=

n

+ Z d(z;) — Z d(yi)
i=1

=1

En el caso de rango completo, para que la expresion anteridependa dé sera
preciso que

n

1=1

i=1

Se dice que la familia es de rango completdasi(8), . . ., ax(0)) genera un conjunto conte-
niendo un rectangulo de dimensiércuandod toma valores e®.
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Por tanto, cada vectdrdimensional
<Z bu(xi), Y bawi),. ..\ Y bk(:nz-)>
=1 =1 =1

determina una clase de la particién minima suficiente.

Ejemplo 3.20 SeaX;, ..., X,, una m.a.s. generada por una distribu-
ciéon N(u,0?). Entonces(X, S?) es un estadistico minimo suficiente para
(u,?). En efecto,

i=1
Ir 2?2 np? oy @ 1
o R e B

La expresion anterior puede escribirse en la forma candeitzs densidades
de la familia exponencial (véase (3.2) y Ejemplo 3.1),

fx(z:0) = exp {Z ai(0)bi () + nc(8) + d(:c)} , (3.19)

=1
con
0 = (107
1
a1(0) = —F
1%
CLQ(O) = ;

D bilw) = ) af
i=1 i=1
D ba(e) = Y
i=1 i=1

2

T !
«9) = %ﬂ”m4wﬂ)

Por consiguiente, en aplicacion del Teorema@7z;, > #?) —o cualquier
funcion biunivoca de él— es un estadistico suficiente fara?).

Ejemplo 3.21 Podriamos también llegar al mismo resultado del ejem-
plo anterior mediante aplicacion del Teorema 3.5. La partiminima sufi-
ciente seria aquélla que pusiera en la misma clase de espii@puntos,

y verificando

Ix(y;0)

e
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i_N)Q]}

et s

En nuestro caso,

Ix(y;0) — ex
fx(@:0) p{

Para que esta funcion no dependa.dei de o2 todo lo que se requiere es
que

Sat = Y (3.20)
=1 i=1
Sao= Su (3.21)
=1 =1

Por consiguienté>"""_, z;, >~ , #?), o cualquier funcién biunivoca de di-
cho estadistico, como por ejempl®, >, (z; — T)?), es un estadistico
minimo suficiente.

CUESTIONES, COMPLEMENTOS Y COSAS PARA HACER

3.1 Utilicese el procedimiento en el Ejemplo 3.21 para mostuaraj
estimar el modelo lineal ordinarld = X 3+ € con las condiciones habitua-
les méas la de normalida@,= (X 'X)"'X'Y y SSE = (Y — XB3)'(Y —
Xﬁ) son conjuntamente suficientes para los paramégios?)

3.2 En la familia de distribuciones uniforme&,(6 — 3.6 + 1). en-
cuéntrese un estadistico suficiente garaes completo?

3.3 SeaXy,..., X, una m.a.s. procedente de una distribucién con

densidad (o)
o e @0 sig >0,
Ix(:0) = { 0 n otro caso.

Muéstrese que&(;) es suficiente par@

3.4 SeaXy,...,X, una m.a.s. procedente de una distribucion beta
con densidad
1
fx(x;rys) = 30 s) A B L
enqued <z <1,7>0,s > 0y G(r, s) es la constante de normalizacion.
Compruébese que _, log(X;), >, log(1 — X;)) es suficiente paray s.

3.5 Seany,. .., Y, variables aleatorias independientes con densida-
des respectivak;e 2%, \; > 0,7 = 1,...,n. Supongamos queg();) =
Oz;, 5 =1,...,n,yquezy,...,z, son constantes fijas y positivas. Mués-

trese que no es de rango completo.



Capitulo 4

Procedimientos insesgados.

4.1. Lacondicion de insesgadez.

Vimos (Ejemplo 1.6, pag. 5) que la busqueda de un procedimimejor que
cualquier otro estaba condenada al fracaso. Pero se adlimjéeaquiza si nos
restringimos a una clase de procedimientos “razonables, exeluya comporta-
mientos excelentes en casos aislados y muy malos en toddeross estados de
la naturaleza, si podriamos encontrar un procedimienimépt

La restriccion de insesgadez es una forma de imponer tal @bampiento “ra-
zonable” a los procedimientos que estamos dispuestos alecars.

En un problema de decision, se dice que el procedimiéfi¥) esinsesgado
Si:

EgL(0',06(X)) > EoL(0,6(X)) V0,0 € © 4.1
Restringir nuestra atencién a procedimientos que verifi¢dr) elimina de nuestra
consideracion procedimientos codd X ) en el referido Ejemplo 1.6.

En problemas de estimacion puntual de una fungi@) se dice queé(X) es
un procedimiento insesgado si:

Eo(6(X)) =~(0) VOO 4.2)

Ambas condiciones de insesgadez (la dada por (4.1) y la dad@ jR)) pue-
den reconciliarse facilmente, dado que, salvo en condisitiastante anémalas, se
implican mutuamente. El siguiente ejemplo lo ilustra.

'En palabras de Lehmann (ver Lehmann (1983)) es una condleiéimparcialidad”.

47
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Ejemplo 4.1 Supongamos un problema de estimacién puntual con fun-
cién de pérdida cuadratica. La condicion de insesgadeyr@qiiere:

B0/ — 5(X))? > Ep(0— 6(X))> V0,0 € © (4.3)

Sumando y restandf, (6(X)) en el interior de cada paréntesis y to-
mando valor medio, tras simplificar tenemos:

Eg[0 — Eo6(X)]? > Eg [0 — Eg6(X))]> V6,6 € © (4.4)

que se verifica solo styd6(X) = 6. La equivalencia entre (4.1) y (4.2) va
mas lejos de lo que el argumento anterior deja entrever) ¥(4.2) son
equivalentes en condiciones bastante generales (ver lreh{©859), p. 22).
En lo sucesivo, cuando hablemos de insesgadez en un codéegstimacion
de parametros, nos estaremos refiriendo a estimadoresaedt (4.2).

En problemas de contraste de hipétesis, al igual que suoguelelemas de es-
timacion, se define insesgadez mediante una condiciorckatrente relacionada
con (4.1), cuya discusién abordaremos en el Capitulo 8.

Es importante darse cuenta de que la insesgadez, siendoesonma propie-
dad intuitivamente atrayente, no es un requerimiento isgimdible, ni necesaria-
mente deseable. En ocasiones, ni siquiera existen proiegdis insesgados. Los
siguientes ejemplos ilustran estas ideas.

Ejemplo 4.2 (un estimador insesgado claramente indesea®éz)j =
§(X)) un estimador dé con pérdida cuadratica,(6,t) = (t — #)%. Supon-
gamos que la distribucion dees tal que:

Prob{s = § 4+ 100} = Prob{é = 6 — 100} = %

Tal estimador es insesgado. Sin embargo, siempre tendmér pésdida que
otro,¢’, acaso sesgado pero verificando:

Prob{|§' — 6] <5} =1

En consecuencia,es inadmisible.

Existen otros muchos ejemplos de estimadores de Bayes qu&ese
gados, menos artificialmente simples que el presente. &atde Modelos
Lineales muestra que, si la pérdida es cuadratica, un eimsgsgado (el
estimadoridge) puede ser preferible al (insesgado 6ptimo) proporcionado
por minimos cuadrados ordinarios, y que la mejora derivadtlgrar al-
gun sesgo puede ser notable (en los casos de acusada rmdtddhd).
Garthwaite et al. (1995), pag. 35, proporciona un ejempéadtivo a éste.

Ejemplo 4.3 (un estimador insesgado puede ocasionalmente dar re-
sultados absurdod)a insesgadez, cuando el estimando esta constrefiido a
estar en un cierto rango, da lugar a situaciones anémalpsn§amos que
se desea estimarP o coeficiente de correlacion al cuadrado entre dos va-
riables. Por definicion) < p? < 1. Si obligamos a un estimadg? a ser
insesgado, nos encontraremos con que podemos olptered 6 sobre otras
p? > 1. En efecto, el ser insesgado cuando= 0 obliga a que eventual-
mentep? < 0 (si siempre fuerg? > 0, E[p?] > 0 contra el supuesto de
insesgadez). Lo mismo ocurre cuando= 1.
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Ejemplo 4.4 (no existencia de estimadores insesgados de una cierta
funcién) Consideremos una moneda cuya probabilidad de dar cara al ser
arrojada e9. Estamos interesados en estimaréhaino la razén de pro-
babilidades cara/cruz, es deeiff) = /(1 — 6), y contamos con una mues-
tra formada por. observaciones independient®s, ..., X,,. SeaS(X) =

X1+ ... X,
No existe un estimador insesgado. Si lo hubiera, deberificeer
0
— s(x) _ p\yn—s(x) _
Egb6(X) > 6(x)0 ™) (1 - 0) % (4.5)

xeX

en ques(z) = > z; y X es el conjunto formado por todas las posibles
tuplas de ceros y unos. Sin embargo, el lado izquierdo deitddgd anterior
es un polinomio de grado finito eéh en tanto que el lado derecho puede
escribirse comd(1 + 6 + 62 + ...); ningan polinomio puede igualar a la
serie de potencias en el lado derecho para cualquier vator de

4.2. Funciones convexas.

Una funciong(z) real-valorada en el interval@, b) (—oco < a < b < o0) €s
convexasi para cualesquiera, y, cona < x < y < by para cualquief) < v < 1
se verifica:

d(vr 4+ (1 —7)y) < vo(x) + (1 —v)o(y) (4.6)

Decimos que es una funci@strictamente convexs la desigualdad en la expre-
sion anterior es estricta. Una funcidf) es concava efu, b] si —¢(z) es convexa
en el mismo intervalo. Es inmediato ver que, en el caso dddnes derivables,
¢'(x) monotona no decreciente es condicién necesaria y sufidertenvexidad;
¢"(x) > 0 es condicion suficiente pero no necesaria para la converlielac).

Las siguientes propiedades de las funciones convexasgiadas como teore-
mas, seran de utilidad.

Teorema 4.1 Si¢(z) es convexa efu,b) yt € (a,b), Siempre existe una recta de
ecuaciony = L(z) = c(z — t) + ¢(t) através d€t, ¢(t)) tal que: L(z) < ¢(z),
Vz € (a,b).

La prueba es sencilla, y resulta innecesaria a la vista dedficg Todo lo que

el teorema establece es que para cualdgueerel intervalo de convexidad podemos
trazar una tangenea una funcién convexa que queda siempre por debajo.

Teorema 4.2 (Desigualdad de Jensen) &{z) es una funcion convexa en el in-
tervalo soporte de la v.aX, y X tiene momento de primer orden finito, se tiene
que:

¢ (E(X)) < Ep(X)] (4.7)

2Estrictamente, podria no ser una tangente en el sentidtubhlyi limitarse a tocar a la funcién
convexa en un punto donde ésta es angulosa.
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DEMOSTRACION:
Seay = L(x) larecta aludida en el teorema anterior, ¢ea E(X). Entonces:

Elp(X)] = E[LX)]
)]+ (1)

I
&
——
3 9
>
!
-

Ejemplo 4.5 Una situacién en que la desigualdad de Jensen es de apli-
cacion inmediata es aquélla en que el regresando en un nloaklbes una
funcién céncava (o convexa) de la variable que resulta deéatpredecir.

Por ejemplo, podemos tener:

Yzzlongzch'B—i—el

De acuerdo con el teorema de Gauss-Markov, sabemos entponeama
prediccién insesgada y de varianza minima del valodel regresando es
x! 0 + e. Es decir:

Elz.'8) = y. (4.8)

Sin embargo, la variable que deseamos predecir. es e¥~. Como la fun-
cién exponencial es convexa, de acuerdo con la desiguakldeémbsen se
tiene:

Siz’ /3 estima insesgadamente el exponente del lado derecho eprésin
anterior,e®-? seré un estimador sesgado por defect@de, |.

Si quisiéramos corregir este sesgo, podriamos quizainaedh funcion
logaritmo. En la préactica, el sesgo suele ser de entidadficienntemente
reducida en comparacién con la varianza de la predicciéroquara no ser
considerado.

4.3. Estimacion insesgada puntual.

Demostraremos en lo que sigue algunos resultados de gearcalaue mues-
tran la forma de obtener estimadores insesgados Optimdsigoiones de pérdida
bastante generales (convekds que en particular incluye la estimacion minimo-
cuadratica).

3La convexidad es una propiedad intuitivamente plausiblenenfuncién de pérdida. En esencia
supone, en un problema de estimaciéon paramétrica, quedalpéen que se incurre al estimar un
parametro crece mas que proporcionalmente al error cooneida estimacion.
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Teorema 4.3 (Rao - Blackwell)SeaX una v.a. con distribuciod Fx (z,),0 €
O}, y S = S(X) un estadistico suficiente pafa Seaf(X) un estimador dé, y
L(6,0) la funcion de pérdida, convexa énSié(X) tiene media finita y riesgo:

ro(0) = Ey [L(é,e)} <

y definimos:

entonces:

DEMOSTRACION:

Es una aplicacion de la desigualdad de Jensen:

L@#.6) = L(Exs [6(X)].0)

Tomando ahora valor medio respecto de la distribuciof tenemos:
Es[L(#,0)] < Bs|Exjs[L(0(X),0)]
y COMOEs [Ex|s []] = Ex [-] obtenemos en definitiva:

Eg [L(#,0)]
ro(h) < ro(0)

IN
=
h

(6(x).0)]

La desigualdad es estricta si la funcién de pérdida es &strante convexa.
]

Observemos, de paso, queé(sX) es insesgado, la aplicacion del teorema de
Rao-Blackwell proporciona ufj(S) también insesgado. En efecto:

0 = Ep [0(X)] = Es [Exis [6X)I8]] = Bs [a()
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Observacion 4.1 ¢ Dénde se ha hecho uso de la suficiencigdéa-
rece a primera vista que en ninguna parte, y que bastariaccomat sobre
cualquier cosa para que el teorema de Rao-Blackwell sagiecto.

Observemos que ello no es asi. Si queremosjgse sea un estimador,
no debe depender del parameftdsi S es suficiente,

i(8) = Exis [00018] = [ 00X) fxs(als)de

y se verifica esta condicién de no dependencié (fmues, por definicion de
suficiencia,fx|s(x|s) no depende de dicho parametro). No podria afirmarse
lo mismo siS no fuera suficiente.

Cuando en un problema de estimacién puntual con pérdidaxarse dispone
de un estadistico que no so6lo es suficiente sino también etompuede afirmarse
la existencia de un estimador Unico y de riesgo minimo paaluaier funcion es-
timable def (es decir, para cualquien(d) para la que existalgunafuncion de la
muestra verificand@, [0(X))] = v(0), V0 € ©). El siguiente teorema proporcio-
na los detalles.

Teorema 4.4 SeaX una variable aleatoria con distribuciof’x (x; #), y S un es-
tadistico suficiente paré en la familia{Fx(z;6), 6 € ©}. Entonces, cualquier
funcion estimable/(6) posee un estimador insesgado que depende safo 8eS
es completo ademas de suficiente, este estimador es Unico.

DEMOSTRACION.

Por hipétesis existé(X) tal queEy [6(X )] = ~(#). Condicionando sobr&
obtenemos;(S) que conserva la insesgadez. ¢ Podria existir otro estinizsks-
gado,&(.5)? No. Silo hubiera, tendriamos (por insesgadez de ambos) que

Ey [7(S)] = Eg [6(S5)] = Ep[n(S) — a(S)] =0
9(S)

Pero la condicion de completo depermite entonces concluir quey [¢(S)] =
0 = ¢(S) = 0 con probabilidad 1, y por tant®(.S) = &(.S) (con probabilidad 1).
|

Si a las condiciones del teorema anterior unimos convexdd@dd funcion de
pérdida, tenemos el siguiente interesante resultado.

Teorema 4.5 En las condiciones del Teorema 4.4]40(X), 0) es estrictamente
convexa Yy () es finito, el inico estimador insesgado obtenido es uniforemte
de minimo riesgo insesgado. En particular, se trata delngatior insesgado de

minima varianza unifornfe

“En ocasiones llamado UMVU (UMVU = Uniformly Minimum VariaedJnbiased).
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DEMOSTRACION.

En efecto: considerema$S) y cualquier otro posible estimador insesgado
6(X). Una aplicacion del teorema de Rao-Blackwell(& ) producira uni(S)
mejor qued(X ) y que necesariamente coincide aifi$). Por tanto, éste Gltimo es
mejor qued(X).

u

Los Teoremas 4.3 y 4.4 muestran dos vias para obtener estiesadsesgados
de riesgo minimo. La primera consistiria en buscar un estedisuficiente com-
pleto Sy, a continuacion, una funciéon de él que fuera insesgadae@ieima 4.4
garantiza que este modo de operar conduce al (esencialimgaty estimador in-
sesgado de riesgo minimo.

El inconveniente de este método es que a veces puede no iselefflevar
a cabo la correccion de sesgo aludida, dependiendo delstgtadsuficiente que
tomemos como punto de partida.

Hay una segunda via que a menudo permite llegar al mismdadsude modo
mas simple. Una vez que hemos encontrado un estadistic@stdicompletas,
podemos tomatualquierestimador insesgadbdel pardmetro de interés y calcular
E[0]S]. El Teorema 4.3 garantiza que el resultado es el estimadesgado de
riesgo minimosin importar cual haya sido el estimador insesgado de partid

Ejemplo 4.6 Volvamos sobre el Ejemplo 3.8, pag. 36. Vimos alli que
S =Y, X; (y, equivalentementeY) es un estadistico suficiente para
en la clase de distribuciones de PoissBf1)). Ademas,X es un estadistico
completo.

El Teorema 4.4 (pag. 52) muestra entonces Xues el tinico estimador
insesgado de minima varianza d¢mas generalmente, de minimo riesgo
para cualquier funcion de pérdida convexa).

Ejemplo 4.7 Consideremos de nuevo el caso de una distribuci@n 26)
y una m.a.sXy, ..., X, procedente de ella. Vimos (Ejemplo 3.7, pag. 34)
que X(,,y es suficiente paré y ademas completo (Ejemplo 3.19, pag. 43).
SeaS = X(,). Entonces,

260 n—1 n41 20
EolS] = / DY s =—— |2 _ 2y
o (20)7 20 In+1], n+1

Por tanto,(2n)~*(n + 1) X(,,) es un estimador insesgado @lgue depende
solo del estadistico suficientg,,,y. Es insesgado de minima varianza.

En este caso, ha sido facil aplicar la primera via aludidalgexto:
buscar una funcidn del estadistico suficiente, calculaesgasy corregirlo.

El ejemplo siguiente hace también uso de la primera via: imapla. insesgadez
a una funcién de un estadistico completo suficiente.
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Ejemplo 4.8 (estimador insesgado de minima varianza de la varianza
de una distribucion binariaConsideremos una distribucion binaria de pa-
rametrop; su varianza epq = p(1 — p). Seap el estimador habitual de

py
p=n""Y X (4.9)
=1

Es facil ver quep es insesgado pagay también suficiente y completo. Sin
embargo, el estimador de la varian#a — p) no es insesgado. En efecto, en
virtud de la desigualdad de Jensen (Seccion 4.2, pag. 49),

Elp(1—p] = E[®(p)] < ®(E(p)) = p(1 —p),

dado queb(.) es una funcién céncava.

Podemos sin embargo acometer en este caso la correcciéradiied
sesgo. Se@ = >_" ;| X; (completo suficiente) §(7') una funcién arbitraria
de dicho estadistico. Dado qUesigue una distribucién binomial, el valor
medio de)(T') es:

n

o) = oo} )=

t=0

Definiendop = p(1—p)~! (portantop = p(1+p)~ty (1-p) = (1+p)7 1Y),
> o0} )t -pr

t=0
n P 1
(t)(t> (L+p)t (1 +p)n=t (#.10)

E[5(T)]

[
Dj:

~

(=)

Igualando (4.10) a(1 — p) y simplificando tenemos:

n Pt 1 - p
2,00 (L‘) L+p)fA+pmt (1492

n
t=0

p(1+p)" 2

(5 (o (G 5)

znj 5(t) (Z‘) ot = nf (’Z: 12) ot. (4.11)

t=1

= L[]+
> =%
~ ~
~ ~+
S— S~—
/N N
~+ 3 -+ 3
N~
he) he)
o~ ~
Il Il

Igualando términos de igual orden a ambos lados de (4.119)veue debe
verificarse:
n\ [(n-—2 _ t(n—t)
()= (172 s - 220

parat = 1,...,n — 1 (y 6(0) = §(n) = 0, que ya quedan recogidos en la
expresion general).
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Ejemplo 4.9 Supongamos que la v.&. sigue una distribucion de Pois-
son y que el pardmetro que tenemos interés en estimér ese™* =
Prob{X = 0}. Definamog)(X) asi:A(X) = 1siX = 0y H(X) = 0 enotro
caso. Entonce$| X) es un estimador insesgado@duncion de un estadis-
tico completo suficiente, y por tanto uniformemente de mawvarianza, de
acuerdo con el Teorema 4.4. Veamoslo.

1. Elestadisticd es suficiente; claro, puesto que la totalidad de la mues-
tra es siempre suficiente.

2. Elestadisticd( es completo en la familia de distribuciones de Poisson
P(M). Comprobémoslo. Sea una funcig(r) tal que E[g(X)] = c.
Ello significaria que:

= e > e~ A\
> a() ¢ = > l9G) —d =0
=0 =0

y por tanto:
g(j)—¢c = 0 Vj entero — g(j)=c Vj entero

En consecuencia, la Unica funcigfr) verificandoE[g(X)] = ces la
funcién constante.

3. Finalmente, observemos que:

e—>\ 0

Ef(X)] = 1- o

+0-Prob{X >0} = ¢

luegof(X) es insesgado.

Este ejemplo o similares han sido objeto de debate en latliter. El estima-
dor sélo puede proporcionar dos estimaciones: 0 6 1. Ell@ag&plarmente
molesto cuand® = e~ no puede alcanzar ninguno de ambos extremos:
0 <6< 1si0< A< oo.Juntocon los ejemplos 4.2y 4.4, éste muestra que
en algunos casos (en general, bastante andmalos) la elelecit estimador
insesgado, incluso de minima varianza, puede no ser una s

El siguiente ejemplo, reproducido de Cox y Hinkley (1974g @259, amplia el
precedente consideranadobservaciones. llustra la segunda via referida mas arri-
ba para obtener estimadores insesgados de riesgo minindiciomarcualquier
estimador insesgado sobre el valor que toma un estadistiopleto suficiente.

Ejemplo 4.10 Consideremos la misma situacién examinada en el Ejem-
plo 4.9, pero suponiento ahora que disponemos de una mimstrada por
n observaciones independient&s,, ..., X,,. Si desearamos estimar X
seria un estimador insesgado. Pero, para estimar >, el estimador ob-
vio e~¥ es sesgado (desigualdad de Jensen); y no es inmediatorailgaio
sesgo ni la forma de eliminarlo.

Sin embargo, lo cierto es qu€ (o, equivalentementes, = X; + ... +
X,,) es un estadistico completo suficiente (lo que se puede demds mo-
do exactamente analogo al empleado en el Ejemplo 4.9).
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Busquemos un estimador insesgadalquieraded = e~*; recordando
qued = Prob{X = 0} vemos que:

A o 1 si X1=0
0(X) = { 0 enotrocaso

es efectivamente insesgado. Entonces, de acuerdo conrehiad.3 tene-
mos que:

S
6*(S) = E[6(X)|S] = (1 - 1) (4.13)

n

es el estimador insesgado (esencialmente Unico) de miranenxa. jA la
vista de (4.13) es claro que el indagar directamente quédmne S (o de
X) es insesgada no hubiera tenido grandes posibilidadestdé éx

4.4. Eljackknife

En ocasiones puede ser dificil encontrar un estimadorgasiesde partida y
aplicar el procedimiento de Rao-Blackwell para obtenesthreador insesgado de
varianza minima. Quenouille (1956) propuso un proceditnipara, partiendo de
un estimador sesgado, obtener otro insesgado o0 con sesgredugydo respecto
al estimador inicial. Es la técnica conocida cojackknifing

Supongamos que el estimadby, basado en una muestra de tamafitiene
un sesgo de ordef(n~!) —como es lo habitual—. Supongamos que

a;
ni

Elf,) = 9+§:
i=1

en que los coeficientes; pueden depender dk(pero no den) y al menos el
primero es distinto de cero (de forma que el orden del sesgbestipulado). El
procedimiento de jackknifing consiste en lo siguiente:

1. Recalcular el estimadar veces, dejando cada vez fuera una observacion.
Esto proporcionara versiones del estimador que denotaremoségoﬁi,
i = 1,...,n, en que el primer subindice alude al tamafio de muestra em-
pleado y el segundo a la observacion omitida.

2. Computar la media aritmétick,_, de lasn versiones del estimador calcu-
ladas en el apartado anterior.

3. Definir el estimador jackknife asi:

0 = bt (n—1)(0n—0,1) (4.14)
= nbp—(n—1)0,_1 (4.15)

SCondicionalmente sobts, la distribucion deX es multinomial (véase Ejemplo 3.8, pag. 36), y
por tanto la distribucion dé&; condicionado pof es binomial de parémetrd;s, S.
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Es facil comprobar que el sesgo @bes de menor orden que el dg En efecto,

i=1 =1
- % n=3). .
= n(n_1)+0( ) (4.17)

Por consiguiente, el sesgo original que @ ') ha quedado reducido@(n2).

Ejemplo 4.11 (estimacion d&¥? en una distribucion binaria()) Si
disponemos de una muestra d®bservaciones, sabemos g¥e= X; +
...+ X, (o, alternativamentd),, = X = X/n) son estadisticos suficientes

parad. Es claro no obstante que, si bién es insesgado pafa 7 = é,% =

X es sesgado para= 02 (consecuencia inmediata de la desigualdad de
Jensen). Veamos cual es este sesgo y cdmo eliminarlo o reduatiendo
uso deljackknife Dado que

(1 —19)

n

EX? = Var(X)+ [EX)]° = 162 (4.18)

vemos que Sesgg) = E[X] — 6% = n='0(1 — 6).
Dejando de lado la observaciéiésima solo se pueden obtener dos va-
lores paraj,—1,;:

2
(x — 1) con probabilidad: /n

n —

Tn—1,i = 2
( v ) con probabilidadu;
n—1 n

por consiguiente, el célculo dg),_, puede hacerse directamente sin necesi-
dad de recomputar veces el estimador y promediar los resultados:

2 2
_ oz rz—1 +n—x T
-1 =g <n—1) n <n—1)

 (n—=2)2+x
n(n —1)2
El estimadojackknifees por tanto:

= i, — (n— 1), (4.19)
B )2 (n—2)2%+2
= n (E) S ey (4.20)
_ x(r—1)
= anoD (4.21)

Puede verificarse con facilidad que, en este caso parti@llgckknife no
s6lo ha reducido el orden del sesgo, sino que lo ha canceteslotetalidad.
Recordemos que, de acuerdo con (4.18), el sesg_()Q(JBn*le(l —0); por

tanto, la remocion del sesgo de ord@(w) supone la remocion dedoel

sesgo.



CAPITULO 4. PROCEDIMIENTOS INSESGADOS.

CUESTIONES, COMPLEMENTOS Y COSAS PARA HACER

4.1 En la situacion descrita en el Ejemplo 4.9, obténgase umadtr
insesgado de minima varianza péra Prob{} " | X; <1}.

4.2 Se cuenta con dos observaciones independiefites X, proce-
dentes de una distribucién con densidad

fx(@ ) = de 2,
Hallese el estimador de minima varianza insesgadb-dé’rob{ X > 1}.

4.3 Sea una m.a.sXy, ..., X,, procedente de una distribuciéon cuya
densidad es,
fx(z,0) paraz € [a,b(0)],
0 en otro caso.

El parametro a estimar &5 a es una constante §(#) una funcion fija de
6. Compruébese que, si existe un estadistico suficiente saebg,,), y que
una condicion suficiente para ello es gug(x, 8) = g(x)h(0).

(Garthwaite et al. (1995), pag. 37)

4.4 Sea una m.a.sXy,..., X, procedente de una distribuciéon cuya
densidad es,
0=1ex/? sigp >0,
Fx(,6) = { 0 en otro caso.

Indiquese cudles de los siguientes estimadore& def = X;; i) 6 =
U X)) 0= (n+ 1) Xiiv) 6 = nX ()5 v) 6 = Xi; vi)
6 = X, son: a) Insesgados, b) Funcion de estadisticos suficigiajebe
minima varianza insesgados.

4.5 SeanXy, ..., X,, variables aleatorias con densidad configtp (= |6) =
6z, enqued <z <1y6 > 0.

i) Encuéntrese un estadistico suficiente gara
i) Compruébese que log X; es un estimador insesgadodie'.

iii) Haciendo uso del hecho establecido en el apartado iantetilicese
el teorema de Rao-Blackwell para encontrar el estimadesgedo de
minima varianza dé—!.

4.6 SeanXy,..., X, variables independientes con densidad comun
fx(x]61,02). Supongamos dos estadistidgsy T tales quel; es suficiente
paraf; cuanddd, estd dado, ¥» es suficiente par& cuandad; esta dado.
Compruébese qUE = (71, T») es conjuntamente suficiente pééa, 05).



Capitulo 5

Eficiencia. La cota de
Crameér-Rao.

5.1. Introducciéon

La teoria que precede, y en particular el Teorema 4.5, narestrmodo de
establecer optimalidad de un estimador insesgado.

En lo que sigue, probaremos un resultado de menor alcarjcecibetas con-
diciones de regularidad, &ies un estimador dése verifica

Vary () > H(6), (5.1)

en queH (¢) es una funcion que podemos obtener facilmente. Entongesiesiin
estimadow insesgado dé tuviéramos

Vary () = H(6), (5.2)

no existiria ningtin otro de varianza menor, y podriamosadach 6ptimo (en
términos de varianza y en la clase de los insesgados, noide)olv

Este procedimiento es inferior al proporcionado por el &sw 4.5 por varias
razones. En primer lugar, son precisas condiciones deamgadl —basicamente,
la funcién de verosimilitud debe ser lo suficientemente Veliaen un sentido que
guedaré claro méas abajo—. En segundo lugar, (5.1) se refilera pérdidas cua-
dréticas. Finalmente, (5.1) no es una desigualdad “ajasted el sentido de que
puede suceder que, para tatimsesgado,

Varg(6) > H(6). (5.3)

59
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Es decir, el lado derecho es una cota inferior, no necesantalcanzable, de la
varianza en la estimacion insesgada)gmr 6.

Sin embargo, la utilizacién de (5.1) es cOmoda en muchasoress y para su
obtencién haremos uso de algunos resultados de interésresnsds. Son los que
se demuestran a continuacion.

5.2. Algunos resultados instrumentales

Lema 5.1 Consideremos la funcion de verosimilitud, es detir(x; ¢) como fun-
cion defl, y supongamos que se verifica

o 0
%/fx(a:ﬂ)da: = /%fx(wﬁ)dx- (5.4)

Entonces,
dlo X;0
Eg, {%} — 0. (5.5)
0=>0o
DEMOSTRACION:

En efecto, observemos que

dlog fx(x;0) <3%fX(3399))
90 - fx(=0)

Por consiguiente,

dlog fx(X;0) _ alog fx(-'r 0)
Sl s R
0
- /fx me(w )d:l?

x; 6)
= / %fx(a:; H)da:

= %/fx(-’ﬂ@dm
= 0.

Ejemplo 5.1 llustramos (5.5) en el caso simple en dae- N (0, 0% =
1)y Xi,..., X, esuna muestra aleatoria simple. Entonces,

exp { (X~ 0)2/2} )

n

- (o

=1
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Olog fx(X:0) _ |
— a5 = X0

Tomando valor medio de esta Ultima expresion comprobameseanula:

Ey

i(Xi —9)] = nf—nfd=0.

=1

Obsérvese que ello es cierto soélo si coinciden los valorgsatémetro que
se sustrae de cadg; y el valor del parametro para el cual se toma el valor
medio.

Observacion 5.1 En el Lema 5.1 se ha empleado la notacién

o [0log fx(X;6)
fo 20 oo,

para enfatizar el hecho de que se toma el valor medio de laaderidel
logaritmo de la verosimilituégtvaluada para el valof, del parametrdd, y
que este valor medio lo es con respecto a la dengfigda; 6,). Notese que
esto es critico para que el Lema 5.1 sea valido.

En lo que sigue, para aligerar la notaciérienota a un tiempo el valor
del parametroy la variable respecto de la que se derivaugirsta notacion
deba inducir a error. Ademas, salvo expresa mencion enazantlas deri-
vadas respecto@se suponen también evaluadas en el valor del parametro.

Lema 5.2 Bajo condiciones de regularidddse tiene:

Olog fx(X;0)\ _ . [9log fx(X:0)]*
B 6210ng(X;9)
= —Fy [ 567 ] : (5.7)

DEMOSTRACION:

'Que permitan intercambiar el orden de las operaciones deadién e integracion en los ca-
s0s en que esto se hace en la demostracion. Las condiciomeguti@ridad también incluyen que
el recorrido de la distribucion no dependa del paramettcomo sucederia, por ejemplo, en una
U(0,0)).
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Se tiene que:
0
0 = %(0) (5.8)
0 Olog fx(X;0)
B 0 (Olog fx(x;0) '
— / 5 <—ae fX(m,9)> d (5.10)
2 . . .
_ /(fx(a:;Q)a logafgg(ac,@) +8logf8);(a:79) afxa(g’e)>dﬁ5.1l)
%1 X0 ) :0)\?
- E9|: Ogg*;‘z( )}Jr/(%(m)) Fx(z:0)dz (5.12)
_ . [9Plog fx(X;6) dlog fx(X;6)]?
SR Y6 Sy P LT C )
Se ha hecho uso de
Olog fx(x;0) 1 Ofx(x;0)
a0 " fx(z;0) 96

para pasar de (5.10) a (5.11). Del hecho de ser (5.13) iguaba e deduce

Olog fx(X:0)]* _ . [9%log fx(X:0)
a0 }__"[ 06> ]

:|

5.3. Informacion de Fisher. Cota de Cramér-Rao

Definiciéon 5.1 Consideremos la variable aleatoria

dlog fx(X,0)
00 '

Su varianza se denota pdk (0) y se denominanformacién de Fisheasociada a
una observacion. De acuerdo con el lema anterior:

dlog fx (X, 9)}2 8% log fx (X, 9)}

Ix(0) = B { 5 -

:_E(,[

Observacion 5.2 El nombre denformaciéondado alx () encuentra
en parte su justificacion en el papel qlye(d) juega en la desigualdad de
Cramér-Frechet-Rao (Teorema 5.1, pag. 64). Una justiboaalternativa,
que puede tener cierto atractivo intuitivo, seria la sigigie
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Consideremos una familia de distribucionégx (z,0),0 € ©}, y dos
miembros de la misma correspondientes a sendos valoream@@hetrof,
(el “correcto”) y8' = 6, + df. Pueden proponerse diversas formas de medir
la distancia o discrepancia entfe (z,6y) y fx (x,60'). Una de ellas seria:

((60,0") = Ep, [log fx (X, 60) —log fx(X,6")] (5.14)

Si suponemogx (z, 8’) suficientemente derivable respecté wla sustitui-
mos por su desarrollo en serie de Taylor hasta términos dadegrden,
(5.14) se convierte en:

0(00,0) =~ Ep, |log fx(X,0) —log fx(z,00) — <w) do
00 =6,
1 [0%1 X,0
(), (‘W]
_ 19%log fx (X,0)] 1o
= Fy, {57} (do)
= %Ix(eo)(dQ)Q

Ello muestralx (6) como el coeficiente dé&if)? en la medida aproximada
de la distancia entre las dos distribuciones. Cuahd®) es grande, una al-
teracion delf en el valor del parametro da lugar a dos distribuciones muy
separadas, y cada observacion es muy informativa. El cdsemex contra-
rio se presentaria cuandg () fuera cero. Entonces, ambas distribuciones
serian (hasta términos de segundo orden) iguales, y lasvabgmes deX
seria nulamente informativas (si los dos valores del parantey ¢’, dan lu-
gar a distribuciones idénticas, el observar los valores@ma X no permite
discriminar entre unay otra).

El argumento esbozado no depende de manera critica de laaeli
discrepancid (0, ¢') escogida; se llegaria al mismo resultado con otras mu-
chas. Véase al respecto Rao (1965), pag. 271.

Observacion 5.3 Vimos en el Ejemplo 1.7, pag. 6, que no era obvio el
modo en que debe escogerse una distribuaipriori no informativa. Una
opcién muy empleada consiste en emplear la distribugipriori no infor-
mativa de Jeffreys: véase Jeffreys (1961). Consiste errfpana una funcion
¢ = ¢(0) tal quelx(¢) sea constante una distribuciérpriori £(¢) « k
(quiza impropia, por consiguiente). Ello equivale a tonwdore el pardmetro
de interé® una distribuciéra priori £(6) o Ix (6)z.

Lema 5.3 La informacion de Fishefx () asociada a una muestra aleatoria sim-
ple X formada porn observaciones, eslx (0).

DEMOSTRACION:

Sila muestra es aleatoria simple,

fx(X;0)= fx(X1,0) ...  fx(X,,0) (5.15)
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y por consiguiente:

Olog fx(X:6) _ z": dlog fx(X;,0)

20 50 (5.16)

1=
Tomando el valor medio del cuadrado de la expresion antégioemos en el lado
izquierdo la informacion de Fisher correspondiente a lastmaé :

T2 n _ 2
E, [E?logf(;;(Xﬁ)} B Z;Ee [8logfg;Xl,9)]

S Olog fx(X;,0) dlog fx(X;,0)
+2;j§1m { = Ey =

= nIX(Q)

habida cuenta de qug, [%—g‘fgpM} = 0 (Lema 5.1, pag. 60).

Con ayuda de los lemas anteriores podemos ahora facilmerttargel siguien-
te teorema.

Teorema 5.1 Seaf = (X)) un estimador del parametidy +(6) su valor medio,
Y(0) = Ey M Entonces, bajo condiciones de regularidad,

/ 2
Vary () > mﬁfj(mm . (5.17)
o ||
DEMOSTRACION:
V) = g8 [0x)]

- o é( )fx(@: 6)de

= / fX x; 6)dx

_ / z) alonga:H)f (2 0)da

_ e[é(X)alogfge(X 9)]

— B |(606) - vio) ZELIED)
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En el dltimo paso se ha tenido en cuenta (Lema 5.1, pag. 60) que

alogfx(X,H)} .

Ee [ a6

Elevando al cuadrado la igualdad anterior tenemos:

. 2

o) = (8|60 - we 22D g
. 2

< E, [(é(X)—qp(e))?}E {%@(Xﬁ)] (5.19)

— Vary(d) - E {%f(;e)r (5.20)

en que ek resulta de aplicar la desigualdad de Schwarz a la expresi@egente.
Despejando Vg(#) se llega a la tesis del teorema.
|

Observacion 5.4 En el caso particular de qdéX ) sea insesgado para
cualquier valor dé, ¢(0) = 6, y el numerador de (5.17) es la unidad X5i
es una muestra formada por observaciones independiehtEs)aminador
de (5.17) es, de acuerdo con el Lema 5.By (). En el caso de que ambas
cosas se verifiquen —estimadﬁrX) insesgado y muestra formada por ob-
servaciones independientes—, la desigualdad (5.17) agopiconsiguiente
la forma:

Vary (é) >

T (5.21)

Observacion 5.5 Por analogia con la definicién de informacion de Fis-
her sobre contenida enX, podemos definiinformacion de Fisher sobré
contenida erd asi:

I5(0) = Ey

dlog £;(6:0)]
2

Hagamos el cambio de variabl&s — (&, é) (siendog variables cualesquie-
ra, que, junto cofl, permiten recuperak ; véase Cramér (1960), pag. 548y
siguientes). Entonces:

9(€,0)

Fx(;0) = fe13(€10:0)£3(6:0) | ==

y se tiene que:

dlog fx(X;0) 310gfg|é(€|é§9) n Blogfé(é;H)
a0 B a0 a0
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ya que el jacobiano de la transformacién no dependt &¢evando al cua-
drado y tomando valor medio:

R 2 A 2
a1 )(£16;0 5
Ix(0) = Ep [%@l) + B %Z(M)]
5, [2108 Jeio €10:6) a1og £,(6:0)
o 00 o0
~ 2
a1l 5(£10:6
— B [%@') +1,(0) (5.22)
ya que:

00 00
<610gfg|9( |9 0) 310gf0 9 0) )]
€10

lalog T¢a(€10:0) Dlog £,(6; 9)1
Ey

=B | B 90

dlog f;(6;0 0log fe5(£10;0)
(e ()

y el término en el corchete es cero (Lema 5.1, pag. 60). D@)Se2despren-
de quel,(0) < Ix(0), y que para que se verifique la igualdad es necesario

que:
A 2
B, <31°gf£—@(£|9’9)> —0 (5.23)

00

Ahora bien, (5.23) se verifica siempre ques un estadistico suficiente (pues
entonces, condicionalmente @rel “resto” de la muestrétiene distribucion
independiente de).

Observacion 5.6 Relacionada con la observacion anterior, tenemos la
siguiente: sil;(0) = Ix(0), es decir, s es suficiente, la aplicacion del
Teorema 5.1 a la variable aleatofissupuesta insesgada, proporciona:

> 1 __1
— L;(0)  Ix(0)

La Ultima igualdad esta garantizada por la suficiencia, p#ootodavia no
implica que el primer término y el Gltimo sean iguales. Laaaficia no
garantiza que un estimador alcance la cota de Cramér-Ram.qBe ello
ocurra es precis@demasque

Ey(6 — 60)* (5.24)

1

Eo(6 —0)> = . (5.25)
1,(0)

El Problema 5.2 proporciona una condicién necesaria y sufiei(bajo con-

diciones de regularidad) para que ello ocurra.
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Examinemos a continuacion casos simples en que la cota de€GRao per-
mite concluir que estamos ante estimadores insesgadosniteaniarianza entre
los que verifican condiciones de regularidad.

Ejemplo 5.2 ConsideremosX ~ N (6,02 = 1). Vimos en el Ejem-
plo 5.1, pag. 60, que

Odlog fx(X;0
=1
Tomando valor medio en dicha expresion,

n

Z(Xi - 9)] =no? =n.

i=1

:E@

dlog fx(X;0)]°
O LX)

Ix(0) = Ee[

Por consiguiente, la varianza de cualquier estimador gasisregular esta

acotada inferiormente pd (/) ! = n~'. Como quieraque V&KX ) = n~!

e insesgado, tenemos giees insesgado de minima varianza regular.
Nétese que al mismo resultado se puede llegar a partir dedrteode

Rao-Blackwell sin requerir condiciones de regularidadt®daotar el carac-

ter de insesgado d€ y que es funcion de un estadistico completo suficiente.

Ejemplo 5.3 (cota de Cramér-Rao para el parametro de una Poisson)
SeaX ~ Px(z;\) = e”*\*(z!)~!. Entonces,

0log Px (X; \)

= —1+\'X
) +A
log Px (X: M)\ 2
o (BBEN) gy ey
X - \\?
- n(5)
= AL

Por consiguiente]x(\) = A~! y la cota de Cramér-Rao para cualquier
estimador\ basado em observaciones independientes es

1 A

var(\) >

R S
Como quiera queX tiene varianza precisamenign, concluimos que es
estimador insesgado de minima varianza.

5.4. Eficiencia

En relacion con la Observacion 5.4, tenemaos la siguientaidiéii.

Definicion 5.2 Se llamaeficiencia(o, a veceseficiencia de Bahadude un esti-
mador insesgado al cociente

1/Ix(0)

Var(f)
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Un estimador que alcance la cota de Cramér-Rao tiene pudsrefia 1; se dice
que esficiente

Es preciso notar que la eficiencia asi definida no implicargdidad en un sentido
demasiado amplio, y, de hecho, es quiza un nombre no muyafatd. En efecto,
un estimador eficiente es mejor sélo:

= En la clase de estimadores regulares insesgados.

= Si adoptamos como funcién de pérdida una minimo cuadratcadrde-
se que, en cambio, el Teorema 4.3 proporcionaba estimathmesgyados
Optimos para cualquier funcion de pérdida convexa y sinestps de regu-
laridad).

Es también interesante sefialar que la nocion de eficiengja de la compa-
racion de la varianza de un estimador insesgado cadptimo optimorun(en la
clase de los estimadores regulares insesgados) que ngtene ser alcanzable.
Puede asi darse el caso de que un estimador sea ineficiesteeddacon la defini-
cion anterior, y sin embargo no exista ninguno mejor en Isectke los insesgados.
El siguiente ejemplo lo pone de manifiesto.

Ejemplo 5.4 (un estimador insesgado de varianza minima que, sin em-
bargo, no alcanza la cota de Cramér-Rao para estimadoresigadosComo
ejemplo de situacion descrita en la observacion anteri@de tomarse el
siguiente (ver Romano y Siegel (1986), ejemplo 9.4). Casithos de nue-
vo el Ejemplo 4.9 (pag. 55), que a su vez hacia referenciaeshjp 3.8
(pag. 36). Nos planteabamos alli el problema de estimasgasiamente el
6 = e=* = Prob{X = 0} en una distribucién de Poiss@()\). Si s6lo se
dispone de una observacion, el estimador:

5 {1 SiX=0
9:
0 en otrocaso

vimos que era insesgado y de varianza minima. Esta varianizade una
binaria de parametre = e¢~*, es decire=*(1 — e~*). En términos dé, la
funcién de cuantia d¥ es:

6(—log0)*

Px(x;0) = o

y el célculo de la cota de Cramér-Rao es simple:
5 (—log)’

(—logf)
+(=1/9)

Olog Px (X;0)
el

+

—log6

+
log# + X
logb‘

1
0
1
0
1
0
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Por tanto:

Ix(0)

dlog Px (X;60)\”
E< el

2
_ iE X=X
62 -
1 2
1

02X

y en consecuencia, la varianza de un estimador insegijaaciendo uso de
una Unica observacion es:
A A2 e 2

_0) > —
E6-0) > 7 T

Facilmente se comprueba gee* (1 — e=*) > \e~2* (viendo que las fun-
ciones a ambos lados de la desigualdad toman el valor 0 cuardd y
gue la derivada del lado izquierdo es mayor que la del ladectie). La cota
de Cramér-Rao no es por tanto alcanzable en este caso panrastymador
insesgado.

En el mismo espiritu que la Definicién 5.2 tenemos la sigeient

Definicién 5.3 Se llamaeficiencia relativade un estimadoél respecto a otro%
al cociente

Var(Hg)
Var(f;)

Las eficiencias, relativas o no, pueden variar con el tamafestral, por lo que en
ocasiones se recurre a especificarlas para muestras “nmgegtaEllo da lugar a
las nociones deficiencia asintéticg eficiencia asintética relativague encontra-
remos en la Seccion 6.5.

Ejemplo 5.5 (eficiencia relativa de varios estimadoreséien una dis-
tribucién U (0, 20)) Consideremos de nuevo el caso de una distribucion uni-
formeU (0, 20). Dadaunam.a.sXq, ..., X,, procedente de esta distribucion
hemos visto queX,, es suficiente (Ejemplo 3.7, pag. 34), completo (Ejem-
plo 3.19, pag. 43) y puede dar lugar, mediante la oportun@coion de su
sesgo, a un estimador insesgado de minima variana de

= X
m (n)»

(Eiemplo 4.7, pag. 53). Examinemos ahora la eficienciaivelaed, = X.
Ambos estimadorey 6, son insesgados. La varianza del segundo es

. - " (20-0)2 62
Var(6) = n7?) Var(X;)=n"2)_ 26-07 > F_ o
i=1 =1
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La varianza dé se calcula también con facilidad. Tenemos

2 20 _An+1
] _ (ntl / n j _ 2 —1p2.
E[G] - < 2n) | gl = i 1P 2)
la varianza dé es por tanto
A 2 1p2 2 92
Var(f) = 1 2)7 0 -0 = ——.
ar() (n+1)*(n+2) "1

Comparando, vemos que el estimaddiene varianza igual (cuando= 1)
6 menor, y tanto menor cuanto mayonre®e hecho, la varianza detiende
a cero con orde®(n~2), mientras que la dé tiende a cero linealmente.

La eficiencia relativa dé, respecto dé es

n~'(n+2)716* 3

Ef.rel(61;0) R

Ejemplo 5.6 (cuando fallan las condiciones de regularidad, la varian-
za de un estimador puede descender por debajo de la cota dedtiidao)
En el Ejercicio 5.5 se ha calculado la varianza del estimatkmsgado de
minima varianza. Podemos ahora comprobar que dicha varéminferior a
la cota que resultaria de una aplicacion mecanica (e inctajrée la cota de
Cramér-Rao.

En efecto:
fx(X:;0) = { 0 en otro caso,
dlog fx(X,0) —1/60 si20 > Xy,
90 - 0 en otro caso.

Hay que sefialar que la derivada no existe en el punto angtilesd,,). Si
ahora calculamos la “informacion de Fisher”, obtenemos:

260 2
1 1 1

Por consiguiente, la “cota de Cramér-Rao” daria

A 1 6?
Var(6) > = —
ar(6) = ng—2 n

3

mientras que en el Ejemplo 5.5 hemos comprobado que el ektmmasses-
gado 6ptimo tiene varianz&n ! (n + 2) .

La razdn por la que la desigualdad de Cramér-Rao no es deaaplic
aqui, es que fallan las condiciones de regularidad. En&fect

0
5 [ fxwonds = o,

mientras que

o 01 1
/%fx(tf,@)dm = %édl':/—o—zdx#o
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CUESTIONES, COMPLEMENTOS Y COSAS PARA HACER

5.1 Demuéstrese que la expresion (5.14), pag. 63, propuestadism
tancia entrefx (z,0y) y fx(z,0") toma valores no negativos, y es cero si
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y sélo sifx(xz,00) y fx(z,0) son iguales, salvo acaso en un conjunto de

puntos con probabilidad cero.

5.2 Para que la desigualdad de Schwarz
[B(XY)? < B[XIE[Y?]

se verifique, es condicién suficiente gifex Y, salvo en un conjunto de
puntos con probabilidad cero. Haciendo uso de este hechegnamndo el
uso que de la desigualdad de Schwarz se ha hecho en la ec(&adid)
demuéstrese que para que un estimador insesgado régaltamce la cota
de Cramer-Rao es precisa, ademas de la suficiencia, que

(é_ 0) Blog];);(m;b’)'

(Garthwaite et al. (1995), pag. 14)

5.3 Completando el problema anterior, verifiquese que bajdican
nes de regularidad, un estimador insesgado alcanza lae@Eatér-Rao si,
y solo si,

0-9) :IX(o)*lak’%W_

5.4 Sea una distribucion de Poisson con funcion de cudiga; ).
Haciendo uso de quE[X (X — 1)] = A%, obténgase:
1. El mejor estimador insesgado d& basado en una Unica observacion
X.

2. El mejor estimador insesgado Abasado em observaciones.

5.5 SeaXy, ..., X,, unam.a.s. procedente de una distribudiiu, ¥2).
Compruébese qu§? = (n —1)"! 3" | (X; — N)? no alcanza la cota de
Cramér-Rao, pero la diferencia entre su varianza y dicha tietide hacia
cero cuanda — oo.
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Capitulo 6

Maxima verosimilitud

6.1. Laldgica maximo verosimil
En (Troconiz, 1987, pag. 214) se propone el siguiente ejgmpl
“Supongamos que se dispone de tres urnas simbolizadas por

U, — 4 bolas blancas
17 1 96 bolas negras

Ue — 50 bolas blancas
7 1 50 bolas negras
Uee — 99 bolas blancas
%9 7 11 bolas negras

y que nos presentan una muestra de cuatro bolas tomadas de una
las urnad/y, Usg 6 Ugg; las cuatro bolas resultaron ser blancas.

Con cierta légica, si debiéramos emitir un juicio sobre lzaude
procedencia nos inclinariamos dayy, pues es grande la probabilidad
de que esta urna proporcione una muestra de cuatro bolasablan
pequefa la probabilidad en las urdsy Usg. [...] La logica que
contiene esta forma de decidir es la légica de la maxima wailes
tud.”

Es lo cierto que dificilmente alguien podria, confrontado el mismo pro-
blema, resolver de diferente modo. Ello dice mucho de ladumase intuitiva que
subyace a la légica de la maxima verosimilitud.

73
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Examinemos algunas cuestiones de interés, y tratemosidaatizar el com-
portamiento que parece tan intuitivamente correcto. Englugar, podemos pen-
sar en las urnas como “estados de la Naturaleza” que geresarvables. Ello nos
devuelve al marco de la teoria esbozada en capitulos aeterio

Si las bolas sacadas hubieran sido cinco, y las cinco blagtasaria de in-
mediato descartable la urbg. No podemos considerar un estado de la Naturaleza
como plausible si es incapaz de generar la evidencia queshebservado. Ob-
servemos que la légica maximo verosimil va un paso mas aflérmite manejar
casos en que la conclusion no puede alcanzarse con abseftdaac No esm-
posibleque la urnal/y genere cuatro bolas blancas en un muestreo, parugi
raro; y por lo tanto adoptamos como estado de la Naturaleza atrel(ejemplo
propuestol/gg) que genera la evidencia observada con mayor facilidaderRosl
pues ver la légica maximo verosimil como una extension dagieé ordinaria que
nos obliga a excluir hipotesis o explicaciones que no danteuge lo observado.

Observemos también que, en un sentido vago e imprecisoegaesrfilado
en el Capitulo 9, la I6gica méaximo verosimil conduce a esceyestado de la
Naturaleza o hip6tesis explicativa menos “compleja.” Ebreamiento subyacente
al enfrentarnos al ejemplo de las tres urnas es: “¢;,Por quéahads de aceptar
gue la urna generadora de las cuatro bolas blandds esque solo rarisimamente
genera cuatro bolas blancas— cuando la digiegenera el mismo observable con
gran frecuencia? ¢ Por qué admitir que ha ocurrido algo moycsando hay una
explicacion alternativa que lo hace frecuente?”

En otras palabras, lo que hacemos es escalafonar los gos#téelos de la Na-
turaleza, considerando mas “complejos” (y por ello menaeaeles) a aquéllos
gue mas raramente generan evidencia como la observadandglen el Capi-
tulo 9) que esta intuicién se puede precisar consideralpiemen una nocién de
complejidad.

En parte por su atrayente contenido intuitivo y en parteggblienas propieda-
des asintéticas de que disfruta, el método de estimaciéimmaserosimil alcanzo
enseguida una enorme popularidad. En lo que sigue se exatamaropiedades
asintéticas del estimador, destacando que las mismas mpreiese trasladan a
pequefias muestras, donde el estimador MV puede ser mareaigaimeficiente.

6.2. \erosimilitud y estimacion maximo verosimil.

Seafx (X 0) lafuncion de densidad conjunta de una mueXira- X, ..., X,.
Si consideramos fija la muestra en los valores observadosmtes una funcion
fx(x;0) def llamada funcion de verosimilitud. Proporciona la densiftaduan-
tia en el caso de variables aleatorias discretas) que poréeria a la muestra fija
considerada bajo cada posible valoride

Ejemplo 6.1 Sea una muestra aleatoria simgl€, ..., X,,) proce-
dente de una distribucidN (¢, 03), de la que se conoce la varianza Fija-
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dos en el muestreo losvalores(z, . .., x, ), la verosimilitud es:

1 \" 1< )
fx(@:6) = (am/%) exp{—m;m—e) } (6.1)

Como funcién de, es una distribucién normal con varianza centrada
sobrez.

Figura 6.1: Verosimilitud asociada a una muestra ..., z17), cuandoX es bi-
naria de parametroy >°;" | x; = 12.

912(1 _ 9)1742
0.0e+00 5.0e-06 1.0e-05 1.5e-05 2.0e-05 2.5e-05 3.0e-05 3.5e-05

Ejemplo 6.2 Sea una muestra aleatoria simgl€,, ..., X,,) proce-
dente de una distribucién binaria de paramétrSeas = 1 + ... + z,. La
funcion de cuantia conjunta es:

Px(z;0) = (Z) 6°(1 — g)n=* (6.2)

Como funcién dé&, su forma es la que muestra la Figura 6.1. El maximo se
alcanza sobre/n (que en el caso representado en la Figura 61Rg&7).

Definicién 6.1 Llamamos estimador maximo verosiijl, del parametrad en la
familia de distribucioneq fx4(x (0),0 € ©} a

éMvd:ef arg m;ix fX|9(a7 10).
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Puede ocurrir quéMV no esté univocamente definido. Cuando necesitemos enfati-
zar la dependencia dg, del tamafio muestral escribirem@g, ..

Se sigue inmediatamente de la Definicion 6.1 qu@wﬁies el estimador ma-
ximo verosimil ded y ¢(.) es cualquier funcién 1-1 d&, entoncegy (6, ) es el
estimador maximo verosimil dg#) (Ejercicio 6.3).

Observacion 6.1 Es de interés comprobar que, como cabe esperar de
cualquier estimador “sensato”, si hay un estadistico sufiei5 = 5(X)
parafd y GMV es unico, entonceﬁ,lv = ¢(S). En efecto, como consecuencia
del teorema de factorizacion (Teorema 3.3, pag. 37),

fx(®;0) = gs(s, 0)h(x)

Como funcién dé, dadaz, fx (x;6) tiene un perfil idéntico al dgs (s, 6);
h(x) es un mero factor de escala. Por tantg,(x; ) alcanza su maximo
dondequiera ques (s, 9) alcance el suyo. Este ultimo dependeaﬂsolo a
través des, y por tantodyy ha de ser funcién de solamente. Sy, no es
unico, cabria imaginar un estimador maximo verosimil qudemenderia de
la muestra sélo a través devéase Romano y Siegel (1986), Ejemplo 8.13,
o Levy (1985).

Observacion 6.2 Relacionada con la anterior observacion esta la si-
guiente: si hay un estadistico suficiente y el estimador méxierosimil es
Unico, entonces éste no puede ser mejorado con ayuda delovditdRao-
Blackwell. En efecto: de acuerdo con la observacién pratedel estima-
dor MV en este caso seria una funcion univoca del estad®iiotiente, y
el condicionar sobre el valor que toma éste nos daria de rel@siimador
MV.

Observacion 6.3 En ocasiones se dice que “el estimador maximo ve-
rosimil extrae cuanta informacién hay en la muestra”, lo sugiere una
especie de suficiencia automatica. Esto es frecuentenpmmteno necesa-
riamente, cierto. Es cierto cuando el estimador MV es fumgié- 1 de un
estadistico suficiente (en cuyo caso es suficiente; véasi0B8et:2). Pero
éste no tiene porqué ser necesariamente el caso. Consaedenmuevo el
ejemplo propuesto en la Observacion 3.2, pag. 41. La veilisitrera

N

d
frut,u) = plexp{ -0 th"i‘ Z uj

j=d+1
Se puede comprobar que el estimador maximo verosimil es
d
Z?ﬂ ti + Z;V:dJrl uj

Facilmente se ve qu@,,v no es suficiente; un mismo valor dkav es com-
patible con multitud de valores del estadistico (2-dimemesl) suficiente

(d, Q_ti + > uy ).

B =
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6.3. Consistencia fuerte del estimador maximo verosimil.

Decimos que un estimadéy, basado en una muestra de tamafies consis-
tente para el parametebsi: 6,,—— 6. Decimos que efuertemente consistensé
la convergencia anterior es casi seg@mﬁ 0.

El lema a continuacién hace uso de la desigualdad de Jenseregiablecer
un resultado instrumental.

Lema 6.1 Supongamos qugx (x; 6.) = fx(x;6y) (salvo acaso sobre un conjun-
to de medida nula) sélo cuandh = 6,. Seaf, el verdadero valor del parametro
6. Entonces,
X0, X; 0,
Ey, {log M} < log Ey, [M} =0. (6.3)
(X;60) x (X

DEMOSTRACION.

Comolog() es una funcion estrictamente concava, la desigualdad ee-con
cuencia directa de la de Jensen. La nulidad del lado dereckanién facil de
establecer. En efecto,

[x(X;0.)] o Ix (@3 04)
log Ey, [7fX(X§90):| = log/fX(:Uﬁo)ifX(x;go)dm

= log/fx(w;G*)dw
= log(1) =0;

si la distribucion fuera discreta, las integrales se cdiman en sumatorios.

Teorema 6.1 En las condiciones bajo las que se verifica el Lema antetigr=> 6.

DEMOSTRACION

Como e (X:0,)
E 1 X y U
o [Og Fx(X:60)
segun el Lema anterior, en virtud de la ley fuerte de grandeseros (A.3) tenemos
que para todd, # 6y,

]:c<0

1y fX<X“0*>}
n; [log Fx(X5: 00) < 0

, 1 = X(XZ79*):|
Prob< lim — lo = 1
{Mon; g{mX“eo)

1 — 1 —
PrOb{nll;H;OE;lngX(Xi;H*)<nlingoﬁiz:;10gfx(Xi;90)} =1
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Sin embargo, de acuerdo con la definiciérﬁq\e, ha de suceder:

n—oo N, 4 n—00 1, 4

1 — . 1 —
lim = "log fx(Xi0wn) > lim = log fx(Xy;60)
i=1 i=1

Las dos desigualdades anteriores s6lo pueden recoreitigg, , > 6o, lo que
prueba la consistencia fuerte del estimador MV.
]

6.4. Informacién de Kullback-Leibler y estimacion maxi-
mo verosimil

Hay una relacion interesante entre la estimaciéon maximasimil y la infor-
macion de Kullback-Leibler. La ilustraremos mediante usocauy simple.

Supongamos qu® = {6y, 6.}, y que la variable aleatoriX se distribuye
segUnF (z;6;), i« = 0 6 1. Llamamosinformacion en una observacioN para
discriminar entréy y 6, a:

fx(X;00)

Observemos que st = z tuviera exactamente la misma densidad Wij@ue
bajo 64, la observacion en cuestion careceria de informacién dosfele discri-
minar entre ambos estados de la naturaleza, y (6.4) sedaHleraso opuesto se
presenta cuando la densidad bajo un estado y otro es mugrdideren este caso,
la observacion podria considerarse como muy informatieacacdel estado de la
naturaleza, y (6.4) seria grande en valor absoluto.

Una medida razonable de la “separacion” ettkg(x; 6y) y Fx (x;6,) podria
ser la informacidmediaque proporciona una observacion:

log [M} (6.4)

_ . Ix(x;01)
(00,0 = — [ fx(ai00)1og [Wx; HOJ s (6.5)
0, en el caso de variables discretas:
Px (z,01)
I S ] (6.6)

Llamamos a (6.5)-(6.6)hformacién de Kullback-Leibler para la discriminacién
entredy y #; contenida en una observaciébe nuevo, obsérvese que se trata de
una definicién intuitivamente plausible. En particularfsi(z;6p) = fx(z;61)
para todo valor: tendriamos qué(6y, 61) = 0, y seria imposible discriminar.
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Observacion 6.4 La informacion de Kullback-Leibler esta relaciona-
da con la de Fisher, que puede verse como una aproximacioegdedo
orden: véase la Observacion 5.2, pag. 62.

Observacion 6.5 La expresion (6.5) toma valor no negativo (mismo
argumento que el empleado en el Lema 6.1) y puede verse potatio
una medida de separacion o distancia. No es sin embargaisanéh sus
argumentos, a diferencia de una distancia.

Es interesante ver el problema de estimacion maximo veilasdmo un problema
de seleccion de una distribucion en una familia paramétfig (x;0),6 € O}.
Razonemos sobre el caso en dues una variable aleatoria discreta.

La muestra(zy, ..., x,) puede verse como generando wistribucién empi-
rica F'y(z), que atribuye probabilidadl/» a cada uno de los valores muestrales
observados (&/n a aquéllos que se han repetitloeces). Es decir,

(Total observaciones < )

Fx(z) =
De aqui podemos obtener
Px(z) = Fx(z)—Fx(z7).

Podriamos pensar en estinfaseleccionando en la clase paramétfiéa (x;6),0
©} aquella distribucion que minimiza la distancia de Kullbda@ibler a la distri-
bucién empirica observada, es decir, que minimiza:

Px(zi;0) Py (i)
ZPX (x;)log ———— Pr) ;PX x;) log Px (27:0)

n

n

1 1/n
— 2 oo — 1"
Z n 8 Px(x;0)

=1
1 — 1 1<

= =) log=— = log Px(z;;0
ngogn ngog x (45 0)

Como el primer sumando del lado derecho es constante, lanmagion de la
expresion anterior llevaria a hacer maxiing)' , log Px (z;; ) lo que da lugar al
estimador maximo verosimil dg

6.5. Eficiencia y eficiencia asintética

Vimos (Teorema 5.1, pag. 64) que un estima@ipinsesgado dé basado en
una muestra aleatoria simple formada pabservaciones tenia su varianza acota-
da inferiormente:

1
”I”LIX (9)

Varg(6,,) > (6.7)
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y deciamos qué,, eseficiente(Definicion 5.2, pag. 68) si la relacién anterior se
verifica con igualdad. Es claro que un estimador eficienteusnl® ser mejorado
(en términos de varianza) por ningun otro en la clase de Esgados regulares,
pues el que lo hiciera violaria (6.7).

Consideremos una sucesion estimadgtal cada uno de cuyos términos es-
tima insesgadamentg y supongamos que se dan las condiciones de regularidad
necesarias. Entonces, (6.7) se verifica para 6ada = 1,2,..., y Vary(\/nf,)

(6, equivalentement&/ar,y(/n[0, — 0]) = nVarg(f,)) ha de ser mayor o igual
quel/Ix(0). Cabria esperar que si

~

Valfy, — )55 N(0,0(6)),

en quei> designa convergencia en distribucion (Definicion A.1, pl)14a va-
rianza de la distribucion asintética verificase:
() > — (6.8)
v > — .
Ix(9)
Este no es el caso. La aparente paradoja se desvanece cum@ivamos que
la varianza asintética (= varianza de la distribucion @sics) no necesariamente
tiene mucho que ver con el limite de la sucesion de variaitasgguiente ejemplo
lo ilustra.

Ejemplo 6.3 Sea{Y,,} una sucesién de variables aleatorias indepen-
dientes e idénticamente distribuidas coM(, 1), y { X,,} una sucesion de
variables aleatorias definidas asi:

X - Y, con probabilidad — 1,
"~ | n conprobabilidad

Entonces, es evidente q1XeLi> X, siendoX una variableV (0, 1), la me-
dia asintética es 0 y la varianza asintética 1. Sin embargo:

1 1
0-(1——)+n-—=1
n n

Var(Xn) = E[X2] - (E[Xa])? = (1 _ l) A2l og2o (n _ l)

n n n

E[X,]

Mientras que la media y varianza de la distribucion asicédébn respectiva-
mente 0y 1, los limites de la sucesién de medias y varianzas so

lim E[X,] = 1

n—oo

lim Var(X,) = o

n—oo

En general, se verifica (véase Lehmann (1983), pag. 405)aquarianza
asintética es menor o igual que el limite inferior de la sifrede varianzas.
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El ejemplo anterior muestra que limite de la sucesion dewasis y varianza
asintotica no tienen por qué coincidir. Una sucesion estim@atodos cuyos tér-
minos alcanzan la correspondiente cota de Cramér-Radapdairlugar a una va-
rianza asintéticanenorque la que se deduciria de dicha cota. De nuevo un ejemplo
aclara la situacion.

Ejemplo 6.4 SeaXy,..., X, una muestra formada por observaciones
N(0,1), y consideremos el siguiente estimadode

s [ X si|X|>nl4,
b = { bX si|X|<nl4, (6.9)

Entonces encontramos la siguiente situaciyrse distribuye asintéticamen-
te comoN (6,02 = 1), salvosi 6 = 0. En este Ultimo caso, la distribucion
asintética esV (0, b?/n), lo que mejora la varianza dé sib* < 1. jTenemos

un estimador dé tan bueno comd —que sabemos insesgado de minima
varianza, y alcanzando la cota de Cramér-Rao— pero asiandéinte mejor
para algunos valores del parametro! En este caso,fparal. En efecto:
V/n[f, — 0] converge en distribucién a una variable aleatétial que:

1

Var(Z) =b* < 1= iG]

El puntod = 0 en que el estimador considerado ve su varianza asintética
decrecer por debajo d¢'1(#) se dice que es dmipereficienciaEste ejemplo
se debe a J. Hodges (ver Romano y Siegel (1986), pag. 229).

La existencia de puntos de supereficiencia, en que la variastética de un
estimador regular puede descender por debajo de la cotaaee€Rao, es un
fendbmeno sin mayor interés practico. En realidad, (6a8)es cierta, en el sentido
de que el conjunto de puntdspara los cuales no se verifica es de medida de
Lebesgue cero. Por otra parte, el comportamiento supemtcpara algunasva
siempre asociado a un comportamiento no eficiente en ladeatide los mismos
(ver Lehmann (1983), p. 408).

6.6. Normalidad y eficiencia asintotica del estimador ma-
ximo verosimil.

En condiciones bastante generales, el estimador MV no sofaegtemente
consistente, sino que su distribuciéon asintotica es noralaiguiente resultado,
cuya demostracibn meramente bosquejamos, muestra lakiooed necesarias
para ello.

Teorema 6.2 Sean X1, . .., X,,) independientes e idénticamente distribuidas, con
densidad comurfix (z; #). Supongamos que se verifican las siguientes condiciones
de regularidad:
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1. Elespacio paramétric® es un intervalo abierto —no necesariamente finito—

2. Las funciones de densiddd (x; §) tienen soporte comuan, que no depende

ded.

3. Las funciones de densidgd (x; #) son tres veces diferenciables respecto a

f para cadaz, y las derivadas son continuas én

4. Laintegral [ fx(x;0)dz puede ser diferenciada dos veces bajo el simbolo

integral.

5. Lainformacion de Fisher verificd < 1(0) < cc.

6. Latercera derivada dig fx (x; ) respecto & esté acotada superiormente

por una funcion}M (x) tal que Eg,[M (x)] < oo.

Entonces, cualquier sucesion consisteﬁﬁmje soluciones de la ecuaciéon de vero-
similitud (y el estimador maximo verosimil proporciona satisface:

V(0 = 09) 5 N(0,1(60) ") (6.10)
DEMOSTRACION
Designemos, para aligerar la notacion,

9log fx(Xj,0) (6.11)

U;(0) = 20

Desarrollandozg.‘:1 Uj(éMv,n) en torno &, obtenemos:

> Uibwm) = D Ui(00) + > Uj(00) (v — bo)
< < P

+= ZU” ) By . — 60)? (6.12)

en queH~ es un punto intermedio enté@v,n y 6y, €s decir,]é —bOp| < \HAMV,N — 0.

PeroéMv,n, bajo condiciones de regularidad, anula el lado izquieel(6dL2).

Por tanto, tenemos que:

1« .
ZU (60) = ZU’ (80)(Buv . — 00) = 5 D U} (0)(Bwv 1 — 60)*  (6.13)
7j=1

Sabemos (Lema 5.1, pag. 60) qlig, [U;(6y)] = 0. Por otra parte,

Ego[~Uj(00)] = Eg,[U;(60)]* = 1(6o)
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(Lema 5.2, pag. 61 y definicion inmediatamente posteriar)idizzndo (6.13) entre
\/nlI(6y) tenemos la igualdad:

S Ui(0o) s [~ U6
“army Ve ) [—naeo)
1L U0

3 nl(By) (HMVJL—HO)] (6.14)

Los Lemas invocados y el teorema central del limite muespuarel lado izquierdo
de (6.14) converge en distribucion a uN40, 1), y el primer término del corchete
converge en probabilidad a 1 (ley débil de los grandes nisndieorema A.2).
ComoUJ’/(é) tiene valor medio finito (condicion 6 del enunciadoéwnﬂeo, el
segundo término del corchete converge en probabilidada Eer consecuencia,
reescribiendo (6.14) asi:

— X5 Ui(0) | =307, Uj(6o)
nl(80) Ouv.n = 60) = nI(0o) [ nl(6)

127,07 0)
—iw(emv,n — o)

-1

vemos que\/nl(eo)(éwm — 6y) es el producto de una sucesion aleatoria que
converge en probabilidad a 1 y una sucesion aleatoria quegmen distribucion
aunaN (0, 1). El Teorema A.1 permite entonces asegurar

VI (00) by — 00) = N(0,1)

que equivale a (6.10) en el enunciado del teorema.

Observacion 6.6 Si g(.) es funcién 1-1 dé se ha mencionado ya que

el estimador maximo verosimil dg6) eSg(éMV). Supongamos ademas que
para el verdadero valor del pardmettg, se verifica que’(6y) # 0. Enton-
ces el teorema anterior admite la siguiente generalizacion

V(g(Guw — g(6o)) 5 N(0,1(60) g (60)]?).

La demostracion es muy simple y se bosqueja a continuacsaribllando
en serigy(6uy ) hasta términos de primer orden,

9(0w) = 9(00) + (Ouv — 00) 9 (00) + Rn],

en queR,, es el término complementario. PeRy 20 cuanddyy 20,. Por
consiguiente, siempre en uso del Teorema A.1, tenemos:

Valg(Bu) — 9(60)) = g'(60)v/n(Buv — 60)
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y por tanto

V(g(Gu) — 9(60)) 5 ¢'(60)N(0,1(65) 1)

equivalente a la tesis.

6.7. Estimacidon maximo verosimil: inconvenientes

El desarrollo anterior muestra la estimacion maximo vendsliesde una pers-
pectiva muy favorable. No sélo es consistente —cualidadpentida con muchos
otros tipos de estimadores, y ciertamente con cualquierasiemos dispuestos a
considerar—, sino también asintéticamente eficiente. Sululicién asintética es
normal sea cual fuere la de la poblacién muestreada. Estpedades se verifican
de modo bastante general, como los enunciados de los tepertexiores dejan
traslucir.

Es importante ver, sin embargo, que se trata de propiedage®mgeranen
grandes muestragn pequefias muestras, el comportamiento del estimadar max
mo verosimil puede ser bastante pobre. En ocasiones, lncifitedel estimador
maximo verosimil puede ser computacionalmente infactibleotras, puede sen-
cillamente no existir un maximo de la funcién de verosimdit Los ejemplos y
observaciones que siguen tienen por objeto mostrar tatédepnas en algunas
situaciones. llustran algunos de los inconvenientes censqupuede tropezar al
emplear estimadores maximo verosimiles.

Ejemplo 6.5 (un estimador maximo verosimil de inviable utilizacién
practica) Consideremos una variable aleataXi@on distribucion de Cauchy
y parametro de localizacioh La verosimilitud asociada a una muestra de
tamafion es:

n

1 1
fx(x:0) = H;m

=1
Tomando logaritmos, derivando, e igualando la derivada@, tenemos:

Olog fx (x;0) — 2(z; — 0)(~1)
a0 - ; 1+ (z; — 6)2 (6.15)
. i (i —0) Hj;éi [1 + (z; — 9)2]
B N T Fr 2 B
= 0 (6.17)

El estimador maximo verosim%v,n ha de hacer que la igualdad anterior se
verifique. Obsérvese que el numerador —que ha de anularses{Esino-

mio de grad®n — 1. La busqueda de todas sus raices para seleccionar entre
eIIasényn es infactible a poco grande que sea

En ocasiones, el estimador maximo verosimil no existe ywolaverosimilitud
no esta acotada. Un caso trivial seria el de una variabléog@& ~ N (u,0?),
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de la que tenemos una Unica observacion. Si quisiéramaosaelties maximo ve-
rosimiles deu y o2, habriamos de maximizar:

(z — p)?

1
log fX(:L';:u»OQ) = 9 IOg(27TJ2) T T 9,2

Esta funcion no esta acotada: tiendsoa&uandos? — 0.

El caso anterior es irrelevante a efectos practicos, dagonganca nos pro-
pondriamos estimar los dos parametros de una distribu@fmai con una soéla
observacién. Sin embargo, el siguiente ejemplo muestraitueciones similares
son plausibles en la practica.

Ejemplo 6.6 (funcién de verosimilitud no acotad&upongamos una
situacion en que la variable aleatoria aleatcXissigue habitualmente una
distribucionN (i, 1). Sin embargo, con probabilidagd X puede proceder de
una distribucionN (i, %), con varianza desconocida. La descripcion ante-
rior podria convenir, por ejemplo, a un fenémeno en que l@bbr X esta
sujeta esporadicamente a cambios de régimen, dando lugsliexs u ob-
servaciones anémalas. La funcion de verosimilitud seria:

Observemos que dicho producto involucra términos que rémestotados.
En efecto, consideremos un término tal como

p zi —1)* )\ T zj — p)?
oxp {—%} _11(1 —p)exp {—%} ;
=7

es facil ver que para = z; la expresion anterior crece sin limite cuan-
doo — 0. Por tanto, incluso aunque tengamos muchas observacidaes y
probabilidadp sea muy pequefia, el problema de inexistencia de un maxi-
mo global para la funcién de verosimilitud puede preseataréase Cox y
Hinkley (1974), pag. 291.

En ocasiones, el estimador maximo verosimil existe, pemgpeguefias mues-
tras puede ser de muy pobres resultados. El siguiente @jeaigb artificial si se
quiere, lo muestra de un modo bastante espectacular.

Ejemplo 6.7 (un estimador maximo verosimil inadmisibl@pnside-
remos una variable aleatori@ binaria de parametr8. Sabemos qué <
(%, %), y hemos de estimar dicho parametro con ayuda de una Unie& obs
vacion. La verosimilitud tendria por expresion:

fx(z,0) =671 -0 (x=0,1)

Cond constrefiida a estar en el intervalo indicado anteriormehéstimador
maximo verosimil es:
é . Siz = 0,
MV,n = siz=1

[SINOM
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y su error cuadratico medio resulta ser:

Elfwyn—02 = 6 (g —9)2+(1—9) (% —9)2 _ 3924‘9%@548)

Consideremos ahora un estimador que ignora el valor tomad¥ [y atri-
buye siempre & el valor%. Su error cuadratico medio seria:

pid] = o(20) van (i) = e

4
Efectuando la diferencia (6.18)-(6.19) vemos que es

—2460% 42460 — 5
36 ‘

Examinando esta funcion se comprueba que en el inte(\%alé) es siem-
pre positiva; el estimador maximo verosimil resulta domoacluso por
uno que, como el propuesto, lejos de hacer uso 6ptimo de daniaicion
muestral, no haceinglnuso.

El valor def que maximiza la verosimilitud no tiene porqué ser unico.

Ejemplo 6.8 Consideremos una distribucion unifori¢d— 1, 0+1),
de la que tomamos una muesKa, . . ., X,,. Es facil ver que cualquier valor
0 € [X(n) — 1, X1y + 1] da lugar al mismo valor de la verosimilitud (= 1), y
por tanto es igualmente valido como estimador maximo veriasi

Menos simple, pero mas frecuente en la préactica, es el casuitie
ples maximos locales y/o globales en la funcion de verosirdil Véase el
Ejercicio 6.1.

El estimador maximo verosimil es frecuentemente sesgagedquefias mues-
tras, aunque asintéticamente insesgado bajo las conégide regularidad que
otorgan vigencia al Teorema 6.2.

Ejemplo 6.9 Consideremos el problema de estirfiagn una distribu-
cion uniformel/ (0, #), con ayuda de una muestra de tamafigl estadistico
suficiente y estimador maximo verosimil des X ,,), mayor de las obser-
vaciones (véase el Ejemplo 3.7, pag. 3.7). Es evidenteXge< 6 y como
estimador dé es por tanto sesgado por defecto.

De nuevo este es un ejemplo algo académico; pero en la @r@ctéxien
encontrarse multitud de otros. Asi, el estimador maximosienil de la va-
rianza en una distribucién normal es=n"' """ | (z; — 7)%. Como en el
caso anterior, el sesgo tiende a cero cuande oo.

Quiza la objecion mas seria que puede plantearse al usctiehder maximo
verosimil es que obliga a especificar, salvo en los pardmeuie se estiman, la
forma de las distribuciones: es un requisito previo el figafamilia de distribu-
ciones que estamos dispuestos a considerar. Esto puedwoggtimadores con
propiedades no imaginadas. Por ejemplo, el suponer qusttibdtion originan-
do X esN(6,1) nos llevaria a adoptaX como estimador dé. Si la distribucion
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fuera de Cauchy;(#), tal estimador tendria desastrosas propiedades —de hecho,
no tendria varianza finita, cualquiera que fuera el tamafiesiral—.

Si la ausencia de robustez frente al incumplimiento de lpsiestos distribu-
cionales, la complejidad de coémputo, y el comportamientgeces, pobre en pe-
gquefias muestras son inconvenientes, es preciso sefiakaregienador MV tiene
todavia mucho en su habeRequiere no obstante cuidado el hacer uso inteligente
de él.

CUESTIONES, COMPLEMENTOS Y COSAS PARA HACER

6.1 Examinese la funcion de verosimilitud de una distribuciéiCau-
chy C(8) (se introdujo en el Ejemplo 6.5, pag. 84) y demuéstrese gue ti
en general multiples maximos relativos.

6.2 SeanXy,..., X, v.a. independientes con distribuciéon binaria de
parametr@. Se comprobé (Ejemplo 3.8, pag. 36) que no existe estimador
insesgado de () = 6(1 — ). ¢Hay estimador maximo verosimil ¢€9)?
¢Es Ginico?

6.3 Sifyy es el estimador maximo verosimil dey 6 = 6(0) es una
funcion 1-1 def, entoncedyy = 6(Ouy ). Demuéstrese. Ji(0) es una fun-

cion, por ejemplo, convexa, B,y es insesgado ¢qué podemos decir del ses-
go dedwy ? (Ayuda: hagase uso de la desigualdad de Jensen (Teorema 4.2

pag. 49).)

1Una vehemente opinién contraria al uso de maxima verosimjlienérgicamente contestada,
puede verse en Berkson (1980). Es también interesante B&2)(1
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Capitulo 7

Estimacion maximo verosimil en
la practica.

7.1. Introduccion.

Como el Ejemplo 6.5 ponia de manifiesto, la obtencién deihestor maximo
verosimil puede no ser facil. Incluso en el caso en que se tienerteza de que
la verosimilitud tiene un Gnico maximo relativo y es bien gamriada, la solucion
analitica de la ecuacion de verosimilitud

L) => U;#) =0
j=1

puede ser inabordable. Se hace preciso acudir a métodosiocosngproximados
en muchas ocasiones.

La Seccién 7.2 muestra que en la familia exponencial es [posibocasiones
obtener soluciones de las ecuaciones de verosimilitud déoraonple, igualan-
do los valores muestrales de los estadisticos suficientes watores medios. La
Seccion 7.3 presenta la aplicacion del método general deddeRaphson a la re-
solucioén de la ecuacion de verosimilitud. La Seccion 7.4qméa el método cono-
cido como descoring estrechamente relacionado con el anterior. La Seccion 7.5
describe con algun detalle el algoritmo EM, muy utilizadeapaaximizar verosi-
militudes, que presenta la interesante ventaja de permabajar de modo simple
con verosimilitudes de datos incompletos.

89
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7.2. Estimacion maximo verosimil en la familia exponen-
cial.
Consideremos el logaritmo de la verosimilitud en forma oca@de una dis-

tribucién en la familia exponencial. Sin pérdida de gernéaal, la escribiremos en
términos de sus parametros naturales:

n k
L(0,x) = Z ZHjbj(xi) +¢(0) + d(z;) (7.1)

i=1 |j=1

Como vimos en la Seccién 3.5, el vector

(Tl, N ,Tk) = (Z bl(azl), ey Zbk($1>
i=1 =1

proporciona de inmediato los estadisticos minimos sufesepara el vecto#é.
Derivando el logaritmo de la verosimilitud respectodie. .., 0, e igualando a
cero para obtener puntos estacionarios de la funcién dsiw@htud tenemos:

oL(@,z) . Onc(8)
o6, 1t o,

) (7.2)

Las ecuaciones anteriores podrian proporcionar, si safcilesblucion, valores de
01,...,0;, funciones de los estadisticos suficientes, candidatos essmadores
maximo verosimiles. Si recordamos (Lema 5.1) que

obtenemos de (7.2) que:

onc(0)
09,

E, [ = Ey[T]+ =0 (7.3)

De (7.2)-(7.3) obtenemos entonces que ha de verificarse:
Tj — Ep[T;] =0

paraj = 1,..., k. Laregla es pues simple: basta igualar los estadisticasesiéis
a sus valores medios (funciones éstos ultimo8)deara obtener soluciones de las
ecuaciones de verosimilitud. El ejemplo que sigue lo ifustr

Ejemplo 7.1 Consideremos el caso de una normal multivariaatg, >).
Se desean los estimadores maximo verosimiles €€ p, X).
La verosimilitud de una mestra de tamaiiviene dada, por:

:1 {IEI‘é exp {—%(wi - )= (= - u)} }
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Si tomamos logaritmo nepariano de la expresién anterioogdenamos sus
términos podemos llegar a:

__n n -1 /—1n_1 —1n,,/
L(H)——§10g|2|—§u2 pp'x (;:@)—?raza{z (;m,m,>}

La expresion anterior exhibe los estadisticos conjuntéergrficientes para
0=(p,X): (Tv,Tx) = (> xs, y .y x;x;) Igualando dichos estadisti-
cos suficientes a sus valores medios, obtenemos:

B[] = np=>) (7.4)
=1
Ey[Ty) = nS+npp' =)z (7.5)

i=1

la primera ecuacién inmediatamente proporcigng = n='> " | x; =
Z, que sustituido en la segunda proporcidha n = Y"1 | @ — fimy iy

7.3. Método de Newton-Raphson.

7.3.1. Descripcién

Seaf una raiz de la ecuacion de verosimilitu@(y) una solucién inicial apro-

ximada. Desarrollando en serie de potencias en toré@ dnasta términos de se-
gundo orden, obtenemos:

L'@)=0=~L'(0u) + L") 0 — b)) (7.6)
de donde:
) X L'(0)
0 ~ 9(1) - //7}1) (77)
L"(01y)

A partir de una aproximacion inicieﬁ(l) la relacion anterior proporciona otra.
Nada impide emplear esta Ultima como nueva aproximacidmalny repetir el
proceso cuantas veces haga falta hasta convergencia,rsidse@. Es decir, dada
la aproximaciord,,, obtendremos la siguienté, , ), as:

5 5 L'(0w))
0 = O\ — ———2 7.8

ey L0 m) (78)
deteniendo la iteracion cuancﬁt@nﬂ) y é(n) difieran entre si en menos de una
tolerancia preespecificada.

Es interesante sefialar quea sola iteracibrempleando (7.8) basta para pro-
ducir un estimador consistente y asintéticamente efigisiempre que el punto de
partidaé(l) sea consistente “a la suficiente velocidad”. El siguienbectma hace
precisa la anterior afirmacion.
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Teorema 7.1 Supongamos que se verifican las condiciones en el Teoremg 6.2
qued,, es un estimador que converge en probabilida@ide tal forma que (6,, —

0) = Op(n‘%). Entonces,

N A
0, =0, — (J‘) (7.9)
L”(Gn)
es asintéticamente eficiente y normal.
La demostracién puede encontrarse en Lehmann (1983), p2g. 4
]

La discusion precedente se generaliza facilmente al cagaeshay un vector
de pardmetros a estimar, sin mas que reemplazar ené(mﬁ)un vector de esti-
madores yL'(0) y L"(0) por el vector gradient® L() y la matriz de segundas
derivadasv2L(#). La iteracién toma entonces la forma:

A~

bur = 0o (V2L(2) VLG, (7.10)

7.3.2. Propiedades

Con el método de Newton-Raphson la convergencia no estatigada. No
obstante, si la verosimilitud es bien comportada, es unaoétficaz y conduce en
un numero habitualmente pequefio de iteraciones a una rsizdeacion’’(6) =
0.

Definicion 7.1 Sea una ecuaciop(z) = 0 cuya solucionz, buscamos. Sea,

la aproximacion obtenida mediante un método iterativo eitdiaacion n-ésima y
en = x, — 4 €l error de aproximacion. Se dice que un método de soluciGesde
de convergencia cuadratica cuandg o (e, _1)>.

Convergencia cuadratica. El método de Newton-Raphson para aproximar una
raiz deg(xz) = 0, cuando converge, goza de convergencia cuadratica. Ewefec
supongamos una aproximaciop lo suficientemente cercanara. Consideremos
f(z) =2 —g(x)/¢'(x). Entonces,
€n = Tp—Ts=1y— f(Ts) (7.12)
= f(@a-1) — f(2) (7.12)

Si desarrollamog (x,,—1) en torno al punta,., de la igualdad anterior deducimos:

ew = @)+ @) = 2) + 3 (ot — . — [ X7.03)

lvéase en el Apéndice A.4 el significado de la notacity).
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siendoz un punto entre:,,_1 y .. Como

5 =0, (7.14)

tenemos
1

en = 30" ()t — )2

lo que muestra que la iteracion de Newton converge —cuandade— cuadrati-
camente.

No monotonia. Naturalmente, nada garantiza que no podamos alcanzar yna so
lucién que sea maximo relativo de la verosimilitud en lugandiximo globdl. De
hecho, la iteracién anterior puede dar lugar a verosindigisudecrecientes: el apro-
ximarnos a una raiz d&(¢) no garantiza que dicha raiz corresponda a un maximo
relativo deL(0).

Es posible modificar el algoritmo de Newton-Raphson de magbolg vero-
similitud crezca mondtonamente (lo que garantiza al menesla convergencia
es hacia un maximo relativo). En efecto, en (7.10) el “pas®bgda b, , es
A0 = (=V2L(6,))'VL(b,) = AVL(6,), conA = (—~V2L(d,))"! Desarro-
llando en serie en torno al puniy:

L6, +aAd) — L(B,) = o[VL(B,)] AVL@B,)] +o(e)  (7.15)

Parax lo suficientemente pequefio, el signo del lado derecho viade por el del
primer sumando. Sl es simétrica definida positiva, entonces el signo es positiv
y L(0) se incrementa al pasar dg a

Opi1 = 0, + aNG,,.

Si con A definida como se ha indicado la forma cuadratica en la derdeha
(7.15) no fuera definida positiva, podriamos defiié: = AVL(én) concualquier
A simétrica definida positiva, y el argumento anterior projoraria un algoritmo
mondnotamente creciente &0). Hay muchas posibles elecciones: cbigual a

la matriz unidad, tenemos un algoritmo gradiente conveaticsi hacemos
A=E [-V%(én)]

tenemos el algoritmo decoringdescrito en la seccion que sigue. Otras elecciones
y variantes son posibles: puede verse una discusion madetarep Lange (1998).

2La distribucién de Cauchy, tan fecunda suministradora a¢raejemplos, ilustra una vez mas
esta situacion. La verosimilitud de su parametro de ubiceiiéne con gran frecuencia varios extre-
mos relativos, si la muestra es grande.
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7.4. Meétodoscoring de Fisher.

El algoritmo descoringprocede de forma enteramente analoga al de Newton-
Raphson. Su rasgo distintivo consiste en sustit®i’ L (0) por —E [(VL(0)VL(6)'].
Obsérvese que esta Ultima matriz es, bajo las habitualeicammes de regulari-
dad, definida positiva. A menudo su expresion es tambiétivaataente simple, lo
que hace facil su calculo en cada iteracion. Por contra, tldoélescoringpuede
ser acusadamente mas lento que el de Newton-Raphson.

7.5. Elalgoritmo EM.

Aunque utilizable con completa generalidad, el algoritnivd & preferente-
mente utilizado en el caso en que hay datos faltantes. Leersfi@a seminal es
Dempster et al. (1976), aunque en forma menos general las sidyacentes pa-
recen haber existido antes. La descripcion a continuacime liso también de
Laird (1993) y Navidi (1997). Una monografia reciente corchas referencias es
G.J.McLachlan y Krishnan (1997).

7.5.1. Notacién

Consideraremos, por simplicidad notacional, el caso denigo(parametrd;
el caso multivariante no afiade nada esencial. Denotareongs foz; 0) la verosi-
militud de la muestra completa, si fuera observadas un vector o una matriz, no
todas cuyas componentes son observadas. Observamag gdiay una relaciéon
x = X(y) que a cadg hace corresponder muchos posibigglicho de otro modo:
la s6la observacién dgno permite obtener de manera univaga

Como parte de es no observada, tendra sentido escribir valores medios com

Q010") = Elog [fx(z;0)|¢,y] (7.16)
— / log fx (z;0) fpy (xly: ) de (7.17)
X(y)
H0l0) = Elog [fxy(xly:0)¢',y] (7.18)
— / log fx|y (2ly; ) fxpy (oly: @)dw  (7.19)
X(y)
Denominemos,
L) = log fy(y:0). (7.20)
Como
log fx|y(zly;0) = log fx(z;0) —log fy(y;0), (7.21)

multiplicando cada término de (7.21) ppg|y (z|y; ¢') e integrando, obtenemos:

Q01¢") = L(O)+ H(0|0). (7.22)
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Estamos interesados en maximiZ4p), la verosimilitud calculada con la parte de
muestray que realmente observamos.

7.5.2. Laiteracién EM

Si observaramos todo, el problema de estimacién maximo verosimiltdee
reduciria a maximizar una funcién. Como partexdes inobservable, no podemos
acometer directamente la maximizaciéndef x (z; 6). Una posibilidad seria sus-
tituir la funcion desconocida por su valor esperado dadareemle muestra que si
conocemos Yy bajo aupuestale qued = ¢'; es decir, reemplazaog fx (x; ) por
Q(0|6") y maximizar esta Gltima

Observemos que para tomar el valor metkaesitamos| valor del parametro
(v si lo conociéramos, el problema de estimaciéon maximosierib ya no tendria
objeto). Una posibilidad seria;

1. (Paso E)CalcularQ(6|¢’) para un valo®’, la mejor aproximacion dé que
tengamos.

2. (Paso M)MaximizarQ(6|0") respecto dé.
3. lterar los pasos anteriores hasta convergencia, si daqeo

La idea es que al ejecutar por primera vez el paso E (de Eslperado, porque en
dicho paso tomamos un valor medio) obtendremos una fun@dnuy similar a
la que querriamos maximizar. Por ello, el paso MNtaximizar) no dara el maxi-
mo de la funcién que realmente deseariamos maximizar, bl @na diferente.
Pero este maximo suministra una nueva estimaciod diéerente de la inicial,
presumiblemente mejor, que nos permite reiniciar el pmces

La idea anterior constituye el nicleo del algoritmo EM, ciigeacion basica
describimos mas formalmente como Algoritmo 1.

Algorithm 1 — Algoritmo EM

1: Fijar valor inicial 0¥ de6.

2: Fijar e {Minima diferencia entre valores sucesivos@gara seguir iterando.}
31+ 0

4: repeat

5: i—14+1

6. Q(0]00) — E [log fx(x;0)100~), y]

7. 09 — argméxy Q(0|001)

8: until {|§0) —90—1| < ¢}

9: éMV — 0

Notese que para calcular el valor esperaddodefx (; 6) necesitamosin punto de partida, es
decir, un valor iniciald’ de 0; el algoritmo EM suministra una pauta para refinar este \aloral
hasta llegar al estimador maximo verosimil.
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Lo que antecede muestra un modo de operar, pero nada gamgutihaya con-
vergencia ni, caso de que la hubiera, que se produzca a undeslanaximizan-
do la verosimilitud, siquiera sea localmente. Bosquejaseahora este resultado,
mostrando que:

1. Cada iteracion del Algoritmo 1 incremenigd).
2. Sila verosimilitudL(#) esta acotada y
Q(g(l’),g(i—l)) _ Q(g(i—l)yg(i—l)) > )\(g(i) _ g(i—l))2

entonce®?) — 4,.

3. Sig0) g,y
0QuI ]
00 7
=60
entonces
[8L(9)] .

Obsérvese que los tres resultados anteriores tomados emjsumto, todavia no
garantizan la convergencia del algoritmo EM,a 0 a un maximo local. Para ello
haria falta mostrar que el valor estacionario de la verdisidié,, corresponde a
un maximo y no a un minimo o punto de silla. Una demostracignpieta que

incluye éste y otros detalles puede encontrarse en Dengistbr(1976).

Teorema 7.2 En el Algoritmo 1, la verosimilitud crece monétonamente.

DEMOSTRACION

De (7.22) deducimos:

LOD) = QOD|pi=1) — H(p®D|gli=D) (7.23)
L) = QO V]elD) — H (9 jpli-D). (7.24)

Restando (7.24) de (7.23) obtenemos

LOW) = L(8% D) = (Q(OW[61) — (oD~ 1))
+  (HO D9y — H(9W]90D)) (7.25)

El primer miembro de la derecha de (7.25) es no negativo pmiodb en que ha
sido tomado el paso M de la iteracién (se maximiz&|6—1)) respecto dé,
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y por tanto necesariameneg(9”) |91 — Q(9(~1|9(~1)) > 0). El segundo
término es necesariamente no negétivor tanto,L(6) — L(#G~1)) > 0.
|

Teorema 7.3 Cuando la verosimilitud esta acotad&(6)) — L., para algin
valor L,. Si, ademas,

QOW]90=1) — QA D g1y > AW — gli—1))2
para todoi, entonce®?) — 0,.

DEMOSTRACION

Una sucesion monGétona acotada necesariamente tiene ta Bsto da cuenta
de la existencia dé., a la vez que garantiza que los términos de la sucdsiét)
deben cumplir la condicion de Cauchy para sucesiones qmnes. Por tanto,
paratoda > 1y p > p(e)

Z(L(Q(P'H) — L") = |LOPT) — L(6P)| < e,
j=1

Y por consiguiente

e > Y (LOPH) — L(rtIY))
Jj=1

v

Z(Q(g(pﬂ)w(pﬂ—l)) — Q(oP+I—D|glrti=1)y)
j=1

> /\Z(g(pﬂ') — grti—1)y2
j=1

> AO@TT) — )2,

Ello muestra qué‘?) verifica también una condicién de Cauchy y en consecuencia
converge a algud,.
|

Establecido qué(® converge, resta por ver que el limite, si es un punto esta-
cionario deQ(6|0), lo es también de la funcién de verosimilitud.

“Puede versé (0 [0¢~) — H(0"~V]9"~1)) como la distancia de Kullback-Leibler (véase
(6.5), pag. 78) entre dos distribuciones de parametroectsps6” y 6~ "), Esta distancia se
minimiza cuand@® = ¢~
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Teorema 7.4 Supongamos quél?) — .. Entonces, bajo condiciones de regula-
ridad suficientes,

DEMOSTRACION:
Derivando en (7.22) obtenemos

aLw)] _ e%wﬂw“—”>] <_[§£ﬁ§@81221 7.26
[ 99 Jo—gw [ 00 9=0()) 00 0=0(1) {729

Es claro que si la iteracion convergé?) y 9(—1) en la expresién anterior pueden
ambos sustituirse pdt,. La derivada ded (0|¢’) se anula pard = ¢’ = 6,. La
de Q(6.|6.) también se anula —en cada iteracion la funcion se maximiza, y
derivada por tanto se anula aunque no hayamos aun logragergencia—. En
consecuencia, el lado izquierdo de (7.26) se anula.

]

7.5.3. Distribuciones de la familia exponencial.

Cuando trabajamos con distribuciones en la familia exptiakrel algoritmo
puede en ocasiones simplificarse de modo notable. Considenena distribucion
cuya densidad escrita en términos de su parametro natmigh€l no conlleva pér-
dida de generalidad) fuera

fx (l’; 9) _ eGb(x)-l—c(G)-i—d(x) )
El logaritmo de la funcién de verosimilitud asociada a un@sta de tamafio es

log fx(x;0) = 1Ogﬁ |:69b(xi)+0(9)+d(:ci)]

i=1
n

= 0 zn: b(w;) + ne(0) + > d(x;)
- 9:;:(;) +O®0) + D(a:)i.:1
Entonces, la expresion (7.16) se convierte en
QOIY) = E |log fx(a:0)0%),y] (7.27)
- E [HT(:I:) +C(0) + D(x)]0, y] (7.28)

= 0T 4 C(0)+ E [D(a:)w(i),y} : (7.29)
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Podemos reemplazar esta expresiondé|d()) en el lugar correspondiente del
Algoritmo 1. Observemos, adicionalmente, que el tltimeniéo en (7.29) no de-
pende dé. Por lo tanto, podemos maximizar respect@d@lamente la expresion
9T + C(0). Incorporando estos cambios al Algoritmo 1, obtenemos gbwt
mo 2.

Algorithm 2 — Algoritmo EM para distribuciones en la familia exponehcia
Fijar valor inicial ) ded.
Fijar e {Minima diferencia entre valores sucesivostdpara seguir iterando.}
10
repeat
t—1i+1
TO — B [T(z)[00Y, y]
() — argmax, (670 + C(9))
until {|0@ —9l-D| < €}
éMV — o)

=

Ejemplo 7.2 El siguiente ejemplo, adaptado de Laird (1993), ilustra el
funcionamiento del algoritmo EM en una distribucion de kaifaa exponen-
cial. Supongamos observaciones procedentes de uan witghribtrinomial
con vector de parametr@ds = (6,02, 65) (uno redundante, al estar cons-
treflidos a sumar 1). Poseemos una muestra tomada al azapletamente
clasificada, como recoge la siguiente tabla:

61 | 02 | O3
21| 9 | 20| n;. =50
ny na2 N3

Hay n;. = 50 observaciones completamente clasificadas; por el comtrari
hayn,. = 15 de las que s6lo sabemos si pertenecen a la clase tercera o a una
de las dos primeras.

Es claro quen 1,n 2,n 3 son estadisticos suficientes p#&apero solo
n g es conocido. El algoritmo EM procede sustituyendpy n o por sus
respectivos valores esperados para obtener una estinde®nObtenida
ésta, se utiliza para recalcular los valores esperades;den 2, y se itera
hasta convergencia.

En el caso que nos ocupa, una estimacioén iniciabdeodria ser la

méaximo verosimil con las 50 observaciones completameasificada¥

2 _ (21 9 20
9(0) - (%7 507 %)

SPodriamos comenzar con un vector arbitrario, pero si tesetigmna aproximacion razonable,
como en este caso, ello acelera la convergencia.
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Tenemos ahora que los valores esperados de los estadfstfmsntes
n.1,n2Yynzdadod = A son:

1) 6"
n,l = 21 + 8 X W ~ 26,6
1 + 2
4(0)
m _ 0
n = 9 + 8 x — = = 11,4
2 950) +9§0)

nly = o7

En esencia, hemos “repartido” las 8 observaciones cuyaipdgm no cons-
ta entre las clases primera y segunda sobre la base de lainfejonacion
disponible acerca d& Con los valores esperados (de y n 2) u observados
(den 3) de los estadisticos suficientes podemos ahora obtenestimaeion
refinada del vector de parametré§) = (258, 114 27y con |a que recal-
cular los valores medios de los estadisticos suficientefoquecisan, y asi
hasta convergencia.




Capitulo 8

Contraste de Hipotesis.

8.1. Introduccion.

Examinaremos en lo que sigue el caso en que existen dosqsosithdos de
la naturaleza, asociados a sendos conjuntos de valoresdaierimparametro: asi,
un estado correspondedac © y otro ad € ©,. Un contraste de hip6tesiss un
procedimiento estadistic{ X ) para escoger entre ambos estados (inobservables)
sobre la base de la informacién muestral proporcionada mevariable aleatoria
X con densidad (o cuantig (z |#). El procedimientd’(X ) puede proporcio-
nar una de dos decisioneg; (= “el estado e®") y d, (= “el estado e®,”).

Frecuentemente, ésta es una eleccién bastante artificied, dos alternativas
ninguna de las cuales tiene visos de ser “exactamenteackesto es particular-
mente cierto cuando se contrastan hipotesis que especifitamico y preciso
valor para algun parametro (conify : 8 = 6p). Sin embargo, como hace notar
Garthwaite et al. (1995), pag. 2, el contraste de hipotesis

“ ...es a menudo un modo conveniente de actuar y subyace a una
parte importante de la investigacién cientifica.”

De que esto es asi da testimonio el uso continuo e intensoeghace del con-
traste de hip6tesis en muchas ramas del saber. Que la nagtablbitualmente
utilizada para contrastar hipétesis no siempre se empladataente, es también
un hecho. Véase al respecto la critica enérgica y virulengadgl contraste de
hipotesis se hace en Wang (1993).

Se dice que una clase de distribucionesiegplesi contiene una Unica distri-
bucién. Es compuesta en caso contrario. Un contraste déekipéera simple si
tanto®, como®O, especifican una Unica distribucion.

101
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Sidisponemos de una funcién de pérdida completamenteifispea, emplea-
remos la teoria examinada en capitulos anteriores paieiar un procedimien-
to adecuado: procedimiento de Bayes (si disponemos ademmarsaddistribucion
a priori paraf), minimax, etc.

Es frecuente, sin embargo, que no haya una funcién de pévddaespeci-
ficada. El contraste se efectia entonces de manera cormahoiinimizando la
probabilidad de error, que puede ser de dos clases: el erriipall (o de tipoa)
consiste en selecciondy cuandd? € ©g, mientras que el error de tipo 1l (o de tipo
() consiste en seleccionds cuanddd € ©,. Denominamosivel de significacion
de un contraste (a veces también llamginafiodel contraste) al supremo de la
probabilidad de error de tipo I:

a ¢ sup Prob{§(X) = d,}
0€©

y potenciall(#) al complemento a uno de la probabilidad de error de tipo II:

me) £ 1-p0) £ 1 Prob{d(X) = do; 6 € 04}

Siempre es preciso establecer un compromiso entre amlossdéerror. Es
habitual fijar el nivel de significaciéa en un valor convencional como 0.01, 0.05
0 0.10y tratar de encontrar el contraste que minimi#3 (o, lo que es lo mismo,
gue maximiza la potencia) de entre todos los que tienen el di significaciéon
prefijado.

En su forma mas sencilla, un contraste de hip6tesis puede gemo particio-
nando el espacio muestral en dos regiones. Una de ellagdimegion criticg
S, agrupa los resultados muestral¥scuya observacion daria lugav@X ) = d,,
en tanto la otra regidiy° agrupa los resultados cuya observacion daria lugar a
0(X) = dy. Alternativamente, un contraste quedaria completamesptecéicado
mediante sdiuncion critica A(x), definida asi:

et [ 1 sizels,
A@)= { 0 siz¢s. ®1)
Si insistimos en obtener un contraste conauprefijado, puede ser preciso com-
plicar ligeramente las cosas. El siguiente ejemplo muestregaso muy simple en
gue no existe una region critica proporcionandoaus- 0,07 (naturalmente, no
hay ninguna raz6n especial por la que en la practica no tarb@s de contentar-
nos cona = 0,05 6 a = 0,08, que si son accesibles; el ejemplo tiene finalidad
exclusivamente ilustrativa).

Ejemplo 8.1 Consideremos el caso en que hemos de contraktar
0 = 6, frente a la alternativdl,, : § = 6,. Las distribuciones asociadas a
cada valor del parametro son las especificadas en la tabiersig:

x 0 1 2 3 4 5
Prob{x;6,} | 0.60| 0.26| 0.05| 0.04| 0.04| 0.01
Prob{z;6,} | 0.10| 0.15| 0.10| 0.25| 0.30 | 0.10




8.2. EL TEOREMA DE NEYMAN—-PEARSON. 103

Si tomamos como estadistico de contraste una Unica ob&emEcg como
region criticaS = {4,5} 6 S = {3, 5}, el nivel de significacién es = 0,05.
Podemos tomar otros puntos en otras combinaciones parseobte- 0,06,
a = 0,08y« = 0,09, pero noa = 0,07

El problema se presenta en el ejemplo anterior debido attesrdiscreto de la
distribucion: no podemos incrementar con la suficiente ditaprobabilidad bajo
0o de la region critica. Tal problema puede sin embargo ress@vescurriendo a
procedimientos aleatorizados.

Ejemplo 8.2 Supongamos que, en el ejemplo anterior, estamos dis-
puestos a considerar procedimientos aleatorizados. Egggodriamos ob-
tener un nivel de significacion exacto de 0.07. Podriamasjpmplo, tomar
unaregion criticé' = {4, 5}, que totalizax = 0,05 y afiadir “parte” del pun-
to x = 3. Para “despiezar” dicho punto, podemos construir unaibtare
con probabilidadj proporcione rechazo dé, y con probabilida(% acepta-
cién deH. Si adoptamos la regla de rechaZay siempre que obtengamos
X =406X =5ydejugar a la loteria indicada cuando obtengatkios 3,
la probabilidad total de rechazo cuartie- 6 es:

1
@ =0,04+0,01+ 7 x Prob{X = 3;0} = 0,07

Para recoger el caso en que nos vemos obligados a realizeasten aleatori-
zados debemos considerar funciones criticas algo mas ef@ampjue la descrita en
(8.1). Un contraste general vendra asi especificado porumeadh critica como:

1 sizest,
AMz)E { 4 size S E(Stus)e, (8.2)
0 sizesS .

St es la region critica, ¥~ la region no critica. El conjunto de puntos muestrales
gue no pertenecen ni a una ni a otra da lugar al rechazo coalplidad~. En el
Ejemplo 8.2,5" = {4,5}, S~ ={0,1,2} y (ST U S™)¢ = {3}.

Observemos finalmente que en términos de la funcion critica:

Potencia =1II(0) =1 — 3(0) = Ep(A\(X))

y para contrastes con nivel de significaciwha de verificarse:

EpM(X) < o V0 € 6,

8.2. EIl Teorema de Neyman—Pearson.

La construccién de regiones criticas para el contraste dénipdtesis simple
0 = 6, frente a una alternativa también simple= 6, resulta sumamente facil (al
menos conceptualmente) gracias al siguiente resultado.
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Teorema 8.1 Sea un problema de decisién consistente en escoger entpodibs
bles estados de la naturalezh,y 6,,. Para cualquiera € [0, 1], existe un contraste
A(z) y una constanté > 0 verificando:

(4)

1 cuandofx(z;0,) > kfx(x;60),
AMz) = v cuandofx(x;0.) = kfx(x;00), (8.3)
0 cuandofx(x;0,) < kfx(x;6p).
EpAX) = a (8.4)

(i) Las condiciones (8.3)—(8.4) son suficientes para gtiran que el contraste
A(x) es el més potente para la hipdtesisfrente ad, al nivel a.

(i) Reciprocamente, si(x) es el contraste méas potente para el par de hip6-
tesis citadas, entonces verifica (8.3)—(8.4) para algulva) a menos que exista
un contraste de tamafio menor que potencia 1.

DEMOSTRACION:

Bosquejamos a continuacion la demostracion. Un mayorlégtakde encon-
trarse en Lehmann (1959), p. 65.
Parao = 0 0 o = 1 el teorema es trivial. Sea:

a(c) & Prob{ fx (x;0a) > cfx(x;600)[00}

Comoa(c) es una probabilidad computada cuadide 6,, podemos desentender-
nos de los puntosg en quefx (x;0y) = 0, y escribir:

alc) = Prob{w>cwo}

fx(X;00)
o fX(X;Ha)
= 1- PrOb{m < C’HO}
_ fX(X§9a)
= 1- OZ(C) == PrOb{m < C|90}

Por tanto,l — a(c) es una funcion de distribucion, no decreciente y continudgpo
derecha, yx(c) es no creciente y continua por la derecha, verifican@eco) = 1
y a(oo) = 0. Para cualquiew € [0, 1] existird por tanto umy verificando:

aleg) <a<aleg)
Sea el contraste:

1 cuandofx (x;0,) > cofx(x;600),
Mz) = ol —ale) cuandofx (x;6,) = cofx(x;6p), (8.5)

0 cuandofx (x;0,) < cofx(x;0p).
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Es facil ver que no hay problemas de anulacion del denomiree! quebrado
gue aparece en la definicion, pues el conjunto de puntos eésteise anula tiene
probabilidad cero. En consecuencia, (8.5) define casi engadto (con respecto
afx(x;0y)) el contraste\(x). El tamafio de dicho contraste es:

E90 [/\(X)] = Prob{% > CQ|90}
a — afcy) Ix(x;0,) — ¢
e PO ey =l )

= «

Esto da cuenta de la existencia. Comprobemos ahora (ii). Sga) el contraste
definido en (8.5) y*(x) cualquier otro, de tamafio no mayor gueky, \* (X ) <

a. SeanSTt, S=,y S~ las tres regiones del espacio muestral en que se verifican,
respectivamente, cada una de las tres condiciones expsesad8.5). Puede verse
que sobre cualquiera de dichas regiones:

/ (A(@) — N (@))(fx (@ 6a) — cofx (@ 60))dz > 0 (8.6)

En efecto: cuand¢f x (x; 6,) — cofx(x;60)) > 0, \(z) = 1, y por tanto(\(x) —
X*(x)) > 0; el integrando es por consiguiente no negativo. Cudifaggx; 0,) —
cofx(x:6p)) < 0, AM(z) =0, (A(z) — A*(x)) < 0,y el integrando es de nuevo
no negativo. Por consiguiente, la integral (8.6) extendid@doS es no negativa,
y realizando el producto en el integrando obtenemos:

/5 (@) — X (@) fx (a0, — / () — X*(@))eo fx(@; 00))dz > 0 (8.7)

S
Potencia(A(X)) — Potencia(A\* (X)) — ¢ (« — Eg,A* (X)) > 0 (8.8)

>0

Por tanto:
Potencia(A(X)) > Potencia(\* (X))

Comprobemos finalmente (iii). Seé(x) el contraste mas potente de tamafio
« parad, frente af,. Sea por otra parte(x) el contraste verificando (8.3)-(8.4).
DenominemosC al conjunto de puntos muestrales verificando:

C={z: [N(x) # M) A [fx(x;0a) # kfx(2;600)]}

Vamos a ver qué€ tiene medida cero, y por tanto ambos contrastes son esencial
mente el mismo. Como ya se ha visto en el apartado (ii):

/S (\() — A (2))(Fx (3 00) — b fxc(; 60))dz > 0
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Pero basta que integremos@(pues fuera d€ el integrando se anula). Por tanto:

/C (\(@) — N (@) fx(@:0)de > K / (\(@) — \* () fx (@; 6o)dac

C
= k(o Eg\ (X))

La integral del lado izquierdo es la diferencia de potengiasl lado derecho —
si A*(x) esté constrefiido a tener nivel de significacion no mayorcgdees no
negativo. Por tanto)(x) seria méas potente qué(x), contra la hipotesis, a menos
queC sea un conjunto de probabilidad cero cuafide 6.

]

Observacion 8.1 Los contrastes pueden diferir én : fx (x;0,) = kfx (x;600)}.
La definicién de cualquiera de ambos contrastes en dicharréfyontera”
no afecta a sus respectivas potencias, y es por tanto aighitra

Observacion 8.2 La decision a tomar depende de la muestra sélo a tra-
vés defx (x;0,)/fx(x;00). No es extrafio que esto suceda. Vimos (Ejem-
plo 3.10) que la razdn de verosimilitudes es un estadistiticiente, y (Sec-
cién 3.6) que los procedimientos de Bayes pueden siempesdsadepender
de estadisticos suficientes. El empleo del teorema de Nefwarson pro-
porciona pues acceso a todos los procedimientos de Bayerw S®vio en
la Seccién 1.10, tal clase completada con sus limites iectunygeneral la
totalidad de los procedimientos que deseamos considetarigibles). La
relacion entre el teorema de Neyman-Pearson y la Teorialdedision es-
bozada en el Capitulo 1 resulta adicionalmente clarificada 8eccion 8.3.

Observacion 8.3 Del contenido de la Seccién anterior se desprende
que la potencia de un contraste varia de acuerdo con laafterconsidera-
da. De hecho, se ha definido potencia (en (8.1)) cam@funciénde . Es
claro pues que, en general, el contraste de tamafiés potente dé, frente
afy no coincidira con el de igual tamafio y maxima potenciédyfeente ab-.
Hay casos, sin embargo, en que un mismo contraste es el nedgfyente
a una clase compuesta de alternati®asSe dice que egniformemente mas
potente (UMP)ara dicha clase de alternativas. Volveremos sobre est en |
Seccion 8.4.

8.3. Teoremade Neyman-Pearsony procedimientos de Ba-
yes.

Sea el problema de contrastar una hip6tesis sirfgle 6 = 6, frente a una
alternativa también simpld{, : # = 6,. Supongamos que hay una distribucan
priori definida sobré, que atribuye probabilidades y &, respectivamente @&, y
-
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Designemos poxy Y ¢, los costes respectivos de tomar equivocadamente las
decisionesly : 0 = 0y y d, : 0 = 0,.

Estudiemos el problema de construir un contragte) cuyo riesgo de Bayes
R¢(X\) sea minimo. Tenemos que:

Re(N) = /ncago)\(:c)fx(a:;ﬁo)da:—i—/ coéa(l = Na)) fx(x;04)dx

n

= /n Az) [cabofx(;00) — cobafx(x;04)] dx
+ / ot fx(@;0)de (8.9)

Como quiera que el segundo sumando de (8.9) no depenklecgicbasta minimi-
zar el primero; y es claro que para ello debemos tomar:

/\(m) = 1cuando CO&an(m; 9(1) - CaéOfX(wQ 90) >0
/\(m) = 0 cuando CO&an(m; 9(1) - CaéOfX(wQ 90) <0

Es decirA(x) = 1 si:

[x(z;60) < coéa
fX(m§9a) cao

que es precisamente la condicion que establece el teoremi@ydran-Pearson
para rechaza#, en beneficio dé,. Hay una diferencia, no obstante: el enfoque
basado en la Teoria de la Decision fija el valor que debe témenkeral a superar
por la razén de verosimilitudes para que se produzca el zedathed,; analizando
(8.10) vemos ademas que dicho umbral depende de la formtwventuente espe-
rable de los parametrasg, c,, &0 Y &a-

El enfoque basado en el Teorema de Neyman-Pearson praporaia familia
de contrastes idéntica, pero el umbral a superar por la @ed&erosimilitudes se
fija estableciendo (habitualmente de modo un tanto ariaijrat nivel de signifi-
cacion deseado. Cuando se disponga de una funcién de péggideificada y de
una distribuciéra priori sobre las dos posibles hipétesis competidoras, el uso de
(8.10) parece lo indicado. En caso contrario, habra de baceso del Teorema de
Neyman-Pearson, con la precaucion de especificar un nivagddicacion tanto
mas pequefio (= un rechazo tanto mas dificil) cuanto mas gewda adopcion
injustificada d&,, 0 mas fuerte sea la creencia de encontrarnostignte

(8.10)

8.4. Contrastes uniformemente mas potentes (UMP).

Se ha indicado ya que, en general, el contraste mas potamerpionado por
el Teorema de Neyman-Pearson depende tanto de la hipétdaiamo de la
alternativa. En algunas circunstancias, no obstante, ulz@ipétesis nuldd, el
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mismo contraste\(x) es el mas potente de tamadfigpara todas las alternativas en
una cierta clase. Se dice queursformemente mas poter{tdMP) en dicha clase.

Ejemplo 8.3 Consideremos una muestra procedente de una poblacion
con distribucion exponencidly (z,0) = 6~ 'e=*/%, 6§ > 0, con ayuda de
la cual queremos contrastaly : § = 6, frente a la alternativa (compues-
ta) H, : 0 > 6,. Paracualquierd, > 6, el teorema de Neyman-Pearson
prescribe tomar como region critica la formada pordogerificando

fX(:v;Oa) - 6‘0 " - ) 1 1
hew = (@) =l a))e

0 equivalentemente
" 6o — 6, 0,\"
oS ()] - ()
- 00\ (00— 00 "
;xz > {logec—nlog (Z)} ( Gob. (}F.ll)

Por consiguiente, todo se reduce a calcular el valor dedlissieo > """ ;| z;

y compararlo con la constante, dada por el lado derecho de (8.11). Dicha
k se calcula de modo quUe ", X; > k bajo H, con la probabilidadx que
hayamos prefijado. En el caso que nos ocpd., X; sigue bajoH, una
distribuciony (6, *,n), y k resulta de resolver

i 1
—x/6p,.n—1 _
e T dr = o.
| o

Por tantok no depende de cuél séa(con tal de qué, > 6,) y el contraste
es uniformemente mas potente en la clase indicada.

Hay una caracterizacion simple que permite detectar léegxig de contrastes
UMP cuando existen. Requiere la siguiente definicion.

Definicion 8.1 SeaX unav.a. con distribuciof ;. (z; 0),0 € ©}. Seafx 4(z |0)
la funcién de verosimilitud asociada a una muestra= (z1,...,x,). Se dice que
{F.(z;0),60 € O} tienerazon de verosimilitud monoétorsapara algun estadistico
T'(x) y cualquierx se verifica

Ixo(x0)
fx(z;00)

siendog(.) una funcién mondtona no decrecientdyy ¢ valores cualesquiera en
© conf > 6.

= 9(T(z)), (8.12)

Ejemplo 8.4 El Ejemplo 8.3 muestra una familia de distribuciones con
una razén de verosimilitud monétona. Si hacerfiés) = >, z;, tene-

mos que
fX\e(iB|9) 0 — 0y
fx(@i6) exp{T(w) < 000 )}’
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que es una funcion creciente @¢x) para cualesquierd 6, € © conf >
Bo.

Se deduce con facilidad de (8.12) que si una familia de bistibnes tiene razon
de verosimilitud monétona,

D@l o @) > e = Ta) > 67(0)
fx(x;60)
Por tanto, el contraste mas potente que proporciona el feaie Neyman—Pearson
es independiente de la alternativa dentro de la familiaidereda: es UMP y puede
construirse haciendo uso del estadisfita:).
Por otra parte, es facil identificdf(x) en las distribuciones de la familia ex-
ponencial cuando existe un contraste UMP. En efectod sed,; para cualquier
distribucion en la familia exponencial,

Fxpl0) _ expfa(0) i, b(zi) + () + 30, dlwi)}
fx(x;60) exp {a(fo) >oiy b(xi) + c(bo) + 325, d(=i)}

= exp {(a(e) —a(00)) > b(xi) + (c(6) — 0(90))} .
i=1

Por consiguiente, si(¢) es funcion no decreciente éela distribucion considerada
tiene razén de verosimilitud monétona, y admite un corgrd#¥iP que puede
expresarse en funcion del estadistico sufici@rite) = > | b(z;).

8.5. Contrastes razon de verosimilitudes generalizada.

Con frecuencia tenemos hipotesis anidadas, del thp:: 6 € Oy versus
H, : 0 € O, en qued, = © — O; es decir, la hipétesis nula prescribe que
toma valores en un subconjunto propio @e Tipicamente H, constrified a un
subconjunto de dimensién menor que ladle

Cuando esto ocurre, bajo condiciones de regularidad quenhelgestimador
MV de 6 asintéticamente insesgado y normal, el resultado a catién permite
construir contrastes que son en ocasiones los Unicos didgmn

Teorema 8.2 Sea el contrastédy : 0 € ©g versusH, : § € ©,, en qued, =
© — Oy, y supongamos que di@,) = r. Bajo condiciones de regularidad como
las requeridas en el Teorema 6.2, pag, 81,

0
A = 2log, (Supeee)o fxo(x| )> ol (8.13)
SUuPgeo fX\e("I’ 10)

DEMOSTRACION:
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Presentamos, por simplicidad, la demostracion para elwadanensional en
gue la hip6tesis nula es simplHy : § = 6y, en tanto la alternativa €3, : § € ©
con dim©®) = 1 (y, por tanto;- = dim(©) — dim(6y) = 1). Sean

0 = supfxp(x|0), (8.14)
6co
U(0) = mog@];);(X"’e), (8.15)
Tenemos que
A = 2]log, fx(X:0) — log, fx(X:0)] . (8.16)

Desarrollando en serie el segundo sumando de la derechal8g €8 torno al
puntoé obtenemos

log, fx(X560) = log, fx(X:6) + [%geg;(“)] (60— )
=0
1 [9%log, fx(X;0) Ao
N { i L:é (60 — ) (8.17)

en qued es un punto entréy y 6, es decir,]é — 0| < \é — 6o|. Sustituyendo (8.17)
en (8.16) obtenemos

A = 2[810g8fXX9]

(6o —
0=0

|:6210gefX( 70:| A

VT (0 — 6p)* (8.18)

=0

= —2(6h—9) Z Ui(0) — (0 — 6o)* Z Ui () (8.19)
=1 =1

Ahora bien, bajo las condiciones de regularidad impuestasstimador maximo
verosimil anula la primera derivada de la funcion de verdisud, y

s [olog, fx(X;0)]
ZUi(Q) - [ 99 ]9 )

por tanto, (8.19) queda reducida a

A = —(6—6)?° (ZU )—ne 0)? (-M).(&zo)

En virtud del Teorema 6.2,

n(f — 00)2-55 1(6) " x 2. (8.21)
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Por otra parted=> 6, (ya qued<=> 0y y |6 — 6| < |6 — 6o

), Y por consiguiente

—n Y UN0) L =t U (b)) (8.22)
j=1 j=1

La expresion (8.22) converge en probabilidad al valor medicada uno de los
sumando promediadogs, [—~U;(0)] = 1(f), en virtud de la ley débil de los
grandes nimeros (Teorema A.2, pag. 148):

_w 2o 1(h). (8.23)

Haciendo uso de (8.21) y (8.23) vemos que la expresion (8d@derge en distri-
bucion a una3.
]

Observacion 8.4 (criterio AIC y verosimilitudes penalizadas)nci-
dentalmente, hay una conexion interesante entre el ctanadn de vero-
similitudes generalizada y el criterio conocido como Alh(formation
Criterion, o Akaike’s Information Criterion).

Supongamos que deseamos comparar modelos con diferenteaden
parametros. Consideremas, por ejemplo, uno cuyo vectoadaetrosd
pertenece &, y otro competidor tal qué € ©, con©, C © y dim(©) —
dim(©) = r. Del Teorema 8.2 deducimos que, béjp,

‘ 0
2log, < SUPgee fx10(Z] )) ~ 2. (8.24)
SUPgeo, [x o(x|0)

Numerador y denominador de (8.24) son las verosimilitudasimizadas
bajo H, y bajo H, respectivamente. Dado qé& C ©, es claro que la
verosimilitud bajoH, nunca sera mayor: no tiene pues sentido una compara-
cion directa de ambas verosimilitudes para escoger entoesmodelos. Si
tomamaos valor medio en (8.24) y dividimos entre dos vemoslogje H,

r

E |log, sup fx jo(x |0) — log, sup [fx jo(x[6) (8.25)
0cO [ASISH)

Es decirjncluso cuanddd es cierta y no tiene objeto seleccionar el modelo
alternativo cond € © — 0O, la verosimilitud de dicho modelo alternativo
sera en promedig unidades mayor, siendola diferencia de dimension
entre® y O, (normalmente coincidente con la diferencia en el nimero de
parametros ajustados). Podria parecer adecuado coasgietosimilitudes
correspondientes a modelos diferentes, restando al togade cada una la
mitad del nimero de parametros utilizadp,Ello las pondria “en pie de
igualdad”, rectificando en valor medio el incremento de senditud que

se produce por el mero hecho de ajustar un mayor niimero de@@aos.
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Asi, en lugar de logaritmos de verosimilitudes, companaoialogaritmos
de verosimilitudes corregidos en valor medio como

A T
log, fx (x, 0w € ©0) — 31 (8.26)
log, fx (@ 0w €©) — = (8.27)

No obstante, preferir el segundo modelo al primero sobrase ke que

T2

8]
)__ 31

log, fX(w,éMv €0 > log, fX(:I:,éMV € 0g) —

0, equivalentemente,

fX(-’B,éMV S 6)
log, &—/————~ —
2 (Oge P - 90)> > (r1—r2),

es tanto como hacer un contraste de hip6tesis de uno fretite Bomando
como valor critico de ung? _,, su valor medio. Ello daria lugar a un
(error de tipo I) inaceptablemente grande. Parece que seniengna penali-
zacion mayor del nimero de parametros.

La expresion,

2log, fx(x, émv) —2r

siendor el nUmero de parametros libres @que hemos ajustado se conoce
como criterio AIC y fue propuesto en Akaike (1972), haciendo de un ar-
gumento diferente. Obsérvese que penaliza adicionalnteergrosimilitud
respecto de la propuesta en (8.26)—(8.27). Discrimina bomgs a favor de
modelos “simples.” Es solo una de las muchas manifestasidaeeina idea
bastante mas general: la de penalizar las verosimilitueesatio que se to-
me en consideracion su diferente “complejidad”, medidardeario por el
namero de parametros ajustados o alguna funcién del niregrardmetros

y el tamafio de la muestra. Sobre esta cuestion volvemos eapéid 9.

8.6. Contrastes de significacién puros

8.6.1. Caso de hipdtesis simples

En ocasiones, deseamos contrastar una hip6tesis sinfespaana alternati-
va. Tipicamente, la hip6tesy que se desea contrastar puede describirse como
una “hipétesisstatu quo” o cominmente aceptada, gue queremos poner a prue-
ba. no tenemos una idea clara de cuales puedan ser lastatemampetidoras.
Deseamos simplemente examinar si la evidencia muestrahasatible conH.

Los ingredientes necesarios para un contraste de estaleatuson:

= La hipétesis nula de interégl.

» Un estadisticd’(X) cuya distribucion bajdZ, es conocida, y sobre el que
adoptaremos la convencién de que valores mayores supon@ayor ale-
jamiento de la muestra del comportamiento esperable igjo
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Procederemos entonces del modo habitual:

1. Realizaremos el muestreo, obtenieado

2. Calcularemos el valor del estadistico de contr&ste& ), correspondiente a
la muestrae. Sea dicho valot,,s = T'(x).

3. Calcularemos,
pobs = PI’Ob{T(X) 2 tObS|H0} 5 (828)

nivel de significacion empirico p-value Para un nivel de significacién
(probabilidad de error de tipo I) prefijada, rechazaremosl Si pos < «,
y no rechazaremos en caso contrario.

Podemos interpretar,,; como la probabilidad cuandf, es cierta de obtener una
muestra tan o mas “rara” que la obtenida. En efecto, valoexsentes d€'(x)
reflejan discrepancias crecientes de la muestra con el gtangiento previsible
bajo Hy. La légica del contraste de significacién consiste pues enamarH
cuando lo que observamos seria “excesivamente raro” entuaaién en qued
prevaleciera.

Ejemplo 8.5 El contraste de ajust¢’ es posiblemente el de mas uso (y
abuso) de entre todos los contrastes de significacién pBirparticionamos
los valores obtenibles de la variable aleatoriak etases,

k 2
T(x) = 2= )" (8.29)
€q

siendon; el nimero de observaciones en la clagsima, ye; el nimero de
observaciones que esperariamos obtener en dicha clasép&j@ase por
ej. Troconiz (1987), p. 245). Valores grandesIdeX) corresponden a dis-
crepancias notables en una o varias clases entre el nUmebsée/aciones
esperado y el que se ha presentado en la muestra.

Si H, especifica por completo una distribucidi{,.X ) se distribuye apro-
ximadamente (para muestras grandes y clases no muy desagptmo
unax;_,.

Obsérvese que estamos contrastando acuerdo de la muestiiy sin
especificar ninguna alternativa, es decir, sin precisauémipdo habria de
presentarse, de existir, la discrepancia entre la muesrdigtribucion pres-
crita por Hy.

Otros muchos ejemplos pueden darse de contrastes de sigidifiqouros: el
contraste de ajuste de Kolmogorov-Smirnov (véase Trodd®i&7), p. 255), con-
trastes de independencia, etc.

8.6.2. Caso de hipétesis compuestas

El problema se hace un poco mas complejo cuando la hipotesigatés no
es simple sino compuesta; es deély, no especifica por completo la distribucién
de la que supuestamente procede la muestra.
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Ejemplo 8.6 La hipétesis de normalidad seria compuesta: no hay una
Unica distribucién normal, sino una familia de ellas.

Cuando esto ocurre, el modo tan simple de operar descrit@miba ya no es
de aplicacion. Podemos quizé encontrar todavia un estadigtX ) que sea buen
indicador de la discrepancia entre el comportamiento deulastrna y el esperable
bajo Hy. El célculo dep,., ya no es en general, sin embargo, tan simple como el
mostrado en (8.28). Puede ocurrir que la probabilidad eadel ierecho de (8.28
sea diferente, dependiendo de la distribucion concretagugideremos de entre
todas las que componéi,.

En general, las hip6tesis compuestas suelen prescribifaariba de distribu-
ciones indeterminadas en el valor de uno o vapasmetros de ruido Asi, en el
Ejemplo 8.6,H, prescribia para la muestra una distribuciéfy, o*) para valores
indeterminados dg y 0. Cuando esto ocurre, hay varias soluciones que podemos
adoptar para realizar el contraste de significacion deseado

1. Estimar el o los parametros de ruido. Esto es tanto comedimla hipote-
sis compuesta en una simple “similar”, individualizanda umica distribu-
cion de entre todas las que comporién

Ejemplo 8.7 Supongamos que deseamos contrastar la hipétesis
de que una determinada muestra procede del muestreo destnitzueli
cién de PoissonP()\). Podriamos estimax por A = N~! Xy
contrastar la hipétesis simple resultante.

Hay que tener presente que, al estimar el o los parametrzsdac
uso de la muestra, estamos seleccionando de entre todéstidmidio-
nes que componeH, una particularmente “cercana” a los datos anali-
zados. Este efecto debera de ordinario tenerse en cuertaletehcion
de la distribucion del estadistico de contras{&X ). Si hacemos uso de
un contrastey? como el descrito en el Ejemplo 8.5, deberemos ahora
comparar el valot,ps con los cuantiles de ur)gjﬁ_g; el grado de libertad

perdido en lay? recoge el hecho de que la distribuciB(lj\) es “la mas
cercana” a los datos de entre todasP43 ), y por este motivo debemos
esperar gque el valor d&(X) sea en promedio menor quesfuera un
valor previamente fijado sin hacer uso de la muestra.

Observacion 8.5 Puede formalizarse la expresion “la mas cerca-
na” empleada en el ejemplo anterior. Si el procedimientastimacion
del o los parametros de ruido es el de maxima verosimilitudidtribu-
cién seleccionada de entre la familia que compaHges la que esta a
minima distancia de Kullback-Leibler de la distribuciéngrnta de la
muestra.

Ejemplo 8.8 (contraste de normalidadpara hacer un contraste
de normalidad —sin especificar la distribucion normal cete+, po-
driamos estimat y o y emplear un contraste de ajuste de Kolmogorov-
Smirnov. Comparariamos asi la distribucion empirica deuastra con
la de unaN (i, ). Siendo el de Kolmogorov-Smirnov un contraste de
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naturaleza asintética, que se realiza con muestras de ¢abaestante
grande, podriamos en general prescindir del hecho de queshesti-
mado dos parametros.

Lo que antecede es una ilustracién y no un modo aconsejado de
operar: hay contrastes especializados como el de d'Agotidase
D’Agostino (1971)) o el de Shapiro-Wilk (véase Shapiro yrfeia (1972)
por ejemplo).

2. Podemos en algunos casos convertir la hipétesis conapeestimple de un
modoad hog como ilustra el ejemplo siguiente.

Ejemplo 8.9 Consideremos el caso en gie~ N(u,00) y de-
seamos contrastdly : © < pp conog conocida. Un estadistico ade-
cuado serid’ (X ) = X, conduciendo al rechazo d#, valores conve-
nientemente “grandes”.

Necesitamos individualizar una entre todas las distrdnes en
{N(u,00)} para hacer el calculo dgs

Pobs = PrOb{T(X) Z tObS|HO} N (830)
tiene sentido entonces calculggs asi:
Pobs = Prob{T(X) > tons N (0, 00)} - (8.31)

Hemos escogido la distribucién en la familiag méas extrema. La logica

de hacerlo asi es quegg|,s calculado bajo dicha distribucién es el maxi-
mo de los que calculariamos bajo cualquiera de las que cangdn
Estamos asi actuando de manera conservadora. La probdlukdob-
tener bajoH, una muestra tan o mas “rara” que la observadacario
MAaximopgps Si pops €S COnvenientemente pequefio, podemos rechazar
confiadamenté.

3. Hay una tercera opcion, que cuando es factible es freemenitte la pre-
ferida. En lugar de estimar los pardmetros de ruido, podestiménarlos
considerando la distribucién condicional sobre un edfiadisuficiente para
los mismos. El ejemplo que sigue ilustra el modo de operar.

Ejemplo 8.10 Estamos interesados en contrastar ajuste a una dis-
tribucioén de PoissofP()), sin precisar\. Disponemos de una mues-
tra X = (Xi,...,X,). Sabemos (ver Ejemplo 3.8, p. 36) gie=
>, X, es un estadistico suficiente pasay que la distribucién con-

dicionada es |
S
x|s) = ——=7—. 8.32
Ixs(z|s) I o (8.32)
Por consiguiente, condicionalmente en el valor observadel esta-
distico suficiente, una muestra como la obtenido tiene uvlzailidad
dada por el lado derecho de (8.32; llamémaslé®odemos computar
Pobs COMO la probabilidad de encontrar, dagle= s, una muestra tan o

mas rara que la obtenida:

s!
Povs= ) o s L (8.33)

b
xeC(s) =1
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siendo

El problema de contrastar si la muestra dada procede d@ (Xjacon

A indeterminado, ha quedado convertido en el problema deastat
si es plausible que la muestra obtenid@roceda de una distribucion
multinomial de pardmetrost, ..., 1).

Ejemplo 8.11 (contraste exacto de Fishek)n caso de gran apli-
cacion (y que ya fue discutido por Fisher) es aquél en quenestin-
teresados en contrastar la independencia entre dos casa@er ejem-
plo, si desearamos contrastar la efectividad de un ciextartriento pre-
ventivo, podriamos administrarlo a un grupo de pacientéargn otros
homogéneos reciben un placebo. Tras un periodo de tiemddapwos
ver cuantos enfermaron de uno y otro grupo y compilar una tatrho
la siguiente ¢;, c2, 71, 72 SON los totales de filas y columnas respectiva-

mente):
Sano| Enfermo
Placebo ni1 19 71
Tratamiento| ns; N9 T
&1 Co

A la vista de la misma, deseariamos contrastar indeperalentre los
sucesos “Tomar el tratamiento” y “Mantenerse sano”.

Bajo la hipétesis de independencia entre ambos caraclenes-
babilidad de estar en la casillg esp;; = p;.p_;, Siendop; y p; las
probabilidades marginales de estar en lafilaen la columngj. Las
probabilidades de cada casilla bajo la hip6tesis de indigeria de-
penden exclusivamente de las probabilidades marginales:y, r1, -
son estadisticos suficientes para las mismas (se compiaeioacnte).
La distribucion condicionada sobeeg, ¢o, 71, 72 de un resultado como
el recogido en la tabla es, bajo independencia, indepetedikerios pa-
rametros: puede comprobarse (ver el desarrollo en, pompége@arin
y Tusell (1991), ejercicio 6.16) que dicha probabilidad es

/ (nclll) (7::122)
T1
Podemos ahora considerar la cldséormada por todas las tablague
pueden construirse respetando los margengs, r1,r2 Yy tienen una

probabilidad condicional menor qué y obtener el nivel de significa-
cion empirico asiposs = Y, o Prob{t}.

8.6.3. Hay que tener en cuenta que.

Los contrastes de significacion tienen algunas pecul@deslajue es preciso
considerar.
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1. Los contrastes de significacién evallan el acuerdo enaamuestra y una
determinada hipotesis nul&ly. No se explicita la alternativa, y ello puede
dar lugar a resultados absurdos por falta de cuidado aphetr los resul-
tados. En particular, una muestra puede ser extremadatnaraébajo H,

y aun serlo mas bajo cualquiera de las situaciones que padeonsiderar
como alternativas. En este caso, es necesario tomar eraegiticitamente
estas alternativas en el proceso de decision.

Ejemplo 8.12 Si hubiéramos de contrastar la hipéteis: X ~
N(0,0?% = 1) frente a toda alternativa, y contamos con 100 observacio-
nes, parece sensato computar como estadistico de contrgstecha-
zar Hy cuandaX no esté incluido en el intervale-1,96,//100, 1,96//100);
esto daria lugar a una prueba conauge= 0,05. Si, sin embargo, la na-
turaleza del problema sugiriera que las Unicas alterrsaigaibles son
distribuciones normales con varianza unitaria y media mgye 5, se-
ria claramente inadecuado rechaz&r con un valor, por ejemplo, de
X = 2. Tal valor seria extremadamente raro bHjp—estaria a veinte
desviaciones tipicas de la media—, y sugeriria su rechageop jain
seria mas raro bajo cualquiera de las alternatias! cuando un con-
traste de significacién no requiera la fijacién de alternasydebemos
estar vigilantes ante situaciones como la descrita, quéeseig una in-
suficiente consideracion de los estados de naturalezalgssib

2. En el caso de contrastes de significacion es particuldeniexyportante dis-
tinguir entresignificacion estadisticg relevancia préactica de la discrepancia
con Hy que el contraste pone de manifiesto. Sobre esta cuestioe paesk
Wang (1993), Cap. 1. El siguiente ejemplo ilustra la nagaaidel problema.

Ejemplo 8.13 Consideremos de nuevo la situacion en el Ejem-
plo 8.12. A efectos practicos, puede acontecer que sezirdik el
gue la media sea = 10~® en lugar de exactamente cero. No obs-
tante, incluso una diferencia tan mindscula seria decasaghificati-
va con probabilidad tan cercana a uno como desearamos snafita
muestral crece lo suficiente. En efecto, si adoptamos uné@regtica
como (—tq/2/v/n, +tas2/+/n)¢, unn lo suficientemente grande hara
quelt,/2/+/n| < ¢, conduciendo por tanto al rechazo Mg al nivel de
significaciona.

Pensemos ahora que todo modelo es, en la practica, unamproxi
cion Gtil, pero no exacta. jSi fuéramos estrictos en rechazeodelo al
obtener un resultado estadisticamente significativo aaiftodo mo-
delo sucumbiria ante una acumulacion suficiente de evideBsto es
claramente absurdo. Deberiamos mas bien preguntarnos snedia
dee representa a efectos practicos una desviacion suficienteadee-
dia cero como para justificar el rechazo de esta ultima hE)t806lo
en caso de que la respuesta sea afirmativa estaria indicagdmuaste
estadistico.
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3. Una peculiaridad de los contrastes de significacion esagorsma eviden-
cia puede dar lugar a interpretaciones diferentes seglmedgimiento de
muestreo. El siguiente ejemplo lo ilustra.

Ejemplo 8.14 Consideremos una moneda cuya regularidég (
Prob{Carg = Prob{Cruz}) deseamos contrastar. Podemos lanzar cin-
co veces una moneda y contar el nimero de “caras” (Experamigmt
lanzar la moneda hasta obtener una “cruz” y examinar el niitotal de
lanzamientos (Experimento 2). Imaginemos dos experindends, ha-
ciendo el primero el Experimento 1y el segundo el Experim&nima-
ginemos que ambos obtienen cuatro “caras” al comienzo y cma™
en el quinto lanzamiento.

Tanto uno como otro se inclinarian a considerar el resuktadwo
evidencia de mayor probabilidad de “cara”, pero aqui adatehacuer-
do. El primero, computarip.,s —la probabilidad de obtener un resul-
tado tanto o mas extremo que el obtenido asi:

pobs = Prob{4 cara$ + Prob{5 cara$
5\ (1 5+ 5\ (1)°
o\4/\2 5) \2
_ 3
- 16°
El segundo, en cambio, calcularia:
pas = Prob{Primera “cruz” en lugar quinto o posterjor
B 1411+151+ +1"*11Jr
\2 2 2 2 T2 2)
111
321-1 16

Ambos experimentadores han obtenido el mismo resultadio, gns-
bargo uno le otorga mas peso que el otro. Es molesto que farieta-
cion que se hace de una misma evidencia dependagies que podrian
haber ocurrido, pero no lo han hecho

Observacion 8.6 Relacionado con el ejemplo precedente: pare-
ceria sensato el célculo anterior plg; si existiera alguna razon para
suponer que la desviacién de la regularidad de la monedapdegr-
se, lo ha de ser hacia una mayor probabilidad de “cara”. Demnass,
el experimentador que hace uso del Experimento 1 deberiardab
Dovs: hay también resultados mas “raros” que el obtenido a causad
anormalmente pequefio nUmero de caxases legitimo esperar a ver el
resultado para decidir sobre qué tipo de desviacioneglgeueremos
considerary en consecuencia sobre el modo en que vamos a computar

Pobs-

4. En ocasiones, se realizan varios contrastes de sigidincaobre la misma
hipotesis, con muestras distintas y arrojando resultagiogue pueden ver-
se como variables aleatorias independientes. Supongars@xgerimentos
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que han arrojado sendp§.y pi. Siendo interpretables como probabilida-
des (de obtener una muestra tanto o0 mas “rara” que la obfenidadoH

es cierta), podria pensarsegn = pj. X pis como un nivel de significacion
empirico sumarizando toda la evidencia disponible. Estaogsrecto: véase
Cox y Hinkley (1974), Cap. 4 y Gariny Tusell (1991), ejergi6il2.

8.7. Contrastes localmente mas potentes

En ocasiones, la hip6tesis alternativa es compuesta y narhagntraste uni-
formemente mas potente. Una tactica que parece sensafa pedmaximizar la
potencia frente a una alternativa “proxima”. Por ejempideisemosHy : 6 = 6y
vs. H, : 0 > 6y, podriamos plantearnos escoger el contrate que pernlisra-
minar éptimamente entrH, y la alternativa simple “local’H, : § = 6 + § para
uné pequeno.

De acuerdo con el teorema de Neyman-Pearson, la regiécaayite da lugar
al contraste mas potente paraaprefijado, seria:

[ fx(@;00+6) }
RC = {w'—fx(a:;eo) > ko b, (8.34)

para algurk,,; o, equivalentemente,
RC = {z :log fx(x;00 + &) — log fx(x;00) > ca} . (8.35)
Consideremos la variable aleatoria
log fx (X060 + 0) —log fx(X;0) (8.36)
y desarrollemos en serie en torno al puf§oTenemos entonces gue
log fx(X;00+0) — log fx(X;0)
= log fx(X;6o) + 6 <

<3log fx (X 9))
00 =60

dlog fx(X;0)

—log fx(X;6p)
)

los términos despreciados en el desarrollo en serie sondé® & y superior, y
por tanto despreciables frente al Gnico incluido cuahde muy pequefio. Cuando
la hipotesis nula es cierta, tenemos (en virtud del Lema §615) que

Olog fx(X;0) B

Ey, 5<T>HJ = 0 (8.37)
dlog fx(X;0) o (Olog fx(X;0)\?

Var 5<T>HJ = §%Ey, <T>9:90(8.38)

= nd*I(6y). (8.39)
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Por consiguiente,

<8long(X6 )
/1 (00)

es una variable aleatoria tipificada que podemos emplean estadistico de con-
traste si conocemos su distribucion. Esta ultima puedeessiotiocida, pero para
n grande, teniendo en cuenta que cuando tenemos obsenscidependientes e
idénticamente distribuidas

6= (8.40)

— |nI(60))* <8logf§<9(X;9)>0 0

log fx(X;0) =log [ | fx(Xi:0) =) log fx(Xi36),  (8.41)
i=1 i=1

cabra esperar un fuerte efecto teorema central del limiteaydistribucién de
(8.40) aproximadamente normal. Rechazaremos pues lahipdtula si

> ZQ/Q, (842)

o)) (LA

siendoz, /, el cuantil adecuado de una distribucidi{0, 1). Alternativamente po-
driamos comparar el cuadrado de (8.42) con el cuaﬁgl.

En el caso en que hay varios parametros, hemos de suéiitom® y modificar
consecuentemente el desarrollo anterior; las ideas saonisasas. El resultado es
también similar: si hay: parametros libres efh, tenemos que bajfl,, asintitica-
mente

U(6o) (nI(60))~"U(Bo) ~ Xi, (8.43)

en que

Oonfx(Xit) || Os[X0)) (g ay

(%) 90 (1) 00 1)

y 6;) es lai-ésima componente dk Se conoce a este contraste cosnore testo
también como contraste multiplicador de Lagrange.

A la vista de (8.37) y (8.39) podriamos pensar también errasteis haciendo
uso de:

0) N 2 (8.45)
H,
0) N Xi; (8.46)

(0 — 80)'(nI(60)) " (6 —
(0 — 680) (nI(8))7}( -

ambas son versiones asintéticamente equivalentes dehstntde Wald. Véase
Garthwaite et al. (1995), p. 89.



Capitulo 9

Maxima verosimilitud,
complejidad y seleccion de
modelos

9.1. Introduccion

William de Ockham (12907-13497?) propuso como criterio galaccionar
lo que hoy llamariamos modelos el prescindir de complicesannecesarias; el
«no multiplicar las entidades sin necesidad.» Entre doblessexplicaciones de
un mismo fenémeno, Ockham sugeria asi que retuviéramos dasimgle. Un
principio que se ha popularizado como «la navaja de Ockham.»

Es dificil —tal vez imposible— justificar tal recomendaciénpretendemos
hacerlo con rigor. Se puede ver como una regla de econoreiadntal. Pero ha
de ser la adecuacion entre modeyorealidad lo que guie nuestro esfuerzo, si so-
mos realistas; no nuestra comodidad intelectual. ¢ Por emdd de preferir ex-
plicaciones simples si el mundo real, en muchas de sus rstatienes, parece
extremadamente complejo?

Quiza la mejor linea de defensa argumental de la recoménmddei Ockham
pueda basarse en su extraordinario éxito. La busqueda tieagignes «simples»
ha sido un criterio que ha guiado la perspicacia de los fiepdicasi invariable-
mente hacia «buenos» modelos: modelos con relativa gracidapl explicativa

!Siendo acaso muy impreciso con el lenguaje, utilizo «modelara designar un mecanismo
formalizable en ecuaciones matematicas que suponemokcaexpn fenémeno.
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que frecuentemente se funden armoniosamente con otrosfizaciones progre-
sivamente mejores. Esto ha sucedido en Fisica y tambiémandisciplinas.

Pero ¢,qué es simple? Porque para seguir el consejo de Oclkdtasitamos
saber cuando uno de dos modelos es mas simple que otro.

Hay casos en los que hay poca duda. Entre dos modelos quergomen
predicciones igualmente buenas, si uno hace uso de todesipoestos de otro
y alguno adicional, preferiremos el primero. Hablaremosaticaso de modelos
anidados.

Pero esto es la excepcién y no la regla. Mas bien se nos paesamfrecuen-
cia el caso de modelos «solapados» o incluso aparentendisj@n¢os.» Se hace
mucho mas dificil en este caso decidir cual es el mas simp#d.problema sélo
puede complicarse cuando tenemos modelos estadisticagrquen un grado di-
ferente de explicacion o ajuste de la evidencia empiricaégi@bemos preferir: un
modelo muy simple, que sélo imprecisamente parece darauehfenémeno de
interés, u otro que logra gran precision al coste de una @jiai@ll mucho mayor?

¢ Qué precio debemos pagar por la simplicidad en términogleiacion de
los resultados proporcionados por nuestro modelo a los detdes? O, alternati-
vamente, ¢qué complejidad adicional esta justificada ponejor ajuste a la evi-
dencia?

Ejemplo 9.1 Consideremos el caso en que tratamos de establecer un
modelo de regresion relacionando la talla y el peso de urcthadede per-
sonas. Imaginema¥ pares de valorefTalla;, Pes@). Cabria imaginar una
relacion lineal entre ambos, o una relacion polindmica (quia luz de la

naturaleza de los datos, presupondriamos facilmentea)ilis decir, pode-
MOS pensatr, entre otras, en las siguientes dos relaciotiesialia y Peso:

Pesg = [+ G Talla + ¢ (9.1)
Pesg = [+ AiTalla; + Bo(Tallay)? + Bs(Talla)® +¢e.  (9.2)

Los 3; son parametros y es una perturbacion aleatoria inobservable que
diluye la relacion entre las dos magnitudes objeto de extdds personas de
la misma talla no necesariamente tienen el mismo peso. Esqla (9.2) es
un modelo mas complejo que (9.1), que puede verse como uipaetszular
de aquél.

No sélo podriamos pensar en dos relaciones como las citadseg(nda
de las cuales siempre proporcionara un mejor ajuste queneefa, si nos
dejan escoger los parametros). Podriamos pensar en un@mefiancional
ajustand@erfectamenttos datos. Por ejemplo, un polinomio de grade- 1
(suponemos que no hay abscisas Tabpetidas). Intuitivamente, parece que
tal relacion funcional es mucho mas compleja, y aunque skagulos N
puntos muestralefiiera perfecto, seriamos bastante reticentes a aceptar un
polinomio de grado muy elevado como modelo adecuado de Umeide
subyacente entre talla y peso.

El ejemplo anterior sugiere que el nUmero de parametros aeagtelo es un
candidato a medir su complejidad. También que, a mayor nudeparametros —
si trabajamos con modelos anidados—, mejor ajuste del medels datos mues-
trales. Sin embargo, en una situaciéon como la anterior @odrs acaso preferir una
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relacion cubica a una lineal —la mejora de ajuste quiza sJaledos parametros
adicionales de «complejidad»—, pero seriamos reticengelsngtir como modelo
un polinomio de gradav — 1.

Este tipo de planteamiento se ha hecho desde largo tiempy, yrhsin nime-
ro de criterios de bondad de ajuste que dan orientacionasdpémir el conflicto
ajuste—simplicidad. Volveremos sobre ellos mas tardecmasiderar brevemente
las ideas de Kolmogorov, Chaitin y Solomonoff. A la luz de satdbucion —y
a la de la precedente y fundamental de Shannon— se puedetradrab estadis-
tico desde una nueva 6ptica, que ha encontrado un enérgicibapte valedor en
Rissanen (véase Rissanen (1989)).

9.2. Laldgica maximo-verosimily la eleccion de modelos

9.2.1. Criterio maximo verosimil y modelos con diferente nthero de
parametros

Es interesante ver el parentesco del principio de maximasirailitud con la
«navaja de Ockham.» No es la misma cosa, pero si muestra simititud: evitar
el pensar en sucesos infrecuentes cuando hay alternatdsgplausibles que dan
cuenta de lo que observamos es un modo de buscar simplicidad.

Es preciso enfatizar que mientras el método maximo-veibetmfrece pro-
blemas en la estimacion de los parametros de un modelo, ndizesble tal cual
paraescoger entre modelos con diferente niimero de paramét®modelos mas
parametrizados tenderan a dar valores mayores de la fudeigarosimilitud, sin
que ello suponga que sean mejores. El siguiente ejemplosésaiivo.

Ejemplo 9.2 Supongamos cien monedas, aparentemente idénticas, ca-
da una de ellas con dos caras que denotamos por «cara» (Q)z»<ei).
Imaginemos que cada una de ellas tiene probabiliddelproporcionar C en
un lanzamientdy correlativa probabilidad — 6 de proporcionar '+’

Lanzamos las cien monedasy obtenemos el resuttaddz, . . ., z100)
con sesenta 'C’ y cuarenta '+'. La Teoria de la Probabilidatida que si la
probabilidad de 'C’ e¥, la probabilidad del suceso considerddizne dada
por,

Plxlo) = 6901 - 0)%; (9.3)

un sencillo célculo muestra que el estimador maximo veribsiend (que

hace maxima (9.3)) eé = 1%. El correspondiente valor dB(x|f) es=
5,9085 x 10730, Llamamos verosimilitud de la muestta= (1, ..., x100)

a la expresioén (9.3) vista como funcién @leEl maximizar dicha expresién
respecto d& supone entonces escoger el valor del pardmetro (estado de la
Naturaleza) que hace mas probable un suceso como el observad

2Con lo cual, para simplificar, queremos decir que imaginaguesen una sucesion muy larga de
lanzamientos tenderiamos a observai@@dde 'C’ y el resto de '+'.
3Es decir, sesenta «caras» y cuarenta «crusesisamenten el orden en que han aparecido; si

prescindiéramos de considerar el orden, la cifra dadadadbrimultiplicarse p0(16000).
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Una alternativa seriaimaginar que cada moneda, pese asentgmen-
te idéntica a las restantes, tiene su propia probabilidgdaj®orcionar 'C’ 6
'+, La expresion (9.3) se transformaria entonces en

P(x|0) He H (1-6;) (9.4)

en que el primer producto consta de sesenta términos y eldegle cuaren-
ta. Siendd) < 6 < 1, (9.4) se maximiza dandot, k = 1, ..., 100, valor
1 6 0, segun la moneda correspondiente haya proporcionaalo cauz. El
valor maximo de (9.4) es asi 1.

Es poco natural atribuir a cada moneda una probabiltdate «cara»
diferente, habida cuenta de que parecen iguales. Obvianattacerlo ma-
ximizamos la probabilidad de observar algo como lo acodtegcon la elec-
cion referida de los cien paramets. . . , 6190 €l suceso observado pasaria
a tener probabilidad 1, lo que hace el suceso casi segureh&argo, aparte
de poco atractivo intuitivamente, el modelo es claramerite complejo que
el que usa sélo un parametro, y dificilmente seria adoptadoagie. Y ello
a pesar de que tendria 6ptima capacidad generadora de ltadestomo el
observado.

Observacion 9.1 Un fenémeno similar al que el ejemplo anterior mues-
tra en un caso un tanto artificial y extremo se presenta cugiationos de
seleccionar un modelo de regresion lineal. En presenciamhealidad en las
perturbaciones, es facil ver que el valor de la verosindldecrece monéto-
namente al crecer la suma de cuadrados de los residuos &S3&dcionar el
modelo dando lugar al maximo valor de la verosimilitud, seduivalente a
tomar aquél con minima suma de cuadrados. Esto a su vez énfgliarecer
los modelos excesivamente parametrizados, porque lssidolde un nuevo
regresor siempre hace disminuir (0 por lo menos no aumedg&i)

Como conclusion provisional de lo anterior, el criterio mdx verosimil es
intuitivamente atrayente, aparte de tener propiedades daesgables en grandes
muestras (véase por ejemplo, Lehmann (1983); Cox y HinKI&y4)); pero no
puede tomarse en consideracion para comparar modelos coyaejidad —en
un sentido aln por determinar, pero que parece tener muehaegeon el nimero
de parametros— es muy disimilar.

9.2.2. El criterio AIC

Akaike propuso (ver Akaike (1972), Akaike (1974) reimpresddkaike (1991))
un criterio de seleccion de modelos que toma en cuenta elnoltheeparametros
ajustados en cada uno: busca con ello corregir la tendestieriterio maximo
verosimil a favorecer los modelos mas parametrizados. itetiorAIC enlaza con
trabajo anterior del mismo autor (ver Akaike (1969), Akaijk870)) y fue la pri-
mera de una larga serie de propuestas similares. Examioaremlo que sigue su
fundamento siguiendo los trabajos Akaike (1991) y de Le2000).
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Consideramos el caso en que con una muestra de taiidfemos de selec-
cionar uno entren modelos. Cada uno de ellos se caracteriza por pertenecer su
vector de pardmetrad a un diferente espacio paramétri€d,. Se verifica

. OF C Okt C ... O (9.5)

denotamo®),, € O, al vector de parametros correspondiente al moéletsimo,
y 8 a su estimador maximo verosimil.

Ejemplo 9.3 Consideremos modelos autorregresivos de érdenes cre-
cientes,

X =0 Xy 1+4+... 40X 1 +e (96)

tenemos qué = (64, ...,0;)’ ylos vectores de parametros de los diferentes
modelos toman valores en espacios anidados.

Para contrastar la hipétesi§, : 0 € O, frente aH, : 0 € O, ¢ > k,
podemos recurrir al estadistico razén generalizada dsineifitudes (Seccion 8.5,
pag. 109). En efecto, baj, tenemos que

méxg. o fx($;9)> 2
—2log, €k ~ X7 9.7
g <maXee®[ fX(w;o) Xe—k ( )

y rechazaremogi, si el estadistico en el lado izquierdo excede el valor critic
X7 .- NO habria ningtin problema si dejarambfijo. El problema se presen-
ta cuando al crecer el tamafio muesthgl crecen tambiérk y £. En tal caso,
maxg. o, fx(x;0) puede llegar a ser una estimacion completamente distarsion
da —optimista— debido al gran numero de parametros ajust&tiariterio AIC

da una respuesta a este problema. Consideremos la expresion

[ fx(aibu)1og, <M> dw] . (0.8)

By Fx (@ 00)

Observemos que, para un cieo= 9(Y), la expresion en el corchete es (con
signo opuesto) la distancia de Kullback-Leibler entre lessiladesfx(x;0) y
fx(x;0¢). Maximizar dicho corchete equivaldria a maximizar

[ #x(ai00)10g, fx(@:6)d Zloge fx(=,0), (99

lo que muestra qué deberia ser aproximadamente el estimador méximo verosimil
Limitarse a maximizar el corchete estaria sujeto a los proht derivados de tomar
como modelo el que maximiza la verosimilitud (Ejemplo 9.2 lgs€rvacion 9.1
mas arriba). Pero la propuesta de Akaike es diferente: poptaximizatodala
expresion (9.8).
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Para convencernos de la razonabilidad de (9.8) como egprasmaximizar
podemos reescribirla en términos de Teoria de la Decisgémerfios que

£(00.0) = — [ fx(a:00) 10g, (%) iz (9.10)

es una medida razonable de la pérdida derivada de selecelomedelo corres-
pondiente & en lugar del “correcto”, correspondient®@ El riesgo

r00(0) = By [L(80,8(Y))] (9.11)

coincide entonces (salvo en el signo) con la expresion psipupor Akaike, de
manera que maximizar (9.8) es equivalente a minimizar efjag€9.11).

La expresion (9.11) depende @g, y no es por ello directamente minimizable.
Pero

5 _ Fx(x;0x(Y))
27'90(0k:) = EY,X —210g8 (W)] (912)
o - fx (@i Ox)
~ _521 e<fx(%ao)> (9.13)
= Dy(fk.60). (9.14)

Dado queDn(ék, 0p) no es evaluable (depende @), podemos tratar de estimar
276, (Or) POr D,, (@1, 0,); si la parametrizacién “correcta, se encuentra entre
las consideradas, entonces, al ajustar el modelo méas pazade 8, 6y y
podriamos esperar qu@,, (0, 0,)—~ D, (0, 86,). Este no tiene por qué ser el
caso si/ — oo cuandon — oo: en tal casoDn(ék,ég) sera una estimacion
optimista deDn(ék,Oo), debido al gran nimero de parametros empleado en su
denominador. El criterio AIC busca corregir este sesgamipta obteniendo una
estimacion aproximadamente insesgada)geék, 0p).

En lugar de utilizar la funcion de pérdida directamente mogisemos de apro-
ximaciones de segundo orden como

L(eo, 0) ~ L(Oo, 00)—|—[L/(00, 0)] 0—6o (0—00)—|—(0 — 00)/ [L//(eo, 0)] =00 (0—00);
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bajo suficientes condiciones de regularidad,

£00.0)pay =[5 [ Ixmonon (55 ) 4],

dlog, fx(x; 0)}
/ —fx(x; 09 [ 20 oo T

= / fx(x; 00 (x 60) [aefX(w;9)}9:(90da3
— [—(%/fx(fﬂ?o)dwhzeo

= 0.
En consecuencia,
L(69,0) ~ (6 — 6,)'L" (80,0)(6 — 6y). (9.15)
Como (véase la Definicion 5.1, pag. 62)

[L"(60,6)] = I(6y), (9.16)

(6—60)
en quel(6y) es la informacion de Fisher contenida Xn tenemos que
L(60,0) ~ (6 — 60)'1(60)(0 — o). (9.17)
Definamos(., .) (g,) asi:
(@,b)1(99) = a'I(B0)b, (9.18)

y consiguientementﬁaa||§(00) =a'l(fg)a. Sea
o= arg min 180 — 117 60) (9.19)

es decir, la proyeccion d#& sobre©; en la métrica inducida pd, .) ;(g,)- Tene-
mos entonces que:

L(69,0k) ~ (By —60)'1(60)(0r — o)
= 16k — B0ll7 gy
= [0 — G0kl 795 + 1601k — Boll7(60)
+(0k — Bo|k, Oojx — 00)1(00)- (9.20)

Consideremos ahora

~

nDy(00,001k) ~ n(Bo—Oox) 1(80)(00 — Oo)x,)

D
nD,, (0, Oo|x) () — Oopx) '1(80) Ok — Oo|)-

Q
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Cuandon — oo, 8 — 8o y O, — 6. Supongamos que — oo de modo que
o). — 6 ala velocidad suficiente (basta qmé(o — 8o|1.) /> 00.) Entonces,

nDy,(80,001x) ~ nl/(Bo — Bo1k) 7 (60)
nDy(Ok, Ooik) =~ nll(Ok — Ooj)ll7 (g0
y tomando la diferencia de ambas expresiones,
nDy(k,00) = nl|(60 — Oopie) |17 160) — 7l (Ox — Bojre) 7 00)
=100y — 017 (g) + 7l100 — 0179y (9.21)
— 2n(B0 — 0,801 — 60) 1(6) — 1|0k — Boicll (6

Haciendo uso de (9.20) y (9.21) y tomando valor medio, lodyetos internos son
aproximadamente cero en comparacion con los otros térmita®mos:

E |nL(0,0k) — nDy (O, éo)} = E[”Hék — Bojkl () + 11001k — 011765

— 200k — Oojx, Oo. — 0) 1(8) — 11/|60 1 — 0117 (60)
n||6o — 0117 (00) + 2n(fo — 0,00 — 0) 1(0)

+ 1185 — Oojk3 gy |
(9.22)

Cancelando términos de signo opuesto nos queda:
E [nL(8,8x) — nDy(Bx, 00)| = 201165 — Bol} a) — 1180 — 01, (9.23)

Por lo tanto, el sesgo en que incurrimos al aproxims4nL (0, 6;)], que es lo
que deseariamos utilizar, pﬁi{nﬁn(ék, 90)], gue es lo que podemos utilizar, es
la suma de los dos términos en (9.23). El ultimo de ellos espeaddiente dé,

y podemos prescindir de él. El primero tiene valor mezfio Por consiguiente,
adoptaremos como modelo el que corresponéa minimizando

nD,(0x,0¢) + 2k, (9.24)

lo que a la vista de la definicion de, (0, 8¢) en (9.12) equivale a minimizar
2 & ~
AIC (k) = —= > log, fx(xi; k) + 2k, (9.25)
n i=1

expresion habitualmente utilizada como definicion dekdatAIC.



9.3. TEORIA DE LA INFORMACION 129

9.3. Teoria de la informacion

Precisamos de un ultimo ingrediente antes de introduciot@n de comple-
jidad segun Kolmogorov-Chaitin-Solomonoff, y su apliéasientre otras, estadis-
tica. Es la Teoria de la Informacién, para la que Shannon8)1@4impreso en
Shannon y Weaver (1949)) continGa siendo una referencaafoental ademas de
facilmente accesible a no matematicos. Otros textos inttodios son Abramson
(1966) y Cullman et al. (1967).

Supongamos una fuente aleatoria de simbalgs. . , a; que genera una su-
cesion de los mismos con probabilidades respectivas . , p,. Supongamos que
simbolos sucesivos se generan de modo indepentliedites planteamos el pro-
blema de codificar (por ejemplo, binariamente) el flujo debsilws, de tal modo
gue la transmision de los mismos pueda hacerse con el minimeno de digitos
binarios en promedio.

La solucién es bastante obvia, y no se separa de la que Samust lsldoptd
sobre base intuitiva al disefiar el codigo que lleva su nombeervaremos pala-
bras de cddigo (digitos binarios, o combinaciones de ellositas» a los simbolos
gue se presenten con gran probabilidad, y asignaremos taayt® longitud a los
simbolos méas improbables. De este modo, gran parte deldiestaremos trans-
mitiendo palabras de cédigo cortas

Shannon dio base matematica a esta intuicién, obteniegdoad resultados
de gran interés. En lo que sigue, sélo se proporcionan vexsisimplificadas de
algunos de ellos, que no obstante retienen bastante deesésit evitan compli-
caciones formales. Pero bastantes enunciados podriaraseyemeralés

Central a la Teoria de la Informacién es el concepterdmpia Sitenemos una
fuente aleatoria como la aludida al comienzo de la seccémemgndd: simbolos
independientemente unos de otros con probabilidadesates®p1, . . ., px), la
entropia de la fuente (o de la distribucién asociada a elmevdada por

k
def
H(p) = —Zpi10g2pz’,
i=1

con el convenio de quelog, p = 0 sip = 0. La funcién H (p) tiene bastantes
propiedades interesantes. Una de ellas, inmediata, esecareuta cuando la dis-
tribucién de simbolos se hace causal —es decir, cuando lokirse genera con
probabilidad 1 y el resto con probabilidad cero—. Alcanzangximo cuando la
distribucion es lo mas difusa posible —en el caso de unahiiston discreta que
puede dar lugar & simbolos, cuando cada uno de ellos tiene probabil@aié
aparecer—.

4Es decir, que la fuente es de memoria nula. Se puede extentimria a fuentes markovianas
en que este supuesto esta ausente.

"Morse reservé el para la letrae, muy frecuente en inglés, reservando para simbolos bastant
mas infrecuentes los cédigos mas largos (por ejemplo e] 8eomdificado mediante--- ).

SEn particular, las distribuciones utilizadas podrian settiauas en vez de discretas, y los loga-
ritmos en cualquier base, en lugar de binarios.
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Cuadro 9.1: Ejemplo de construccion de cédigo de Fano-$imann

Simbolo| p; | Bi=)._;p; P; L(i) = [—logy p;| | Codigo
ax 0,500 0 0.000000. . 1 0
as 0,250 0,500 0.10000Q. . 2 10
as 0,125 0,750 0.110000... 3 110
as | 0,125 0,875 0.111000.. . 3 111

Un resultado muy facil de demostfaes el siguiente:

Teorema 9.1 Para cualesquiera distribuciones discretas asignandpeesvamen-
te probabilidadesp,...,px) ¥ (q1,...,qx) ak simboloSay, ..., ax), se tiene:

k k
- Zpi logoqi > — Zpi logs p;. (9.26)
=1 i1

Hay otros interesantes hechos en los que la entropia juegapei central. Por
ejemplo, la mejor codificacion que podemos hacer de los sasljo, ..., ax)
requiere en promedio un nimero de digitos binarios por domdmntado inferior-
mente porH (p). Esto es intuitivamente coherente con la interpretaciéalydida
de la entropiaH (p) muy baja, significaria distribucién de las probabilidade$od
simbolos muy concentrada (dando gran probabilidad a uno®pwcos simbolos,
y poca al resto). Ello permitiria codificar los pocos simbalauy probables con
palabras de c6digo muy cortas, y sélo raramente hacer usalalargs mas largas
(para los simbolos mas improbables).

Ejemplo 9.4 (cédigo de Fano-Shannonjeamos un modo de hacerlo.
Supongamos una fuente generando cuatro simhglaes, as, a4 ordenados
de acuerdo a sus probabilidades respectivags, p3, p4. Supongamos que
éstas son las que se recogen en la segunda columna del Cuad&e8
P, = Zj<ipi como se indica en el Cuadro 9.1. Las palabras de codigo se
asignan tomando una parte de la expresion binari&;dde longitudL(7)
igual a— log, p; redondeado a la unidad superior. Intuitivamente, es fécil v
gue el codigo anterior es razonable: asigna palabras caf@s simbolos
mas probables —que ocupan las primeras posiciones en datapprogre-
sivamente mas largas al resto.

El codigo de Fano-Shannon comparte con otros una propiesade)deriva
facilmente del proceso constructivo que hemos seguidasévpar ejemplo Liy
Vitanyi (1993), p. 63) y que es aparente en la ultima columaelaGliadro 9.1:
ninguna palabra de cédigo es prefijo de otra de longitud m&gsrejemploga, se

"Véase por ejemplo Abramson (1966), p. 30.
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Figura 9.1: Arbol binario completo de profundidad tres

codifica porl0 que no es comienzo de ninguna de las dos palabras de cédigo de
longitud tres {10 y 111). Esta propiedad —Ila de ser un cédidgwe de prefijoso
instantanegermite decodificar «al vuelo». Cuando observad®ssabemos que
hemos llegado al final de una palabra, que podemos decodiboanas; esto no
ocurriria si nuestro c6digo incluyera palabras cdifa .

Los cédigos libres de prefijos tienen longitudes de paldljia verificando la
llamadadesigualdad de Kraftrecogida en el siguiente

Teorema 9.2 La condicién necesaria y suficiente para que exista un colifige
de prefijos con longitudes de palabfd1), ..., L(k) es que

> ot < (9.27)

DEMOSTRACION®:

La demostracion es muy simple. Pensemos en todas las [sos#bédras de to-
das las longitudes dispuestas en un arbol binario como@gidz en el Grafico 9.1
(truncado a la profundidad 3). Si utilizdramos como pakloi& cédigo todas las
de longitud 3, tendriamak(i) = 3y 27D = { parai = 1,..., 8y la inecuacion
(9.27) se verificaria con igualdad.

Si escogemos una de las palabras de longitud inferior (utmsdedos que no
son «hojas» en el Gréfico 9.1), el requerimiento de auserqgadijos nos obliga
a prescindir de todas las palabras correspondientes a rbijos». El Grafico 9.2
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Figura 9.2: Arbol binario truncado

oo

representa un arbol truncado con cuatro nodos terminalesjas», junto a las que
se ha escritd=~(), Vemos que el tomar eéhobliga a prescindir d&1, 00, y todos
sus descendientes; pe2o! —contribucién ded al lado izquierdo de (9.27)— es
igual a la suma de las contribuciones a dicha expresiéon ds fod descendientes
de los que hemos de prescindir.

Por tanto, trunquemos como trunquemos el arbol binariayfeasde2 =) ex-
tendida a sus «hojas» o0 nodos terminales sera siempre 1sigadielad (9.27) sélo
es estricta cuando despreciamos algun nodo terminal araonsuestro codigo.

]

Podemos ya bosquejar la demostracion del siguiente rdsulta

Teorema 9.3 Dada una fuente aleatoria con entropid(p) = — ), pilog, p;

cualquier cédigo instantaneo precisa un promedio de al méh(p) digitos bina-
rios de cédigo por simbolo. Es decir, si la palabra codificand tiene longitud
L(i), se verifica:

Y pil(i) > = pilogy pi (9.28)

DEMOSTRACION:
Definamos
2—L(i)
¢ = W, (9.29)
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con lo que

logy g = —L(i) —log, (ZQ—L@) > —L(i). (9.30)

La desigualdad anterior junto con el Teorema 9.1 propoatiantonces de inme-
diato (9.28).

Obsérvese que el codigo de Fano-Shannon Hagja~ — log, p; (redondeaba
ala unidad superior): aproximadamente lo correcto. Varifec(9.28) con igualdad
si—logy p; (i = 1,. .., k) resultaran ser siempre nUmeros enteros. En cualquier ca-
S0, el resultado que nos interesa es que para codificar utoeleeprobabilidag;,
el cédigo libre de prefijos 6ptimo requiere del orden-deg, p; digitos binarios.

9.4. Complejidad en el sentido de Kolmogorov

9.4.1. Informaciény complejidad

Estamos ya en condiciones de abordar la nocién de complejatpin Kolmogorov-
Chaitin-Solomonoff.

De cuanto se ha visto en la Seccion 9.3 se deducéogye; mide aproxima-
damente la informacién contenida €n Se da sin embargo una paradoja, ya puesta
de manifiesto por Laplace (véase por ejemplo Cover et al9)1.9%8ue sugiere em-
plear como medida de la complejidad @dealgo diferente (aunque intimamente
relacionado con lo anterior).

Imaginemos las dos siguientes cadenas de digitos binarios:

0000000000000000000000000000000
0011010001011101010001010111011

Ambas tienen el mismo nimero de digitos binarios, 31. Siinaexos el con-
junto de todas las cadenas de 31 digitos binarios —2Hagiferentes— y tomamos
de ellas una al azar, cualquiera de las dos exhibidas tienisitaa probabilidad de
aparecer2~3l. Sin embargo, deseariamos asignar a la primera una codauoleji
menor que a la segunda. Un modo de racionalizar esto es geenpsdransmitir
la primera a un tercero mediante una descripcién muy paneEnta y un Ceros.»
La segunda requiere una descripciébn mas verbosa, que apkmas podria ser
mas escueta que la cadena mi8ma

8Esto es lo que caracteriza a las cadenas binarias «tipigsse por ejemplo Liy Vitanyi (1993).
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9.4.2. Complejidad de Kolmogorov

Una idea prometedora en linea con la discusion anterior fogupsta en los
afios sesenta por Solomonoff, Kolmogorov y Chaitin, de nsamnetependiente
unos de otros y con ligeras variaritea complejidad de Kolmogorogte una ca-
dena binariar es la longitud del minimo programacapaz de computarla. For-
malmente,

Cr(z) = min{i(p): f(p) =z}. (9.31)

Por razones técnicag,en (9.31) debe ser una funcién recursiva —el tipo de fun-

cién que puede computar una maquina de Turing—. Naturaémehprograma»

p que, al ser ejecutado por el «computadgpproduce la cadena, depende de

f. Sea cual fuere, podriamos imaginar un «computador» especializado que tan

pronto se pone en marcha imprime—es decir, que requiere un programa de lon-

gitud /(p) = 0 para computas. ¢ Implicaria esto que la complejidad des cero?
No. La complejidad de relativa a la maquina de Turing que compyitaen-

dria dada por (9.31). Relativa a otra maquina de Turing céamglo la funciéry

seriaCy(x), definida analogamenteGy (x). Definiremos la complejidad de Kol-

mogorov en relaciéon a una maquina de Turing universal —urguima que con

el programa adecuado puede emular cualquier otra—. No rayinina maquina

universal, pero para dos maquinas universales de Turinguiamdo las funciones

u Y vy para cualquier cadenase verifica

|Cu(z) — Co(2)] < cup, (9.32)

en quec, , €S una constante que depende:dede v, peronodex.

Ejemplo 9.5 En Liy Vitanyi (1993) se propone una ilustracion de lo
anterior que ayuda a la intuicién a ver el sentido de (9.32) ldnguajes
de alto nivel especializados en calculo numérico y en cdlsirhbdlico:
FORTRAN LISP serian dos buenos ejemplos. Cierto tipo de problemas
pueden programarse muy facilmenteFrDRTRAN son considerablemente
mas farragosos drdSP ; en otros ocurre lo contrario. Pero podriamos imagi-
nar programar eRORTRANIN intérprete d&ISP (requiriendo un programa
de ¢, bits de longitud) y eLISP uno deFORTRANrequiriendo a su vez
una longitud de:; bits). Entonces, la diferencia de longitudes de programa
para resolver un mismo problemaEORTRAN LISP nunca excederia de
cp.1 = maxcy, c; Cp 1 Seria el maximo «precio» a pagar para implemen-
tar el lenguage mas favorable al problema a mano en el otguége. Este
precio es independiente del programa que se desea ejegnsavez pro-
gramado eFORTRANunN interprete de. ISP podemos emplear éste para
ejecutar programas @nSP de cualquier longitud.

®La precedencia en el tiempo parece corresponder a Solofnoawfo en tantas otras ocasiones,
la escena estaba preparadas en los afios cincuenta paraagigyatores trabajando de modo inde-
pendiente llegaran a resultados similares. Véase unaihistimera en Li y Vitanyi (1993), Seccién
1.6.
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Todas las maquinas de Turing universales (0, alternatingenéas funciones
recursivas gue computan) se agrupan en clases de equigadengue cada pareja
de funciones verifica (9.32), para una constante que solendepde la pareja con-
siderada. Se puede demostrar que existe una «clase mimmabksentido de que
(9.32) no se verifica para ninguna constantg si u pertenece a la clase minima y
v no. Entonces(, (x) define (salvo una constante) la complejidad de una cadena
binariaz.

9.4.3. C,(x)no escomputablé

El desarrollo anterior es Gtil por su poder clarificador,opeo directamente
aplicable para computar un nimero que sea complejidad deiera cadena bi-
naria. No existe un algoritmo con garantia de término queeraéjecutado por una
maquina de Turing y alimentado con una cadena binaria, primpe su compleji-
dad.

No este el lugar para una discusion detallada de la no cobifidéa de la
complejidad de Kolmogorov, pero si puede intentarse uneepeion intuitiva del
motivo'C.

Imaginemos una cadena binasiale n bits. Su complejidad no puede exceder
mucho den bits, ya quer es una descripcion de si misma. El programa mas corto
generanda no puede ser mas largo que «primt, 0 su equivalente en la maquina
de Turing de referencia que estemos empleando. Supongamda pngitud de
dicho programa e + ¢) bits.

Podriamos ingenuamente pensar en formar una tabla condesasabinarias
de longitud menor o igual que: + ¢), y ejecutarlas sucesivamente como progra-
mas en nuestra maquina de Turing, anotando si el resultadmea®. Cada vez
gue obtuviéramos, anotariamos la longitud de la cadena binaria que hubiera se
vido como programa. Al final, la menor de las longitudes astadas, seria la
complejidad dex.

Pero nada garantiza que haya final, porque nada garantiza quéquina de
Turing que empleamos se detenga al ejecutar como programauafguiera de
las cadenas que le pasamos; mucho menos que lo haga conliadescompu-
tabilidad deC,(z) deriva delhalting problem o imposibilidad de determinar an-
ticipadamente si una maquina de Turing se detendra o priodegdefinidamente
ejecutando un programa determinado. Sobre la no compdtbitieC,,(x), y su
relacion con el teorema de Godel y la indecidibilidad de psapones puede verse
Liy Vitanyi (1993) y Chaitin (1987).

1%Que sigue el razonamiento en el dltimo capitulo de Ruell®X),Quna introduccién muy legible
y diafana al tratar esta cuestion, aunque sélo lo haga taizjerente al final.
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9.5. De la complejidad de Kolmogorov a la Longitud de
Descripcion Minima (MDL)

Si bien no podemos hacer uso directamente de la complejiedtblinogo-
rov para escoger entre distintos modelos, las ideas exsussh de forma limi-
tada aplicables. Veremos el modo de hacerlo sobre un ejequploaunque artifi-
cialmente simple, ilustra la aproximacion propuesta pss&ien (véase Rissanen
(1989)),

Ejemplo 9.6 (continuacion del 9.2Regresemos al Ejemplo 9.2. Des-
cribir llanamente el resultado de un experimento como élredllizado al
lanzar cien monedas al aire requiere 100 bits, si aceptahumseenio de
utilizar el digito binario 0 para codificar el resultado '+&y 1 para codifi-
car el resultado 'C’. Obsérvese que 100 bits es exactamem@ntidad de
informacion necesaria para singularizar una cadena bidariongitud 100
de entre lag'%° posibles cuando no hay nada que haga unas de ellas mas
plausibles que otras.

¢, Lo podemos hacer mejor? Quiza si. En lo que sigue veremas .com

En lo que sigue formalizaremos algo esta idea.

9.5.1. Modelos como generadores de cddigos

Consideremos una fuente aleatoria que ha geneta® tenemos un mode-
lo probabilistico, en general dependiente de paraméyagie describe el modo
en que se genera, podemos calculaP(x|0) para los distintos resultados expe-
rimentales. Resultados cdf(x|0) «grande» corresponderan a resultados espera-
bles, que deseariamos claramente codificar mediante asldbrcodigo cortas. Lo
contrario ocurre con aquéllos en giéx|0) es pequefio.

Estamos pensando comoésiuera fijo y conocido, pero no lo es: lo hemos
de escoger (estimar). Silo hacemos maximizaRdo|@) (aplicando por tanto el
principio de maxima verosimilitud), estamos atribuyenti@sultadox observado
la maxima probabilidad. Pero no debemos olvidar que, paeasga posible la
decodificacion, hemos de facilitar también el vafbcodificado (y la forma de
nuestro modelo). El uso de méxima verosimilitud minimizalog, P(x|0)], pero
hace caso omiso de la longitud de cédigo necesariaara

9.5.2. Descripcion de longitud minima (MDL)

El agregar & — log, P(x|f)] el nimero de bits necesario para codificar los
parametros da lugar a la version més cruda del llamadoiorkH#DL o de «minima
longitud de descripcién.»

A efectos de codificar los parametros hemos de consideraodas. En primer
lugar, podemos tener informaci@npriori sobre los mismos, de cualquier proce-
dencia, traducible a una distribucion a priori sobre losmais con densidad(8).
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En segundo lugar, tipicamerfiees un nimero real que requeriria infinitos bits fijar
con exactitud. Por ello trabajaremos con una version tamda él.

Si para el parametré deseamos utilizag digitos binarios, llamaremos preci-
sion aé = 27%. Suponiendo una densidadpriori (@), tendriamos los posibles
valores def clasificados en intervalos de probabilidad aproxima@@)d, espe-
cificar uno de los cuales requiere aproximadamenteg, w(#)d bits. Si hayk
parametros, se tiene la generalizacion inmediata,

k
—log, m(0) [ ] 6. (9.33)
i=1

El criterio MDL propone tomar el modelo que minimiza la loigi total de
cbdigo, la necesaria para los datomas la necesaria para los parametros:

MDL = —log, P(x|0) +1(6) (9.34)
k

= —log, P(x|0) —log, m(6) — ) _log, d;. (9.35)
=1

en quel(f) es la longitud de codigo necesaria para transmitir el o lo&rpetros
empleados. Un ejemplo, de nuevo artificialmente simplsiriduesto.

Ejemplo 9.7 (continuacion del Ejemplo 9.2jnaginemos que decidi-
mos truncar el valor dé en el Ejemplo 9.2 a 8 bits —por tanto sélo consi-
deramos valores con una resolucionsde 28 ~ 0,003906—. Llamemos
O, al conjunto de valores que puede adoptar el parametro asailo. Ima-
ginemos también que tenemos una distribucién a priori umiéor (6) sobre
los valores d@; como0 < 0 < 1, w(f) = 1.

El criterio MDL para el modelo considerado en el Ejemplo @@aria
el valor:

MDL = Hm%')n {—1log, 6°°(1 — 6)** —log, (6) — log, 6} (9.36)
€o.

Si suponemo§ constante, s6lo nos hemos de preocupar de minimizar el pri-
mer término. De poder escogetibremente, tomariamas = 0,60. Como
estamos truncando los valores, 0.60 no es alcanzable, iderean (153 +
$)/256 = 0,599609 y (154 + £)/256 = 0,603516, puntos medios de inter-
valos de longitud /256 en que se subdivid®, 1] cuando se emplea preci-
siond = 278 = 1/256. El primero de ellos proporciona el minimo valor de
—log, P(x|0), que resulta se¥7,0951. Requerimos un total d&r,0951 +

8 = 105,0951 bits como longitud de descripcion.

Una alternativa (tal y como se discutié a continuacion dehigjlo 9.2)
seria considerar cien pardmetros, uno para cada monedahdlh «casi
seguro» el suceso observado, y el primer sumando de (9.86)csez0 —
especificados los parametros, no haria falta ningun cédigogspecificar el
resultado—. Pero el tercer sumando seria, para la mismaigrganucho
mayor: j800 bits! Aunque el modelo binomial haciendo usoide parame-
tros hace casi seguro el resultado observado, es inferipreasélo hace uso
de soélo un parametro, debido al coste de codificar noventayenparame-
tros adicionales.
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Cuadro 9.2: Longitud de descripcién para diferentes valdes.

a| 6 |Ouv| 0 09(1—0)0 [ —log,6%(1—6)10 | MDL
1]0.50000] 0.90 | 0.75 | 54314 x 10~ 57.35 58.35
2 | 0.25000| 0.90 | 0.875 | 56211 x 10-1 47.34 49,34*
3| 0.12500| 0.90 | 0.9375 | 2,7303 x 1013 48.38 51.38
4| 0.06250| 0.90 | 0.90625| 7,447911 x 10~13 46.93 50.93

El ejemplo anterior suponi&fijo a efectos puramente ilustrativos: pero en la
practica se minimiza MDL en (9.35) sobfey sobres. Es facil ver que mientras
disminuir la precision (incrementa) disminuye el tercer sumando, hace en gene-
ral crecer el primero (el <mejo>en©, estara en general mas lejos del optitho
cuanto mas tosca sea la discretizacior)de

Un dltimo ejemplo permitira ver el efecto de optimizar laddnd de descrip-
cion sobrey, precision del parametro.

Ejemplo 9.8 (continuacién de los Ejemplos 9.2, 9.6 y 9G9nside-
remos la misma situacion del Ejemplo 9.2, pero supongamaoara—mos-
trar un caso en que se obtiene una reduccion apreciable dadaud de
descripcion— que se han obtenido noventa «caras» 'C’ y dieOptimi-
zaremos sobré = 277 dejando varialy sobre los enteros. El estimador
maximo verosimil d&@ esf,; = 0.9. El Cuadro 9.2 muestra el valor de
entre los posibles que minimiza MDL para cad&on un asterisco se sefiala
la descripciébn mas escueta de los datos a que se llega. @bsée cuando
consideramos una precision de= 29 estamos dividiend{, 1] en27 in-
tervalos del la formgn2—9, (n 4+ 1)279) (n = 0,27 — 1), cuyo punto medio
esn2-9 + 279~ 1: &stos son los valores que se recogen en la colémna

Obsérvese que aqui la longitud de descripcion es acusatamenor
que los 100 bits que requeriria describir el resultado detnuexperimento.
Al ser uno de los resultados ('C’) considerablemente mé&siérete, podemos
disefiar un cédigo que tenga esto en consideracién. No adoirrismo en el
Ejemplo 9.7, en que la ligera mayor probabilidad de 'C’ dajpbco margen
a la optimizacion del cddigo; como se vio, la ventaja obtemd alcanzaba
a «pagar» la especificacion del parametro necesario.

9.5.3. De la MDL a la complejidad estocastica

La discusidn en el apartado anterior no hace sino introcdilgimas ideas esen-
ciales; pero en modo alguno hace justicia a la potencia d&ldoé

La minima longitud de descripcion (MDL), en cierto sentids,masde lo
gue buscdbamos. Desedbamos una codificacion compaaty tiemos acabado
con una codificacion de y adicionalmentede 8. La complejidad estocastica se
obtiene integrandd(x|0)7 (@) sobre los parametros. En otras palabras, tenemos
una distribucionP(x|0) de los datos dados los parametros y el modelo, y una
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densidada priori w(0) sobre los parametros. La complejidad estocéastica de los
datosz relativa al modelo considerado se define como

() = /@ P(x|0)7(0) (9.37)

(véase Rissanen (1989) para més detalles). Ademas, emealegse no tengamos
una distribuciéna priori sobre los pardmetros, podemos emplear la distribucion
a priori universal. Supongamos que deseamos una codificacion cgreeasna
palabra de cddigo a todos los nimeros naturalesobre los que hay definida
una distribuciénP(n). Bajo condiciones muy generales, existe una codificacion
asignando longitud de palabf#(n) an y que verifica

N *
1fm ZJ?OP L) _ (9.38)
N—oo 3"  P(n)logyn

Merece la pena examinar la igualdad anterior: jhay una cadifin que es asinté-
ticamente 6ptima sobre los enteros y que es «todo terreXale sea cual fuere la
distribucion definida sobre ellos, con tal de que sea moaddecreciente a partir
de algunn dado! La funcionL*(n) viene dada aproximadamente por

L*(n) = logyc+ log,logyn + logy logy logon + ... ; (9.39)

conc = 2,865, verifica la desigualdad de Kraft y a partir de ella puede rudate
se una distribuciéra priori universal: P(n) = 2-1"(), Esta es la que Rissanen
propone utilizar en la definicion de complejidad estocakticEn el caso en que
tenemos parametros que no toman valores enteros, se puddiénadefinir una
distribuciona priori universal del modo descrito en Rissanen (1983).

9.5.4. Ideas relacionadas y conexas

Aunque en el Ejemplo 9.8 se ha buscado la longitud de degmmipainimi-
zando explicitamente sobre la precision (en el Cuadro 8r2)a préactica no es
preciso recorrer un camino similar con cada modelo que ssbpruArgumentos
de tipo asintético dan un resultado similar en forma muchs siréple. Habitual-
mente sélo se requiere computar una funcién que da aproamamte la longitud
de descripcién, y que tipicamente consta de una parte guéndige al mejorar el
ajuste a los datos (término de fidelidad o ajuste) y otra geeearon el nimero de
parametros (término de penalizacion de la complejidad delato). Por ejemplo,
de modo bastante general (véase Rissanen (1989) para tisicnes necesarias)
la minima longitud de descripcion de= (x4, ...,z y) utilizando un modelo con
p parametros viene dada por:

MDL(p) = —log (P(wlé)ﬂ(é)) + g logN +O(p).  (9.40)

"En el Ejemplo 9.7 hemos empleado una densid@) uniforme por simplicidad.
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Puede verse un primer término que disminuye al mejorar steajy un segundo
término (la penalizacién) que crece con el nimero de paramey esta dominado
por £log N.

A la vista de una expresién como (9.40) es forzoso pensarsanichos crite-
rios que se han propuesto para evaluar la adecuacion de wianodichas veces
sobre bases puramente heuristicas. En el caso de modekgrésidn lineal tene-
mos por ejemplo el estadistico conocido cofjode Mallows,

N -2
c, = Z=7216 +2p (9.41)

g
en queé son los residuos de la regresiéry la varianza del término de error:
véase Mallows (1973). El primer término de (9.41) disminalmejorar el ajuste
o fidelidad del modelo a los datos; el segundo, crece con etraide parametros.
El criterio de informacion de Akaike introducido en la Séecci9.2.2 y definido
por

AIC(p) = —2loge(Prob{m|éMv})+2p, (9.42)

también de la misma forma que (9.40), aunque penalizandtisamente menos
la introduccion de parametros. Los ejemplos podrian migiirse; una recopila-
cion reciente de trabajos incorporando ideas como las meadas a multiples
campos es Dowe et al. (1996).

La busqueda de longitudes de descripcidon minimas o minioraplejidades
no se separa pues, por lo menos asintdticamente, de algieo®s que han sido
utilizados con asiduidad. La novedad esta mas bien en lfigaston de resultados
antes obtenidos para problemas concretos y de forma basifiocdesde una
perspectiva unificadora.

9.6. ¢ Tiene sentido esto?

Se han esbozado ideas que basan la eleccion de modelos déenim de sim-
plificacion de la informacién. Apoyandose en el trabajo prorgue sobre la nocion
de complejidad y sobre Teoria de la Informacién se realiztbemfios cincuenta
y sesenta, estas ideas pueden verse como una navaja de Csffistivada, de
posible utilizacién en el trabajo estadistico. Importarahm obstante regresar al
origen y preguntarse sobre el alcance, pertinencia y gofideeste modo de actuar.

¢Es lanocién de complejidad de Kolmogorov —o versiones manwiciosas
de la misma idea, como la de Rissanen— el anclaje al que desessinmnos para
hacer inferencia? No parece evidente. Es un planteamient@anto de belleza, y
gue, como se ha indicado, da en su aplicacion practica agsslsatisfactorios.

¢,Debemos entender por complejidad sélo esto, o algo mada loigitud de
descripcion tal como la hemos presentado una buena medittacdenplejidad
de un modelo mas los datos, haciendo abstraccion —por ejemgkl coste de
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llegar a obtenerlo? Murray Gell-Mann (véase Gell-Mann @99. 117) mencio-
na, haciéndose eco de trabajo de Charles Bennet, que lagjmtagltiene facetas
como laprofundidady cripticidad. En relacion a esta Ultima, por ejemplo, una serie
muy larga de nimeros pseudo-aleatorios generados en umadatemediante el
conocido método multiplicativo, puede tener una compéejichuy baja: se puede
describir dando la semilla o valor inicial y los valores de $alo dos nimeros. Sin
embargo, adivinar cudles son estos niimeros es muy cosis@ngos que esta
serie es de baja complejidad?

Un modelo es un modo de especificar regularidades. Decimmsexplica»
la realidad cuando lo que observamos se adecla a las poegisajue obtendria-
mos con ayuda de dicho modelo. En el caso de un modelo estadfstsiquiera
exigimos una concordancia perfecta entre prediccionesgroaciones, porque la
esencia de un modelo de tal naturaleza es no fijar univocersntelaciones entre
observables.

Es precisamente la existencia de regularidad en la evideloogue permite su
descripcion escuet&ervirse de un criterio como el de minima longitud de descrip
cion es aceptar como buena la «explicacion» que mas redadas encuentra en
nuestros datos —o mejor las explota—. Tiene al menos la jeestdre la mode-
lizacién usual de que explicita el coste a pagar por la cgidpbt afiadida. Queda
a medio camino entre la inferencia bayesiana y la conveakigrsortea algunos
de los aspectos mas criticables en esta Ultima —la fijaciditraria de niveles de
significacion, por ejemplo—.

Pero, en su raiz, el minimizar la complejidad es un criterie grioriza la
reduccion de los datos observados. ¢Es esto sensato? q, ¥adith criterio de
inferencia?

B. Russell (véase Russell (1912), p. 35) obliga a respongiemq. Un pollo
que observara al granjero llevarle grano todos los dias e-Higssell—, podria
llegar a la conclusion de que el granjero le ama y busca su Ba@nmodelo»
explicaria las repetidas visitas al corral del granjero gdlicitud con el animal.
Pero esta «explicacion», tan repetidamente apoyada padkneia durante la vida
del pollo, se ve bruscamente sin valor el dia que el granjecad que el pollo esta
lo suficientemente gordo como para retorcerle el pescuezo.

Enfrentados al mundo, querriamos sgi@qué y ni tan solo sabemos si nues-
tra nocion de causalidad tiene sentido; si cabe hablar deotqu@. Querriamos
conocer el fin dltimo, si lo hay, de las idas y venidas del gnanjconformarnos
con la explicacion menos compleja de su conducta nos colosauacion no me-
jor que la del pollo.

Sin embargo, frecuentemente no podemos hacer mas. Enlosrdaeste he-
cho, nuestra pertinaz tentativa de entender encuentraceiteeio de minimizar la
longitud de descripcién un sucedaneo Uutil: la vieja navaj@dkham con un nuevo
filo. El éxito que alcancemos con su empleo no debiera hagetaiar lo endeble
de nuestra posicion. Quiza el mayor valor de las ideas etqmiggs arriba no esté
en las respuestas que proporcionan sino en las preguntasisgian.
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Apéndice A

Convergencias estocasticas

A.1. Sucesiones de variables aleatorias

Podemos considerar una sucesion aleatoria como la gemaeréh del con-
cepto de variable aleatoria. Una v.a. real es una aplicagion Q@ — R (6
X : Q — R" si se trata de una v.a. multivariante))na sucesion aleatoria real es
una aplicacionX : 2 — R, que a cada € () hace corresponder una sucesion
de nameros realesX,, }. Es importante notar que, fijadg {X,,} es una sucesion
ordinaria de nimeros reales; la aleatoriedad radica preeiste en la dependencia
dew.

Ejemplo A.1 Las sucesiones aleatorias aparecen de modo natural en
multitud de contextos. Imaginemos el caso en que deseaniu&ea pro-
babilidad de que una determinada moneda produzca “car&abar un lan-
zamiento. Podriamos, al menos conceptualmente, realizsidiad de lanza-
mientos. Si el-ésimo lanzamiento produce el resultaligw) = 1 (“cara”

lvéase cualquier texto introductorio de Probabilidad y &istica, por ejemplo Trocéniz (1987),
Cap. 5, para una definiciéon precisa. Se requiere Xjugea una funcion medible de Borel, lo que
daremos por supuesto. En lo que sigue obviamos tambiénedeitnicos de similar naturaleza.

143
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0 X, (w) = 0 (“cruz”), tendriamos la siguiente sucesion de estimadores

Xi(w) = Xi(w)
Xi(w) + Xo(w)

Yg(w) = 2
Yg(w) _ X1 (w) =+ XQ?EW) + Xg(w)
T - T b Xaw)

n

Podemos vef X, (w)} como una sucesion de variables aleatorias. Su estudio
cuandon — oo proporcionara informacién sobre el comportamiento espera
ble de nuestro estimador al dejar crecer sin limite el nametanzamientos.

Nos interesaran dos cuestiones al estudiar una sucesaiorae
= ¢ Se “aproxima” a algurdistribucionconcreta la de{,, (w) cuandon — co?
» ¢Se “aproxima’X,, (w) a algunavariable aleatoriacuandon — co?

Para responder a ambas necesitamos nociones adecuadpsodafacion”.

A.2. Convergencia en ley

Definicion A.1 La sucesion de funciones de distribucibr,, () convergeen dis-
tribucion (o en ley a la funcion de distribucionF'x (z) si lim,, o Fx, (z) =
Fx (z) en todo punto de continuidad de ésta ultima.

Por extensién, diremos que la sucesion de{g,} converge aX, y lo denotare-
] L
mos asi.X,,— X.

Observacion A.1 Esta notacion, sin embargo, no debe crear la falsa
impresion de queX,, “se aproxima” aX (en el sentido de tomar valores
muy proximos con elevada probabilidad). Nada mas lejos deridad. Por
ejemplo, podriamos tener una sucesion aleafo¥ig} todos cuyos términos
fueran idénticos entre si, e iguales a una Xacon distribucion uniforme

U(0,1). Entonceani Y =1— X. Ladistribucién deX (y por tanto de
cualquierX,,) es igual que la d& (si X ~ U(0, 1), entoncey” = (1 — X)
también se distribuye comd (0, 1)). Sin embargoel valor de X,, no hay
razon para esperar que esté en las cercanias del de
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A.3. Convergencias en probabilidad, media cuadratica y
casi segura

La intuicion sugiere que en el Ejemplo AXL, se aproxima a la probabilidad
de “cara”. En Analisis Matematico, decimos que— a si, prefijado un niimero
¢ > 0, es posible encontray (¢) tal que para: > N (¢) se verificanecesariamente
que:la, —a| < e.

No podemos decir qu,, en el Ejemplo A.1 converjapen este sentido: sea
cual fueren, podria ocurrir que todos los lanzamientos hubieran po@oado
“cara” (o todos “cruz”). No podemos asegurar, para ningjimue X, estara a
distancia menor de que une > 0 prefijado.

Sin embargo, en el ejemplo citado, existe elevada prodablilile queX,, ~ p.
Ello sugiere el modo de formalizar la percepcion intuitieacie X ,, “tenderd” a
p diciendo queX,, convergeen probabilidada p. La definicion precisa de conver-
gencia en probabilidad es la siguiente:

Definicion A.2 La sucesion{ X, } convergeen probabilidadh la variable aleato-
ria X siVe > 0yVd > 0,3N(e, o) tal quen > N (e, d) implica

Prob{w: | X, (w) — X(w)| <€} >1-94 (A1)
0, equivalentemente, si para cualquier- 0 prefijado

lim Prob{w : | X, (v) — X(w)| < e} =1. (A.2)

n—oo
Es decir, si podemos lograr qug, esté en un entorno d€ de radioe > 0 pre-
fijado con probabilidad tan cercana a 1 como deseemos, tamalwdsuficiente-
mente grande. Denotaremos la convergencia en probabitdatianteX,, 2~ X
oplimX, = X.
Es facil ver que es equivalente escrilii,—— X 6 (X, — X)— 0.

Ejemplo A.2 Definamos una sucesién de variables aleatorias asf:

. _ { a conprobabilidad -1
" | bn con probabilidadt.

Es inmediato comprobar que converge en probabilidad@bservemos, sin
embargo, quéim E[X,] = (a + b) # a. Una variable puede converger
en probabilidad a otra (en este caso, una variable degenerealsal), que
siempre toma el valaz y por tanto tiene valor medie. Los momentos, sin
embargo, no necesitan converger.

En ocasionesX,, converge aX de un modo alin mas estrictmn probabilidad
1 6 casi seguramente
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Definicion A.3 La sucesion{ X,,} convergecasi segurament& la variable alea-
toria X si:

Prob{w :lim X, (w) = X(w)} =1 (A.3)

n—~o0

Facilmente se comprueba gig, —> X = X, X = Xni> X. Es util exa-
minar ejemplos en que se presenta un tipo de convergenciatymgara adquirir
intuicidn sobre su naturaleza y respectivas implicacippesden verse, entre otros
muchos, Billingsley (1986), Garin y Tusell (1991), Romar®iggel (1986).

La comparacién de las expresiones (A.1) y (A.3) muestra oedhato que
X,2% X = X, X. Laimplicacion reciproca, por el contrario, no se verifica,
como el siguiente ejemplo pone de manifiesto.

Ejemplo A.3 Ejemplo ondas cuadradas.

Definicion A.4 Decimos qu€ X,, } converge emediar a la variable aleatoriaX
Si:

Iim F|X, — X|"=0. (A.4)
n—oo
Con diferencia, el caso mas comun es el-de 2; cuando una sucesion verifica
(A.4) conr = 2 se dice que convergen media cuadratica X .

Es facil comprobar (véase Ejercicio A.2) que la convergerai media cuadra-
tica implica la convergencia en probabilidad. No hay, enlanrelacion entre la
convergencia en media cuadrética y casi segura: ningu&aia otra.

Teorema A.1 SanL Xy A,, B, son sucesiones aleatorias convergen en pro-
babilidad a (respectivamente) b se verifica:

A, X, + B,-5 aX +b

A.4. Ordenes de convergencia en probabilidad

En Andlisis Matematico, se distinguen érdenes de conveigeRor ejemplo,
cuandon — oo se dice que,, = n?(1/n) tiende a infinito con orde®(n), 0 “es
O(n)”. Ello significa que existe alguna constarte > 0 para la cual

lim a, = Mn

n—oo
(“la sucesién{a, } va a infinito a la misma velocidad qu&). Una sucesion seria
de ordern(n) si en la expresion anteridv/ fuera 0. En general podemos emplear
cualquier funcionf(n) conveniente como patron de comparacion y decir que una
sucesion e®(f(n)) oo(f(n)).
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Esto puede generalizarse al caso de sucesiones aleaw@rgigudente modo:
decimos queX,, esO, (f(n)) si para toda > 0 existe M, < oo tal que,

Prob{|X,| < M.f(n)} >1—e (A.5)

(“tomando términos lo suficientemente avanzados de la guncda probabilidad
de que queden acotados pdt f (n) puede hacerse tan cercana a uno como desee-
mos”.)

De manera anéaloga se define ug, } eso,(f(n)) si

plim Kn =0. (A.6)

"o f(n)

Ejemplo A.4 Sea{ X, } unasucesion de observacionesindependientes
e idénticamente distribuidas, procedentes de una distébwcon median y
varianzas?. Construyamos la sucesidiy,,} de medias aritméticas;,, =
(X1+---+X,)/n. EntoncesE[Z,] = my Var(Z,) = n~'o%. De acuerdo
con la desigualdad de Tchebicheyv,

Prob{|Zn —m| < kan*%} >1- % (A.7)
Es decir, con probabilidad tan grande como queramaéses-arbitraria—
la variable aleatoridZ,, — m) queda acotada superiormente por el produc-
to de una constanté:§, jugando el papel dé/. en (A.5)) y una funcién
(n~z, jugando el papel dé(n)). Podemos decir entonces qu&, — m) es
Op(nié)-

Observese que si una sucesio¥, } esO,(n*), también e, (n*+9)
para toda > 0. La funciénf(n) en la definicion (A.5) es una funcién que,
multiplicada por la constantd/. basta para acotar con probabilidaé- .

No se requiere qué(n) en (A.5) sea la més ajustada de las posibles.

Ejemplo A.5 Sea una sucesiohX,,} que converge en probabilidad a
X. Entonces la sucesion aleatoria cuyo término generdXgs— X) es
op(1). En efecto,

(Xn — X)

plimX, = X <= plim 1

=0« (X, —X) =0,(1)
Obsérvese que todas las sucesiones que convergen en fidatodon cuan-
do menos, (1), pero algunas tendrén un orden de convergencia mas rapido.
En el ejemplo anterior vimos que en la situacion habitual i distribu-
cién que posee momentos de primer y segundo orden, la meuieétca
de un numero creciente de observaciones converge en piidbdla la me-
dia poblacional y(Z,, — m) converge en probabilidad a cero. Vimos que
(Zp—m) esOp(n‘%). Noesen cambiop(n‘%); Es facil ver qué Z,, —m)
eSOP(n—%”) para cualquied positivo. Esta es la situacidn habitual con su-
cesiones estimadoras paramétricas; se denominan payeimnsistentes
Ocasionalmente se presentan convergencias mas rapidastiBacion no
paramétrica, en cambio, son la regla convergencias maslent
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Las notacionesD,() y o,() funcionan de modo enteramente similar a sus
correspendiente®() y o() no aleatorias. Por ejemplo, si dos sucesiones aleatorias

son respectivamente de 6rdengén 1) y Op(n%), la sucesién obtenida multipli-
cando ambas elemento a elemento sg;@a‘%).
Anéalogamente, sij() es una funcién continua ¥X, }—— X de suerte que

(X, — X) esop(f(n)), entoncesg(X,) — g(X)) esop(f(n)). Pueden verse los
resultados al respecto y mas detalles en Mann y Wald (1943).

A.5. Leyes de grandes numeros

Dada una sucesiohX,, } de v.a., no necesariamente equidistribuidas, pero con
media comun, las leyes de grandes nimeros prescriben, ifeentes conjuntos
de condiciones, la convergencia A definida como en el Ejemplo A.1 a la media
comunm = E[X;]. Esta convergencia puede ser de varios tipos: en probedbilid
—y entonces decimos hallarnos ante gy débil de grandes nimereso ca-
si seguramente —y entonces hablamos deleyduerte de grandes nimefes.
Enunciaremos en lo que sigue varios teoremas que estaltleseergencias fuer-
tes y débiles en diferentes circunstancias.

A.5.1. Leyes débiles de grandes numeros.

Una de las versiones mas simples (y también mas frecuentemtlizadas)
de ley débil de grandes nimeros es la siguiente:

Teorema A.2 Si la sucesion X, } esta formada por v.a. independientes e idénti-
camente distribuidas, con media comry varianza comi?, entonces:

X, m
DEMOSTRACION:
Sea,
— X L+ X
Xn: 1"’ + n
n
Entonces:
EX, = m
2
2 _ o
. T

y de acuerdo con la desigualdad de Tchebychev:

— o 1

2También se considera a veces convergencia en media caadrite no hemos examinado aqui.
Véase cualquiera de los textos citados mas arriba.
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Facilmente se ve que la anterior desigualdad implica (Aatap > 0,5 > 0
prefijados. Basta tomar> §-1/2,y N (e, §) lo suficientemente grande como para
que:

Las condiciones anteriores pueden ser considerablemalajadas; no es im-
prescindible que las v.a. en la sucesién sean indepensligntpie tengan la misma
varianza (seria suficiente que se verificisg, ... n 2 1| 0% < o).

A.5.2. Leyes fuertes de grandes nimeros

No sélo las condiciones en el Teorema A.2 pueden relajarsegsie la con-
clusién puede a su vez reforzarse, dando lugar a una leg fiegrandes nimeros.
Antes de enunciarla, demostraremos algunos resultadgsrecisamod

Teorema A.3 (primera desigualdad de Kolmogoro8ga{X,,} una sucesion de
v.a. independientes con media 0 y varianzas (no necesanianiguales) finitas.
Sea,

Sp=X1+...+X,

Para cualquiere > 0 se verifica:

. E[S?]
> < n
Prob{lril]?<XH|Sk| > e} <—a (A.8)

DEMOSTRACION.

Definamos pard < k < n los sucesos
Ap ={w: (|Sk(w)| = e) N (|S;(w)] <1 <1< k)}

(“la suma parcial formada pdrsumandos es la primera que excede en valor abso-
luto dee”). Seady = {w : (|Sk(w)| < €,1 <k < n)} (“la suma parcial formada
por k sumandos nunca excededi

3El desarrollo sigue el efectuado por Fourgeaud y Fuchs J1p6é8. 45y ss. y Billingsley (1986),
pag. 296.
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Los sucesosly, . .., 4, son disjuntos, y podemos calculBfS?] asi (fx(x)
es la funciéon de densidad marginal que proceda):

B = Y [ Six(ayin

> S [ 186+ (50— SO fx(@)da

; /A 15 O fx

=S / (52 + (Su — S1) + 25k(Sw — Su)]fx (@) da
k=17 4%

> ;Ak[sﬁ+2Sk(5n—5k)]fx(-’b‘)d$

PeroSi y (S, — Sk) son v.a. independientes y de media O, y por tanto:

Z/ 25 (S, — Si) fx (x)dx = 0
k=1" Ak
En consecuencia:
E[S?] > Z/ Sifx(x)dx > Prob{A;}
k=1" A% k=1
desigualdad equivalente a (A.8).

Teorema A.4 (Kintchine-Kolmogorov)Si { X,,} es una sucesion de v.a. centra-
das, independientes y con momento de orden dos finito, y ifieavademas que
Y2, 02 < 0o, entoncesS, = > | X; converge casi seguramente.

i=1"1

DEMOSTRACION.

Si S, converge casi seguramente, quiere decir que casi segumswagifica la
condicién de convergencia de Cauchy. Es désjf, . —S,,| <> 0, paran, k — co.
Para que no hubiera convergencia%iéw), deberia ocurrir que existieea> 0 tal
quevn > 1 hubiera algurk > 1 para el quésS,, .« — S| > €. Vamos a comprobar
que el conjuntd) = {w} para el que se verifica lo anterior tiene probabilidad cero.
Tenemos que:

D = U U{w:1Smrk = Sul > | = [J L(e)

e>0 [n>1k>1 e>0
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en queL(e) es el suceso entre corchetes. Entonces,

Prob{L(c)} = Probq () |J [w: |Sntk — Sul > € (A.9)
n>1k>1
< min [Prob{w : I£1>ai< | Stk — Sn| > e}] (A.10)
1 2
< min | - Z ol - (A.12)
>n+1

En el dltimo paso se ha hecho uso de la primera desigualdadobieokorov.
Como) %, 07 < oo, (A.11) es cero, PropL(e)} = 0y por consiguienteD =
Ueso L(e) tiene también probabilidad cero.

El siguiente lema no tiene ningln contenido probabilisticee limita a esta-
blecer una relacion entre la convergencia (en el sentidibudadldel Analisis Mate-
matico) de dos diferentes series.

LemaA.1 Si{a;} es una sucesion de nimeros real€s § | a;/i converge a un
limite finito¢, entonces: ™! Y~ | a; converge a cero.

DEMOSTRACION.

Seav, = > i, ai/i,y vop = 0. Entoncesg; = i(v; — v;—1) Y:

n n n n—1
E a; = E 1; — E W;—1 = NUy — E v;
i=1 i=1 i=1 i=0

Por tanto:
1 n 1n—1 n—1 1 n—1
S S Rk
=1 =0 =0

ySiv, — £, (n—1)"1 "y —Lyn 'S0 a; — 0.

Podemos ya, con ayuda de los resultados precedentesgestdhl siguiente
ley fuerte de grandes nameros:

Teorema A.5 (ley fuerte de grandes nimer@&ga{ X,, } una sucesion de v.a. inde-
pendientes centradas, con momento de segundo orden fiitg; yo? /i? < co.
Entonces:

+ _ 15~y e
anﬁz;xigo
1=
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Demostraremos qug_;" X;/i=% 4, pues esto, en virtud del lema precedente,
implican=*>"% | X,<% 0. Que la primera serie converge c.s. es inmediato, pues
comoVar(X;/i) = 02/i?y Y 52, 0?/i®> < oo, Su convergencia es resultado del
Teorema A.4

CUESTIONES, COMPLEMENTOS Y COSAS PARA HACER

A.1 Demuéstrese que, en el caso particular en que una suces#n al
. o L
toria converge en distribucién a una constante, es dégir— ¢, entonces

P
X,— c.

A.2 Compruébese qu&, ™% X = X,—- X. (Ayuda: Hagase uso
de la desigualdad de Tchebichev.)
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3.2 La funcién de verosimilitud es
fX (SL‘; 0) = H(I(l) — 1)H($(n) —+ 1)

en queH (.) es una funcion que toma el valor cero si su argumento es negatalor
1 si su argumento es no negativo (funcién “escalon” o de Ha®). Por tanto, el
teorema de factorizacion (ver (3.8)) se verifica gon 0) = H(x1)—1)H (z(n)+1)
Y (@), T(ny) forman un estadistico suficiente.

Sin embargo, este estadistico no es completo: es facil &e(ppr ej.)(x(,) —
x(1y) tiene una distribucion que no dependefidees por tanto ancilar.

3.5 En efecto,

fx(x;0) = []exp{0a;}exp {—eezjyj} = exp {— > exp{z;}y; +0) %} ;
=1 =1 =1

gue no es de rango completo.

4.5 Es facil encontrar un estadistico suficiente empleandmetiea de facto-

rizacion:
n n 0—1
fx(x;0) = H@x%l =6" (H Iz) ;
i=1 i=1

vemos qug [, x; (o alternativament®_"_, log «;) es un estadistico suficiente.

153
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Para comprobar qu&é = —log X; es insesgado pagt !, veamos cual es su
distribucion. La deX esFx s (z|0) = =’. Entonces,
Prob{Z <z} = Prob{—log(X) <z}

= Prob{log(X) > —z}
= Prob{X >e "}

= 1—Prob{X <e*}
= 1-¢7
derivando,fxs(z |#) = 6e~*?, en la que reconocemos una exponencial de media
6~'. Portanto,Z = — log X, es efectivamente insesgado.
Vemos ademés quE = —n~ ' 3°" | log X; sera también insesgado, y es fun-
cién de un estadistico suficiente. Es claro entonces/gsera insesgado de varianza
minima.

5.5 calculemos en primer lugar la cota de Cramér-Rao para ehastir pro-
porcionado. En los célculos que siguén= (i, o) y tratamos a2 como un para-
metro respecto del cual derivamos.

1 )2 /252
0 — (@=mw?/20
fX‘Q(fI?' ) U\/ﬁe
1
log fxjo(xz|0) = —3 log o® — log V21 — (z — p)? /20
0 1 (x — p)?
Wlogfxw(ﬂe) = 52t o0
o > (z— w2\’ 1\ .11 )
E{Wlogfx‘emg)] - E[( 501 ) t\22) "5 @ M
I S (B.1)

408 = 40* 20%
Teniendo en cuenta quey, el momento centrado de ordeh, en una distribucion
normal toma el valos2* (2k)!127% (k!) !, tenemos sustituyende, en (B.1) que:

o4l 1 1

1
T 1.2 08 T 1o~ 991~ 3g1° (B2)

2
E {% log fx|o(x |9)}

La cota de Cramér-Rao es por tantmIx (6) = 20 /n.

Calculemos ahora la varianza del estimador. Para ello riego® los momentos
E[S?)y E[(5%)?). Sabemos qu&[S?] = % —el S? proporcionado es el habitual
estimador insesgado de la varianza—. Por otra parte, vignidg (X; — X)* como
la suma de cuadrados de los residuos cuando regresinsmbre la columna de
“unos”, por teoria basica de regresion lineal sabemos gdissiuye comar?y2_;.

Entonces,
BISY = T EpEP
- (TL _ 1)2 Xn—1
4
a 2 2 12
= ——FE[Zi+...Z,_
1)y [Z1 + 1]
4
a 4 4 2,2
= mE Zl+...Zn,1+§ E zZ;7Z5 |, (B.3)
i i
en queZi, ..., Zn,—1 son variables aleatorid§ (0, 1). Sabiendo que el momento de

orden cuatro de tal distribucion tiene la expresion indicadtes y sustituyendo en
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(B.3) obtenemos:

4

E[s?] = (niily[(n—l)ﬁ—&-(n—l)(n—%]
_ ot(n+1)(n—1)
(n—1)?
ct(n+1)

(n—1) °
Por consiguiente, la varianza buscada es:

Var(s?) = B8] - (st = T ot = 2 @y

Comparando ahora las expresiones (B.4) y (B.2) llegamogariausién de que la
varianza del estimador no alcanza la cota de Cramér-Ram]adiferencia tiende a
cero al crecen.



156 APENDICE B. SOLUCIONES A PROBLEMAS SELECCIONADOS



Bibliografia

Abramson, N. (1966)Teoria de la Informacion y Codificaciéfaraninfo, Madrid,
197F ed™™

Akaike, H. (1969). Fitting Autoregressive Models for Piin. Annals of the
Institute of Statistical Mathematicsol. 21, pags. 243-247.

Akaike, H. (1970). Statistical Predictor Identificationnals of the Institute of
Statistical Mathematigsvol. 22, pags. 203-217.

Akaike, H. (1972). Use of an Information Theoretic Quantidy Statistical Model
Identification. EnProc. 5th. Hawai Int. Conf. on System Scienqefgs. 249—
250.

Akaike, H. (1974). Information Theroy and an Extension & taximum Like-
lihood Principle. EnSecond International Symposium on Information Theory
(eds. B. Petrov y F. Csaki), pags. 267-281. Akademia KiadwolaBest. Reim-
preso en Johnson-Kotz(1991), vol. 1, p. 610 y ss.

Akaike, H. (1991). Information Theory and an Extension e tMaximum Like-
lihood Principle. ErBreakthroughs in Statisticeds. Johnson y Kotz), vol. 1,
pag. 610y ss. Springer Verlag.

Berkson, J. (1980). Minimum chi.square, not maximum liketid! Annals of
Statistics vol. 8, pags. 457-487.

Billingsley, P. (1986).Probability and MeasureJohn Wiley and Sons, New York,
2ed™.

Chaitin, G. (1987)Algorithmic Information TheoryCambridge University Press,
Cambridge, 1992ed.

Cover, T., P. Gacs, y R. Gray (1989). Kolmogorov’'s contiitng to information
theory and algorithmic complexitydAnnals of Probabilityvol. 17(3), pags. 840—
865.

157



158 BIBLIOGRAFIA

Cox, D. R. 'y D. V. Hinkley (1974). Theoretical Statistics Chapman and Hall,
London, 1979 ed.

Cramér, H. (1960).Métodos Matematicos de Estadistic&kd. Aguilar, Madrid,
197¢ ed.

Cullman, G., M. Denis-Papin, y A. Kaufmann (196 8lementos de Calculo In-
formacional Ed. Urmo, Bilbao, 1967ec™.

D’Agostino, R. (1971). An Omnibus Test of Normality for Madée and Large
Sample SizesBiometrikg vol. 58, pags. 341-348.

de Leeuw, J. (2000). Information Theroy and an Extension he Ma-
ximum Likelihood Principle by Hirotugu Akaike. Disponibleen
http://lwww.stat.ucla.edu/"deleeuw/work/research.pht ml.

Dempster, A., N. Laird, y D. Rubin (1976). Maximum likelinddrom incomple-
te data via the EM algorithmJournal of the Royal Statistical Society, Sey. B
vol. 39, pags. 1-38.

Dowe, D., K. Korb, y J. Oliver (eds.) (1996nformation, Statistics and Induction
in Science — ISIS'98Melbourne, Australia. World Scientific, Singapore.

Fourgeaud, C. y A. Fuchs (196 3tatistique Dunod, Paris.

Garin, A. y F. Tusell (1991)Problemas de Probabilidad e Inferencia Estadistica
Ed. Tébar-Flores, Madrid.

Garthwaite, P., I. Jolliffe, y B. Jones (1995%tatistical Inference Prentice Hall,
London.

Gell-Mann, M. (1994).El quark y el jaguar Tusquets, Barcelona, 19060,
G.J.McLachlan y T. Krishnan (1997].he EM Algorithm and ExtensionViley.
Jeffreys, H. (1961)The Theory of ProbabilityOxford University Press, Oxford.

Kiefer, J. C. (1983).Introduction to Statistical InferenceSpringer-Verlag, New
York, 1987 ec®”. (ed. Gary Lorden).

Laird, N. (1993). The EM algorithm. ERandbook of Statistigsvol. IX, pags.
509-520.

Lange, K. (1998) Numerical Analysis for Statistician$pringer. Signatura: 519.6
LAN.

Lehmann, E. L. (1959)Testing Statistical HypothesigViley, New York.

Lehmann, E. L. (1983)Theory of Point Estimatianwiley, New York.



BIBLIOGRAFIA 159

Levy, M. (1985). A note on nonunique MLEs and sufficient stéts. Annals of
Mathematical Statistigssol. 39, pags. 66.

Li, M. y P. Vitanyi (1993). An introduction to Kolmogorov complexity and its
applications Springer-Verlag, New York.

Mallows, C. (1973). Some comments 6. Technometrigsvol. 15, pags. 661—
675.

Mann, H. y A. Wald (1943). On stochastic limit and order riglaships.Annals of
Mathematica Statisticvol. 14, pags. 217-226.

Meeden, G. y S. Varderman (1985). Bayes and admissible thetagion. Journal
of the American Statistical Associatiorol. 80, pags. 465-471.

Navidi, W. (1997). A Graphical lllustration of the EM Algdhim. Annals of Mat-
hematical Statistigsvol. 51(1), pags. 29-31.

Quenouille, M. (1956). Notes on bias estimati@iometrikg vol. 43, pags. 353—
360.

Rao, C. R. (1962). Efficient Estimates and Optimum InferdProeedures in Large
Samples.Journal of the Royal Statistical Society, ServBl. 24, pags. 46-72.

Rao, C. R. (1965) Linear Statistical Inference and its ApplicationgViley, New
York.

Rissanen, J. (1983). A Universal Prior for Integers andniaiion by Minimum
Description LengthAnnals of Statistigsvol. 11(2), pags. 416-431.

Rissanen, J. (1989%tochastic Complexity in Statistical Inquirworld Scientific,
Singapore.

Romano, J. P. y A. F. Siegel (198&}ounterexamples in Probability and Statistics
Wadsworth and Brooks/Cole, Monterrey, California.

Ruelle, D. (1991) Chance and Chaod?enguin, London.

Russell, B. (1912).The problems of philosophyOxford University Press, 1989
e,

Shannon, C. (1948). The mathematical theory of commumicatBell System
Tech. Journalvol. 27, pags. 379—423, 623-656.

Shannon, C. y W. Weaver (1949)T'he mathematical theory of communication
University of Illinois Press, Urbana. Eight reprint, 1980.

Shapiro, S. y R. Francia (1972). An Approximate Analysis afridnce Test for
Normality. Journal of the American Statistical Associatiaol. 67, pags. 215—
216.



160 BIBLIOGRAFIA

Troconiz, A. F. (1987) Probabilidades. Estadistica. Muestrebebar-Flores, Ma-
drid.

Wang, C. (1993). Sense and Nonsense of Statistical Inferenktarcel Dekker,
New York.

Young, G. y R. Smith (2005)Essentials of Statistical Inferenc€ambridge Univ.
Press. Signatura: 519.22 YOU.



Indice alfabético

H(p) del estimador maximo-verosimil, 77
entropia, 129 fuerte, 77
Op(), 146 contraste
op(), 146 razon de verosimilitudes generalizada
distribucion asintética, 109
AIC uniformemente mas potente, 106
criterio, 124 uniformemente més potente
relacion con MDL, 140 razén monétona de verosimilitudes, 108
relacion con razén de verosimilitudes, 111 uniformemente mas potente (UMP), 108
ancilaridad contraste de hipétesis
definicion 39 exacto de Fisher, 116
de primer orden, 39 contraste de hipétesis

definicién 101

Bahade_Jr_ o 67 contraste de hipotesis
. eficiencia, score 120
ayes de ajuste a una Poisson, 115
criterio de, 6 :
rocedimientos Bayes relativog &), 6 de normalidad
Eies ode 6 Y ’ contrastes especificos, 114
9 ' estimando parametros de ruido, 114

codigo estadistico de Wald, 120

de Fano-Shannon, 130 Iocalmgnte mas potente, 120
convergencia

casi segura, 146

en distribucion, 144

libre de prefijos, 131
canénico
estadistico, 31

Cauchy, distribucion enmediar, 146
no reduccién por suficiencia, 38 en media cuadratica, 146
complejidad en probabilidad, 145
de Kolmogovor-Chaitin-Solomonoff, 129 ordenesD,(), 0p(), 146
completa convexa
clase de procedimientos, 15 estrictamente, definicion, 49
clase minima, 15 funcién, definicion, 49
esencialmente, 15 cota
compuesta de Cramér-Frechet-Rao, 64
clase de distribuciones, 101 critica
hipétesis, 113 funcién critica, 102
conjugadas region, 102
familias, 11 Cramér
consistencia cota de Cramér-Frechet-Rao, 64
definicién, 77 Cramér-Rao

161



162 INDICE ALFABETICO

y estimadores supereficientes, 81 puede ser sesgado, 86
criterio puede ser inadmisible, 85
AIC, 124 relacién con suficiencia, 76
de Bayes, 6 experimento, 1
curvada exponencial
distribucién, 41 familia, 29
decision familia
espacio de, 1 exponencial, 29
desigualdad familia exponencial, 29
de Jensen, 49, 77 y algoritmo EM, 98
de Kraft, 131, 139 Fano-Shannon
difusa cadigo, 130
distribuciéna priori , 6 Fisher
funciéna priori , 6 contraste exacto, 116
distribucién informacion, 62
a priori funcion
difusa, 6 convexa, 49
impropia, 6, 63 critica, 102
mas desfavorable, 23 de pérdida, 1
no informativa, 63 estrictamente convexa, 49
universal, 139 .
curvada, 41 hipotesis
empirica, 79 simple, 113
multinomial, 36 . .
Weibull, 30 impropia

distribuciéna priori , 6
funcion a priori, 7

eficiencia informacion

de Bahadur, 67 de Fisher. 62

definicion, 79 i de Kullback-Leibler, 78

estimadores supereficientes, 81 desigualdad de, 64

relativa, 59 . Teoria de la, 129

de varios estimadores en ubg0, 26), insesgado

entronia 69 inexistencia de procedimiento insesgado, 49

pla o procedimiento, 47

definicién, 129 . ; -

. procedimiento inadmisible, 48

espacio

de decision, 1 Jeffreys

del parametro natural, 31 distribuciéna priori de, 63

muestral, 2 Jensen
estadistico desigualdad, 49, 77

acotado completo, 39

ancilar, 39 Kraft

canonico, 31 desigualdad, 131

completo, 39 desigualdad de, 139

de, qrden, 3_4_ Kullback-Leibler

minimo SquCIentle, 34 ) distancia a la distribucion empirica, 114

enunal(g — 3,0 + 3), 153 informacion de, 78, 79

estados de la naturaleza, 1 relaciéon con MV, 78
estimador maximo-verosimil

consistencia, 77 maxima verosimilitud

definicién, 76 consistencia, 77

inviable computo en una Caucliyf), 84 minima
no unicidad en un& (6 — %, 0+ %), 86 clase completa, 15



INDICE ALFABETICO 163

minimal suficiencia comparable, 4
de X,y enunal(0,0)., 43 inadmisible, 4
de larazén de verosimilitudes, 36 inadmisible aunque insesgado, 48
estadisticos minimos suficientes, 34 mejor, 4
minimax minimax, condicién suficiente, 22
condicion suficiente, 24 minimax, definicion, 22
muestral
espacio, 2 Rao
multinomial cota de Cramér-Frechet-Rao, 64
al condicionar en un®(\), 36 razon de verosimilitud
mondtona, 108
natural razén de verosimilitudes
pardmetro, 31 generalizada
espacio del, 31 distribucion asintética, 109
Neyman-Pearson relacién con AIC, 111
teorema, 103 region critica, 102
y procedimientos de Bayes, 106 regularidad
nivel condiciones, 61
de significacién, 102 quiebra en un&/ (0, 26), 70
nivel de significacion empirico, 113 riesgo
de Bayes, 6
Ockham definicion, 3
navaja de, 121 ruido
orden parametro, 114
de convergencia estocastica, 146
estadisticos de, 34 significacion
nivel de, 102
p-value, 113 simple
pérdida clase de distribuciones, 101
funcioén, 1 hipétesis, 101, 113
parametro suficiencia, 32
de ruido, 114 deX enunaP()), 36
natural de X,y en unal (0, 6), 34
definicion, 31 de X,y enunal(0,d)., 43
espacio, 31 de la muestra ordenada en m.a.s., 36
particion de la razén de verosimilitudes, 36
suficiente, 33, 42 minimal, 34
suficiente minima, 42 suficiente
penalizada particion, 33, 42
verosimilitud, 111 suficiente minima
potencia particién, 42
contraste uniformemente mas potente, 106upereficiencia
de un contraste, 102 ejemplo de, 81
méaxima uniforme, 106
relacion con funcién critica, 103 tamafio
procedimiento estadistico de un contraste, 102
Bayes relativo &(6), 6
equivalente, 4 UMP
procedimiento estadistico, 1 contrastes uniformemente mas potentes, 108
procedimiento estadistico
admisible, 4 verosimilitud
aleatorizado, 14 definicién 74
clase completa, 15 no acotada, 85

clase esencialmente completa, 15 penalizada



164 INDICE ALFABETICO

relacion con AIC, 111

Wald

estadistico de contraste, 120
Weibull

distribucién, 30



