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Capitulo 1

Normal multivariante y asociadas

1.1. Introduccion.

Consideraremos en lo que sigue variables aleatorieariantes, es decir, apli-
cacionesX: ) —  R" A cadaw € () corresponderd entonces K =
X (w) € R™. Designaremos paX; = (X;1, Xi2,...,Xi,)  ala observaciorn-
ésima de la variable aleatonavariante X, y por Fx (x) y fx(x) alas funciones
de distribucién y densidad respectivamente Xle Emplearemos el convenio de
utilizar mayusculas para las variables aleatorias y minlds@ara sus valores con-
cretos en un muestreo determinado. LlamareMpa la variable aleatorig-€sima.

¢Por qué no emplear las técnicas habituales (univariesubsy cadaX;?. Po-
driamos en efecto estudiar cadg por separado. Si lo hicieramos, perderiamos
sin embargo la posibilidad de extraer partido de la (popiterelacion entre dife-
rentes variables(; y X enX. Los métodos de Analisis Multivariante comparten
la idea de explotar esta informacion.

Llamaremosu x al vector de medias de la variable aleatoNay > x a su
matriz de covarianzas.

ux = EX (1.1)
Yx = E[(X - px)(X —px)'] 1.2)

Al igual que la distribucion normal desempefia un papel dasgtaen la Esta-
distica univariante, una generalizacién de ella, la digtiibn normal multivariante,
constituye un modelo tedrico de gran trascendencia en disi®lultivariante.

11



12 CAPITULO 1. NORMAL MULTIVARIANTE Y ASOCIADAS

1.2. Distribucion normal multivariante.

Se dice queX ~ N(0,1) si:

fx(z) = Eﬁ_x2/2 —0< T <0
y por ende:
Fx(z) = \/%/x e 2% d —oco<z<oo (1L3)
Yx(u) = Ee¥ N (1.4)
= /_Z ;We_é(x_i“)Qe_é“2dx (1.5
= 3% (1.6)

Por transformacion lineal de una variable aleatd¥i@, 1) : Y = 0 X + p se
obtiene una variable aleatoria normal genéva}:, %) cuyas funciones de densi-
dad, distribucién y caracteristica son:

1 _w=mw?
frly) = e 50 —oo <y <o @7
oV 2T
1 Yoo wew?
Fy(y) = 2 / (& y2o’; dy -0 < y < 00 (18)
oVvV2T J -
¢Y(u) — eiu,u—%cﬂuz (19)

Si tenemoy variables aleatoriaX’; con distribucion/V (0, 1), independientes
unas de otras, la funcién de densidad conjunta de la varéddoriap-variante

X = (X1,...,X,) viene dada por el producto de las marginales
1 p 1 2 2
— —5(z{+...4x2) 1.10
X ] e 2 P )
_ (L)p e—%w’lw (l 11)
V2T ’ .
y la funcion caracteristica por:
Ux(u) = e 7 (1.12)

Decimos que la variable aleatoriavariante X cuya funcion de densidad es
(1.10) sigue una distribucic’;Np(ﬁ, I), designando el primer argumento el vector
de medias y el segundo la matriz de covarianzas. Esta Ulsrdegonal, en virtud
de la independencia entre las distintas componentés.de
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Si efectuamos una transformacion linédl— Y como

Y1 = anXi+tapXe+...+ alep + 11 (1.13)
Yo = anXi+tapXe+...+ angp + 2 (1.14)
Y;U = (Iple + ap2X2 + ...+ aprp + tp (115)

0, en notacion matricialy” = AX + u,y A es de rango completo, tenemos que
X = AYY — p) y la funcion de densidad d¥ se obtiene facilmente de la de
X:

0X

B 1 _ kel
frly) = fx(A " (y “))‘8Y (1.16)
_ < 1 )pe_%(y_u)’(Al),(A1)(’!}—#)’14_1‘ (1.17)
Vor
1 p 1 1 ’ n—1
_ Lty (AA) T (y—p) 1.18
(ﬁ}) Al -
Como
Sy = B(Y -w)(Y —p)’ (1.19)
— EAXX'A' (1.20)
_oan (1.21)

tenemos que la funcién de densidad (1.18) puede escrilsitse a

frly) = ( ! )p L b Sy ) (1.22)
Ver ’

yaque|A| = \/]A[|A] = /|A]|A'] = \/|Zy]. Por otra parte, la funcion caracte-
ristica deY” es:

Yy(u) = Eev'Y (1.23)
= Eev(AX+n) (1.24)
= x(Alu)e™'® (1.25)
_ ez"u,’p,—%'u,’AA"u, (126)
= iunmyutyu (1.27)

La expresion (1.22) requiere para estar definidaXjyesea de rango total —s6lo
asi puede encontrarse la inversa—. La expresion (1.27) pongario es una fun-
cion caracteristica incluso aungklg- sea de rango deficiente. Se dice que (1.22)
y (1.27) son funciones de densidad y caracteristica de unnaleatorio con dis-
tribucion N, (i, Xy ). Si Xy es de rango deficiente, se dice que estamos ante una
distribucionnormal singular que carece de densidad (1.22).
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Observacion 1.1 La funcién de densidad normal multivariante es uni-
modal, alcanza su maximo pagecoincidente con el vector de mediasy
tiene contornos de igual densidad elipticos (o hiperiebp}.

Los siguientes hechos son de muy sencilla demostracién:

1. Las distribuciones de cualesquiera combinacionesléaale componentes
deY son normales.

2. SiY es normal multivariante, cualesquiera marginales son al@sruni- o
multivariantes.

3. Si X eY son vectores independientes conjuntamente definidos &an di
tribuciones respectivad,(ux,Xx) Y Npy(py, Xy), Yy A, B son matrices
cualesquiera de ordehx p, (d < p), y rangod, se verifica:

AX + BY ~ Nd(Ap,X + Buy, AzxA, + BzyB,)

Como caso particulat; X ~ Ny(Cux,CExC").

4. Laincorrelacion entre cualesquiera componeiigsX; (o grupos de com-
ponentes) deX, implica su independencia. En el caso de variables alea-
torias con distribucién normal multivariante, incorrétace independencia
son nociones coextensivas.

5. Transformaciones lineales ortogonales de vectdig8, o21) tienen distri-
bucién N4 (0, o21).

Observacion 1.2 Una normal multivariante tiene contornos de igual
densidad, cuando esta densidad existe, cuya expresié@dégeta por:

—%(y —1)'Sy Yy —p) =k

Como la matriz de covarianzas (en el caso de rango complata,gb que
existe la densidad) es definida positiva, la expresiéon amnteroporciona la
superficie de un hiper-elipsoide: una elipse ordinari&énun elipsoide (si-
milar a un balén de rugby) eR3, y figuras que ya no podemos visualizar en
mas de tres dimensiones.

Observacion 1.3 Hay versiones multivariantes del Teorema Central
del Limite, que sugieren que variables multivariantes que s

= Suma de muchas otras,
= Aproximadamente independientes, y
= Sin influencia abrumadora de ninguna sobre el conjunto,

siguen distribucion aproximadamente normal multivagaks un hecho, sin
embargo, que el supuesto de normalidad multivariante earm@mte res-

trictivo, y de rara plausibilidad en la préactica. En partacuel supuesto de
normalidad multivariante esiucho mas fuertque el de normalidad de las
marginales, como el siguiente ejemplo ilustra.
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Ejemplo 1.1 Supongamos un vector bivariart&;, X,), en queX; y
X, son respectivamente temperaturas maximas y minimas debigaion.
Podemos perfectamente imaginar un caso con normalidadmabfigis mi-
nimas y maximas se distribuyen cada una de modo normal).rsirago,
el supuesto de normalidad bivariante seria claramenteauadio: por de-
finicion, X1 > Xa, y por tanto el vectofX;, X») se distribuye sélo en el
semiplano por debajo de larecta = X5. Una normal bivariante debe estar
definida en todo el plano real.

El siguiente teorema sera de utilidad:

Teorema 1.1 SeaX un vector aleatorio con distribucion normgb+ ¢)-variante,
particionado del modo que se indica:

Xi Ml) (En E12))
X = ~N ,
<X2> <<M2 o1 Y22
Entonces la distribucién d&X; condicionada potX, = x> es:
Np(p1 + S12855 (T2 — p2), 11 — S1255 Do)

DEMOSTRACION.

Una demostracién conceptualmente simple se limitariaciLefeel cociente de
la densidad conjunta entre la densidad margff{&X ), simplificando el cociente
hasta encontrar una densidad normal con el vector de mediatriz de covarian-
zas que indica el enunciado. Una aproximacién mas simpke qsd sigue (véase
Chatfield and Collins (1980), p. 99). Consideremos la végialeatoria

Y:X1+MX27

siendoM una matriz de dimensionesx ¢. La matriz de covarianzas entre [Hs
y las X, sera:

Cov(Y,X5) = E{[(X1— 1)+ M(Xz—p2)](Xo — p2)'} (1.28)
= E{(X1— )Xo — p2) + M(X2 — p2)( X2 — pu(1]29)
= Y2+ MXo (1.30)

Si hacemosV/ = —21222‘21, la expresion anterior sera una matriz de ceros; por

tanto,Y = X — 21222‘21X2 es un vector aleatorio normal multivariante indepen-
diente deXs.

Siendo independiente, su distribucién incondicionadanglimonada poX, =
x5 es la misma. Tomando valor medio y matrices de covarianzasnios casos,
obtenemos los siguientes momentos:

a) Incondicionados:
ElY] = E[X|— %1955 Xo] = p1 — L1255, po (1.31)

Sy = B[(X1—m) - S35 (Xo — m)][(X1 — p1) — D1o855 (X2 — paa)]’
= Y11 - Y1285 T0e¥0n T1a’ = Uiy — T12855 T2 (1.32)
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b) Condicionados:

EY|Xy =] = E[X1|X2 =2 X255 (1.33)
EY‘XQI(EQ = E()(ﬂ)(g::l)g) (134)

eigualando (1.31) a (1.33) y (1.32) a (1.34) llegamos a:

E[Xi| Xy =] = p+ 1255 (@2 — po) (1.35)
Sy Xz = 211 — S12555 Do (1.36)

Las expresiones (1.35) y (1.36) junto con la normalidadkdedemuestran el teo-
rema.

1.3. Regresion lineal.

Supongamos, con la notacion de la Seccion anterior,pgael (con lo que
X es un escalar), y que nos planteamos el siguiente probleroantearg(Xs)
aproximando de manera “Optima” ;. “Optima” se entiende en el sentido de
minimizar E[X; — g(X5)]?. Demostraremos que la funcigiX,) buscada es
precisamentd’[ X | X5]. Para ello precisamos algunos resultados instrumentales.

Lema 1.1 Si denotamos mediante un superindice la v.a. con respectcwzal se
toma valor medio (es deciE XV [Z] = [*_ Z fx, (z1)dx1), se tiene:

E[X1] = EPV[X] = EFD[EX (X, Xy)]

DEMOSTRACION:

EXEX X)) = [ ) B (X Xo)ldes (037
_ /fX2(ac2) [/mle1X2(m1|m2)dm1 d£3.38)
_ / da, / dazs [ fx, 1, (1 ]2) 3, (22)]1.39)
_ / da, / das @1 fx, (@1 @2)]  (1.40)
_ / 21da / I, (@1, o) das (1.41)

_ / o1 fx, (1)day (1.42)
= EXI[X] (1.43)
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Lema 1.2 Sea,

X o X
= ()~ () G e))
EntoncesZ = X; — E[X;|X?2] es una v.a. incorrelada con cualquier funcién
0(X39).
DEMOSTRACION:
Como, de acuerdo con el lema anteriBfZ] = 0, tenemos que:

cov[Z,U(X3)] = E[Z({(X2) - E[l(X2)])] (1.44)
—  E[Z0(X,)] (1.45)
= E[Xil(X3) — E[X1|X2]l(X2)] (1.46)
~ 0 (1.47)

haciendo uso del lema anterior para evaluar la expresid6).1.Tenemos asi el
siguiente,

Teorema 1.2 La mejor aproximacion en términos de error cuadratico medko
X1 en funcién deX, es la proporcionada poy(Xs,) = E[X;|X3].

DEMOSTRACION: Consideremos cualquier otra funcidtX,). Entonces:

E[X; — h(X2)]? = E[X1—g(Xa2)+ g(X2) — h(X2)]?
= E[X1 —g(X2)]* + Elg(X2) — h(X))?
+2cov[ X1 — g(X2), g(X2) — h(X2)]
z ¢(Xo)
= E[X1 —g(X2)]* + Elg(X2) — h(X))?
> E[X; - g(X2)]?

Es interesante observar qigX; | X5] es una funcién lineal d& en el caso
que consideramos de distribucion normal multivariantejuota de X, X,. La
expresion d&v[ X | X] es reminiscente de la dé3 en regresion lineal, pero aqui
la linealidad no es un supuesto, sino un resultado.

Definicion 1.1 Llamamosvarianza generalizadde una distribucién multivarian-
te al determinante de su matriz de covarianzag, Llamamosvarianza totala
traza(X).

Lema 1.3 Las varianzas generalizadas de la distribucion Ne= <§1> y las
2

correspondientes a las distribuciones &8 | X, = x2 y X, estan relacionadas
por:

5] = [S11 — D155 To1|[ S22
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DEMOSTRACION. Basta tomar determinantes en la igualdad matricial,

I =055 (211 e I 0\ _ (Zu—T1Zyp S 0
0 I Yo1 Yoo ) \~ZpXiy I 0 Yo

Emplearemos la notacid;; » para designar la matriz de covarianzag —
DITH IS WO

Algunas cosas merecen resaltarse. La matriz de covarideZasdistribucion
condicionada poX, = x, no depende de,. Por otra parte, la expresion que da
el valor medio deX; condicionado poiX, = x, es formalmente similar a la que
se obtendria regresando los valores centradd$dgobre los valores centrados de
X. Es una funcion lineal ems.

Una tercera observacion de interés es que las varianzas &g len la distri-
bucién condicionada son no mayores que en la distribuciécondicionada; esto
es facil de ver si reparamos en que los elementos diagonalﬁgzﬁig;xgl (que
se restan de sus homélogos Xg ) resultan de evaluar una forma cuadrética de
matriz 22‘21 definida no negativa. Esto es légico: conoci¥g = x5, disminuye
la incertidumbre acerca de los valores que puede ta¥harEl Gnico caso en que
las varianzas —condicionadas e incondicionadas— seratiges es aquél en que
212 = 0.

1.4. Correlacion simple, parcial y multiple.

SeanX; y X; dos variables aleatorias conjuntamente definidas. 8ggn?
sus varianzas respectivas)y su covarianza. Se denominaeficiente de correla-
cion simpleentre ambas a:

Se demuestra facilmente haciendo uso de la desigualdadhtieaz que—1 <
pi; < +1. Un coeficiente de correlacion simple igual a 1 en valor altsql+1
0 -1) indica una perfecta asociacion lineal entre las vigableatoriasX; y X;
(véase Troconiz (1987b), Cap. 14, por €j.).

Imaginemos queX;, X; son variables aleatorias de entre las que componen el
vector X;. Si las varianzas y covarianzas en (1.48), en lugar de peoakxt,
proceden de los lugares homologosen », tenemos el llamadooeficiente de
correlacion parcialentreX; y X; controlado el efecto d&:

def Aij2

Pij. Xy = ————-
/[ 2 2
+ 0,905 9

Podemos interpretas;; x, como el coeficiente de correlacion enffey X; una
vez que de ambas se ha eliminado la parte que cabe expresarcoarbinacion
lineal de las variables aleatorias 3.
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Definimoscoeficiente de correlacion mdltiple al cuadraeptre la variableX ;
(enX,)y X, asi:
2 2
R, — % %X
7. X2 T o2 ’
J

o en forma reminiscente d&? = 1 — SSE/SST habitual en regresion,
2

o“
2 1 J-Xo
Rj.X2 =1 7 -

El coeficiente de correlacién mdltiple al cuadrado es agumdrte de la varianza
de X; “explicada” linealmente por las variables aleatorks.

Ejemplo 1.2 Consideremos una matriz de covariadzastre las tres
variablesX; = “Tension arterial”,X> = “Renta disponible” yX; = “Edad”.

1,00 0,60 0,90
»=1060 1,00 0480];
0,90 0,80 1,00

Una apreciacién superficial podria llevar a concluir que bag abultada
correlacién de 0.60 entre la variabl® (Renta) y la variableX; (Tensién
arterial). Si efectuamos el andlisis controlando el efdetta variableX, el
resultado cambia drasticamente. En efecto, tendriamos:

s _ (100 060

= 10,60 1,00

Yoo = (1,00)
0,90

P12 = (0,80)

Por consiguiente, la matriz de covarianzas de las variadbleX’, controlado
el efecto deX3, en aplicacién del Teorema 1.1, resulta ser:

1,00 0,60 0,90
Yo = (0760 1’00)—(0780) (1,00) (0,90 0,80) (1.49)
0,19 —0,12
~ (—0,12 0,30) (1.50)

El coeficiente de correlacigmarcial (eliminado el efecto d&; entreX; y
X, seria ahora:

012
P12:3 7 519 % 0.30

es decir, una correlacion apreciable y de signo contraiin@al.

No cuesta imaginar el origen de la aparente paradoja. Lagatizbles
X, y X, aparecen altamente correladas coX}a(Edad), y ello induce una
correlacién espurea entre ellas. Al eliminar el efectoe@i de la variable
X3, la aparente relacion directa enffe y X, desaparece por completo (de
hecho, se torna de relacién inversa).

~ —0,4588;

Yvalores ficticios. El ejemplo es puramente ilustrativo.
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1.5. Distribucion de Wishart.

Definicion 1.2 SeanX; (i = 1,...,n) vectores aleatorios independientes, con
distribucién comanvV,(0, ¥). Entonces, la matriz aleatoria
n
A=>"XX;'
i=1

con 1d(d + 1) elementos distintos —dado que es simétrica— sigue la loiistion
conocida como distribucién de Wisha#t/,;(n,Y), conn grados de libertad y
matriz de parametrox.

La distribucién de Wishart puede en cierto modo consideraosno una gene-
ralizacion de lag?; en efecto, siX; ~ N1(0,0?) se verifica queA = """ | X2 ~
o?x2 = Wi(n, o?). De la definiciéon se deducen de modo inmediato las siguientes
propiedades:

1. SiS ~ Wy(n,2), T ~ Wy(m, %)y ambas son independient&s+ 17" ~
Wa(m +n, X).
2. SiS ~ Wy(n,X)y C es una matrizy x d de rangagg, entonces:
CSC' ~ Wy(n,CEC")
DEMOSTRACION. § ~ Wy(n,X) & S =31 | X; X, conX; ~ Nd(ﬁ, Y).
Por consiguiente,

n

csc'=c (Zn: XiX/> C'=) (CX)(CXy)'
1=1

i=1
PeroCX; ~ N,(0,C%C"), lo que muestra qu€ SC’ ~ W,(n,CXC").

3. Como caso particular de la propiedad anteriaf,es un vector de constantes
y S ~ Wy(n,X) tenemos:

a'Sa ~Wi(n,a'Sa) ~ (a'Ya)x? (1.51)
0, lo que es igual,
!/
alSa 2 Va # 0 (1.52)
a'Xa

4. Como caso particular de (1.52),&i = (0...0 1 0...0) (un Gnico “uno”
en posicioni-ésima) se verifica que cuando~ Wy(n, %),
a’'Sa = s ~ a2 x> (1.53)
Es decir, el cociente entre un elemento diagonal de unazmsriVishart y
la correspondiente varianza poblacional, se distribuyeaconay?, con los
mismos grados de libertad que la Wishart.
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1.6. Formas cuadraticas generalizadas.

SeaX una matrizV x d, que representaremos alternativamente de una de las
siguientes formas:

X'
X,
X = 2 = (XWX® . xD)

Xy’
Entonces, la “suma de cuadraddd” = >"N X;X;’ puede escribirse como:

W = X'X. Es una matrizl x d. Llamaremogorma cuadratica generalizada
una expresion como:

X/AX = Z Z CLUXZ‘X]' ,.
i

Es, como la “suma de cuadrados” anterior, una mdtsizd.

Lema 1.4 Si las filas deX siguen una distribuciér?(i@Nd(ﬁ, Y)), se verifica lo
siguiente:

1. XU ~ Ny(0,0% Iy).

2. X'a ~ Ny(0,||a|?%).

3. Siay,...,a,,r < N, son vectores e mutuamente ortogonales; =
X'a; (i=1,...,r)son mutuamente independientes||&j||> = 1, u; ~
Ny(0,%).

DEMOSTRACION: Solo (3) requiere demostracion, siendo inmediatos los res

tantes apartados. Consideremigsi; (i # 7). Claramente[E[i;] = E[i;] = 0,

(o) (o) |

= > > ainaiE[ X X))
ko1

= Zaikajkﬁ
k

- O4xq Sii # j (de donde se sigue la independencia)
S lE sii=jyllalr=1

E[uin /] = F

Lema 1.5 SeaX una matriz aleatoriaV x d cuyas filasX;’ son independientes
con distribucién comaiv, (0, ). Seal/ una matriz ortogonalV x N, eY = UX.
EntoncesY 'Y = X 'X se distribuye como uné/;(N, X).
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DEMOSTRACION
Es inmediataY'Y = X'U'UX = X'X. Es claro ademéas qu&’'X =
i, Xi X' sigue la distribucién indicada.

Teorema 1.3 SeaX una matriz aleatoriaV x d cuyas filasX son independientes
con distribucion comumV,(0, X). Los estimadores habituales del vector de medias
y matriz de covarianzas:

1 N — —
S = NZ(XZ-—X)(Xi—X) (1.54)

_ 1 X
X = NZX,- (1.55)

verifican:
1. S esindependiente d¥.

2. NS ~WyN-15%).

DEMOSTRACION. Consideremos una matriz ortogonal N x N cuya ultima fila
sea:

(L 1 L)
SeaY = UX. Su Ultima filaes¥Yn = SN | uyi X; = \/_1N SN, X =XVN.
Por tantoYnYn' = NX X . Por otra parte,

N
NS = Y (X -X)(X;-X)’

N
= ) XiX;' - NXX -NXX +NXX'
=1

N
i=1

N

= Y XX, - YNYN'
i=1
N

= ZYiYi/—YNYN/
i=1
N-1

= ) Yy

i=1
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Como las filasY; son independientes unas de otrasXyy NS dependen de fi-
las diferentes, son claramente independientes. Es decdesjae, aunque hemos
supuestaZ[X | = 0, este supuesto es innecesario. Puede comprobarse faeilmen
que si sumamos una constante cualquiera a cada colifinas no se altera.
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1.7. Distribucién 72 de Hotelling.

SealWW ~ Wy(n,X)y X ~ Ny4(p, ), ambas independientes. Entonces:
(X —p)' W HX - p)

sigue la distribucion conocida comB? de Hotelling, de dimensiéd y con n
grados de libertad. La denotaremos f@r . Esta distribucion puede verse como
una generalizacion de & ,, (y, por tanto,7’ como una generalizacion dedale
Student). En efecto, cuando= 1,

W ~ Wi(n,o?) =0o2x2 (1.56)
X ~ N(p,o?) (1.57)

2
2 (B
n(X —p) W HX —p) = (XW/S) = g/V/na>2 ~ Fin

No es preciso contar con tablas de la distribuciéon de Hotglppues una rela-
cién muy simple la liga con la distribuciéf de Snedecor. Para su establecimiento
necesitaremos los lemas a continuacion. La presentadgjiie sie modo bastan-
te ajustado a Seber (1984), p. 29 y siguientes, donde se pwed& para mas
detalles.

Lema 1.6 SiY ~ N4(0,X)yX es de rango completo, entoncds/S 1Y ~ x2.

DEMOSTRACION: SiendoY definida positivaX.~! existe y es también definida

positiva. Entonces puede encontraise: tal que:E‘%E‘% = ¥l Por otra
parte, X = S72Y se distribuye comdv,(0, 1;). Entonces,

Iv—1lv _ viv—iv—1ivy / 2
YYXTY =YY 272 = X' X ~ xj

Lema 1.7 SeaX’' = (X7 : X2') un vectorNy(u,X), conp = (1 : p2’)y

Y1 Yoo
»~1. Entonces,

o by s L L .
Y= ( 1 12). Seas/ el elemento genérico en el lugai—ésimo de la matriz

Var[X1]X2 = wg] = E
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DeEMOSTRACION: De acuerdo con el Teorema 1.1, p. 15,
X1 | Xp=wy = 011 — Y1955 Do

Por otra parte, por el Lema 1.3, p. 17, sabemos que:

5] = [o11 — S12555 Sa1[|Saal-

De (1.58) y (1.59) se deduce entonces aue x,—., = =1/otl.

|22

25

(1.58)

(1.59)

Lemal.8 SeaY = Z3 + e conZ de ordenn x py € ~ N,(0,0%1,). Sea

Q = ming ||Y — Z8||> = ||Y — Z{3||>. Entonces:

2.2
Q ~ o Xnp

Q = 1/w'
. s Y'Y Y'Z
-1 _ iJ _
siendoWW =" = [wY]|y W = <Z’Y Z’Z>'

(1.60)
(1.61)

DEMOSTRACION. QueQ@ ~ a2xi_p lo sabemos por teoria de regresion lineal;

@ no es otra cosa que SSE, la suma de cuadrados de los residjusstaly” sobre

las Z. Por consiguiente,
Q = |lU-22'2)"'z2"Y|?

= Y'(I-2(Z2'2)7'2")Y
= Y'Y-Y'Z(Z'2)7'Z'Y

(1.62)
(1.63)
(1.64)

Por otra parte, de la definicion dig se tiene (empleando el mismo procedimiento

que en la demostracion del Lema 1.3, p. 17) que:
W|=|Y'Y -Y'Z(Z'2)'Z2'Y||Z'Z|

De (1.64) y (1.65) se deduce entonces Que: % = 1/w'.

Lema 1.9 SeaW ~ Wy(n,X), n > d. Entonces:

11

1. %25 ~x2_,., esindependiente de;;,i,j = 2,....d.
w
Is—1 )
2. 5,3/_1% ~ Xi_dﬂ, para cualquierf # 0.

(1.65)

DEMOSTRACION W ~ Wy(n,X) <= W = X'X =" | X;X;' conX; ~
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N4(0,%). Siregresaramos la primera variable sobre todas las testale acuerdo
con el Lema 1.7, p. 24 anterior,

Q:HX Zﬁl (Z)||2 11Xn—d 1)

Ademas,Q es independiente de las columnasXlempleadas como regresores:

X®@ ..., x_ Porotra parte) = 1/w'!. Por consiguiente,
L € D (1.66)
ot jwlt ~ Xi—(d—l)' (1.67)

Para demostrar la segunda parte, Ge@aa matriz ortogonal x d cuya fila superior
fuera: £’/||¢||. Siempre puede encontrarse una matriz asi. Entoddéd,’ ~
Wya(n, LYL"). Como,

(Ltwr=' = w-'r’ (1.68)
(LYt = x~tr’ (1.69)
se tiene que:
e'x1e e'x71e)|le) 2
She esuep (1.70)
w1 e'w-1e/e|
(LY"'L") 1y
= 1.71
(LW_IL/)H ( )
(LYL")!
= 1.72
= Xo_an (1.73)

aplicando (1.53). Es de resaltar que la distribucion no nigpele?.

Teorema 1.4SiZ%2 = nY 'W=Y conY ~ Nyg(0,%),n > dyW ~ Wy(n,X),
siendoY y I independientes (y siguiendo por tan#d una distribucionT} ),
entonces:

n—d+1272
T n fdn d+1
DEMOSTRACION:
7?2 Y's"ly
Z —vy'wly = 1.74
n Y'S-lY )Y 'W-ly (1.74)

El numerador de (1.74) se distribuye como wacon d grados de libertad, y el
denominador como ung conn — d + 1 grados de libertad. Ademas, como ponia
de manifiesto el lema anterior, ambos son independientedpmige se sigue la
distribucionF de Snedecor del cociente.
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1.8. Distribucion de Wilks y asociadas

Multitud de contrastes univariantes resultan de efectoeieates de sumas de
cuadrados, gue debidamente normalizadas siguen, bajpuetsto de normalidad
de las observaciones, distribucidnde Snedecor. Cuando las observaciones son
multivariantes, las “sumas de cuadrados” son formas ctiealsageneralizadas,
con distribuciones de Wishart, y el cociente entre deteaamas de las mismas
puede verse como generalizacion de los contrastes umtesia

Definicion 1.3 Supongamos dos matrices aleatoriay H con distribuciones res-
pectivas,

H ~ Wy(vy,X) (1.75)
E ~ Wy(vg,X) (1.76)

independientes. Entonces, el cociente:

£
|E + H|

sigue la distribucién conocida comambda de Wilksle dimensiém y con grados
de libertadvy y vg, que denotaremos poX(p, vy, vg).

La distribucion anterior se conoce también como distrifudi.

En las aplicaciones surgen de modo muy natural matrices deaWWi’ y H
asociadas a “suma de cuadrados de los residuos” y “suma deadoa atribui-
ble a la hipétesigi”. La Tabla 1.1 muestra el paralelismo existente entre agun
productos de matrices Wishart y cocientes de sumas de desdhabituales en
regresion y ANOVA univariantes.

Cuadro 1.1: Equivalencia entre estadisticos uni- y multivges.

Matriz Distribucion Anélogo Distribucién

multivariante | univariante | univariante
1 T . "N ~
E"2HE 2 Beta tipo Il 62 /6% 2 Fypvn

multivariante

_1 _1 . 52

(E+H) :H(E+H) 2 Beta tipo | ﬁ Beta (=, =)

multivariante

Los siguientes teoremas sobre los valores propios de lagcesén la Tabla
1.1y sus analogas no simétricss~' y H(E + H)~! son de utilidad.

Teorema 1.5 SeanF y H matrices simétricas y definidas positivas. Entonces los
valores propios dé E~! son no negativos y los dé(E + H)~! no negativos y
menores que 1.
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DEMOSTRACION:

|[HE™' —¢I| =0 < |HE 2 —¢Ez|=0
& |ETIHE % —¢I|=0

Es claro queE 2HE > es semidefinida posmva pues para cualquiéenemos
quex’'E~ sHE 2x = 2'Hz, en quez = £~ iz

Sean entonces, .. ., ¢4 los valores propios dé/ E—!. Tenemos de manera
enteramente similar que los @& E + H)~! son soluciones de

H(E+H)™ —0I|=0 & |H—-0E+H)|=0
< |1—-60)H—-0E|=0

‘HE‘l - %I‘ =0
lo gue evidencia que
¢i = 1%(%, (i=1,...,d)
y por tanto
= 1_?@ (i=1,...,d)

claramente comprendido entre Oy 1.

Hay diversas tabulaciones de funciones de interés de dicloges propios
cuando las matrice& y H son Wishart independientes: del mayor de ellos, de
la suma, del producto, etc., funciones todas ellas que semqn de modo natu-
ral como posibles estadisticos de contraste en las agiegi Un examen de las
relaciones entre los diversos estadisticos se postergeSataiones 3.3y 4.3.
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1.9. Contrastes en la distribucidon normal

El supuesto de normalidad encuentra parcial justificaandel &2eorema central
del limite: si las influencias sobre un sistema son multjiesoximadamente in-
correladas entre si, y sin ninguna que tenga una importadoaienadora del total,
cabe esperar que el resultado se distribuira de modo apaidgimente normal.

En la préactica, ello resulta mucho més problematico coraltes multivarian-
tes que univariantes. Tiene interés disponer de contrgatepermitan evaluar el
ajuste a una normal tanto en el caso uni- como multivaridneo que sigue se
introducen algunos de esos contrastes.

Debe tenerse presente que, incluso aunque el supuestordalided parezca
claramente inadecuado, muchos de los procedimientosdiésans bajo el mismo
contindan dando resultados aceptables. En lo sucesienenabs de indicar en ca-
da caso como afecta el incumplimiento del supuesto de nifadkd los contrastes
y estimaciones.

1.9.1. Diagnosticos de normalidad univariante

Podria, desde luego, emplearse un contraste de ajustetéwdno”, como la
pruebay? o el test de Kolmogorov-Smirnov, descritos en cualquietotédésico de
Estadistica (por €j., Troconiz (1987a), p. 249). Pero hayrastes especializados
que dan habitualmente mejor resultado cuando la hipétesi&gudte a contrastar
es la de normalidad.

Gréficos QQ. Unade las pruebas mas simples e ilustrativas para evalajset
de una muestrg,, . . . , y, a una distribucién normal consiste en construir su gréafico
QQ. Se hace de la siguiente manera:

1. Se ordena la muestra, obteniergﬁg < S Y- EntonceSg(i) es el
cuantil - muestral —deja a su izquierda o sobre él una frac¢jode la
s 1 .,
muestra—. Habitualmente se considera como el cug%l‘# (correccion de
continuidad).

2. Se obtienen (mediante tablas o por cualquier otro progedto) los cuan-

i1
tiles G=3) de una distribuciénvV (0, 1), es decir, los valoreg; < ... < ¢,

| x? (i—3)
I e e C

verificando:
3. Se hace la grafica de los puntes y(;)), i = 1,...,n.

Es facil ver que en el supuesto de normalidad los puntos i@&balinearse apro-
ximadamente sobre una recta. Si no presentara forma a@damente rectilinea,
tendriamos motivo para cuestionar la normalidad.
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Contraste de Shapiro-Wilk. Esta basado en el cociente del cuadrado de la me-
jor, o aproximadamente mejor, estimacion lineal insesgkdia desviacion stan-
dard dividida por la varianza muestral. El numerador setooys tomando una
combinacion lineal de los valores ordenados de la muesiracaeficientes pro-
porcionados en Shapiro and Wilk (1965). Légicamente, cadwiio de muestra
requiere unos coeficientes diferentes. En su formulaciginait, era de aplicacion
s6lo a muestras reducidas —cor< 50 aproximadamente—. No obstante, trabajo
posterior (ver Royston (1995)) ha permitido extenderloragi@s muestrales tan
grandes comar < 5000. Una alternativa para muy grande es el contraste de
D’Agostino a continuacion.

Observacion 1.4

Contraste de D’'Agostino. El contraste de D’Agostino (ver D’Agostino (1971);
tablas en D’Agostino (1972) reproducidas en Rencher (199) el Apéndice)
emplea el estadistico

iy [i = 3(n+ D]y

D 2.77)
\/ n? 32 (e — )
0 alternativamente su expresion aproximadamente centraificada
D — (2y/7)7 !
Y Vi 2ym)) . (1.78)

0,02998598

Requieren > 50. Su distribucion para diferentesesta tabulada. Es un contraste
“6mnibus”, sin una alternativa predefinida. No obstanteatdr deY proporciona
informacion acerca de la naturaleza de la desviacion de &strauanalizada res-
pecto al comportamiento normal: cuando la kurtosis es méseafperada bajo una
hipotesis normal}” tiende a tomar valores negativos. Lo contrario sucede eauand
la muestra presenta menos kurtosis de la esperable en unalnor

Hay otros varios contrastes, explotando una idea similanaparando la si-
metria y kurtosis de la muestra con las esperables bajodéesip de normalidad:
véase Rencher (1995), Sec. 4.4 para un resumen.

1.9.2. Diagnosticos de normalidad multivariante

Un paso previo consistird en examinar la normalidad de &sliciones mar-
ginales unidimensionales: esta es necesaria, pero noesificpara la normalidad
multivariante, que es mas restrictiva que la mera normadlilgalas marginales. Hay
un caso, no obstante, en que la normalidad de las marginaigslisa normalidad
multivariante: el caso de independencia, como resulthdéniprobar.

Puede pensarse en explotar las ideas en los contrastesiantes descritos,
pero hay que hacer frente a problemas adicionales: no hagrdeaacion natu-
ral en el espacip-dimensional, y tropezamos rapidamente con la “maldicién d
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la dimensionalidad’{dimensionality curse)Lo primero es claro; para adquirir al-
guna intuicion sobre la “maldicion de la dimensionalidad’beieno considerar el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.3 (en un espacio de elevada dimensionalidad, los puntos
guedan casi siempre “lejos"Consideremos un espacio de dimensién dos;
los puntos cuyas coordenadas no difieran en mas de una udiskaah, a lo
sumo (en distancia euclideg®. En R?, la distancia seri&'3 y, en general,

/P enRP. Alternativamente podriamos pensar en los siguientesiésrEl

volumen de una hiper-esfera de radienp dimensiones tiene por expresion

wP/2pp

Esta formula da para = 2 y p = 3 las familiares férmulas de la superficie
del circulo y volumen de la esféteCuandag = 3, la esfera de radio unidad

ocupa un volumen dér /3 = 4,1887; el cubo circunscrito (de lado 2, por
tanto) tiene un volumen de 8. De los puntos en el cubo, méas detéal
guedan a distancia menos de 1 del centro de la esfera. Cuaddodnsion
p crece, larazén de volimenes de la hiper-esfera y el higes-ciocunscritos
es

p/2

rapidamente decreciente a cero. Casi todo el volumen dehmenp > 3
dimensiones esté en las “esquinas”. No hay apenas puntotaadtsiancia
del centro de la esfera.

Lo que el ejemplo sugiere es que una muestra, salvo de tanesiGordunal,
sera siempre escasa si el nimero de dimensiones es almnpglermite concebir
muchas esperanzas en cuanto a la potencia que podamogs.obtene

Contraste de Gnanadesikan y Kettenring. Dada una muestrg, ..., y, pro-
ponen construir los estadisticos,

n

u; = m(yz ~9)'S Ny —¥) (1.81)

que se demuestra siguen una distribudiffav, ) cona y 3 definidos asi:

_ p—1

a = o (1.82)
_ n—p—2

68 = 72(71_29_1). (1.83)

“Basta recordar quE(r) = (r — 1)I'(r — 1),I'(1) = 1y I'(3) = /7.
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Los cuantiles de un&(«, 3) vienen dados por

11—«

YT S TasBTT (1.84)
lo que sugiere hacer la grafica de los purlt@su;)) y comprobar su alineacion
sobre una recta. La separacion de la recta es indicativaotiEiin de la hipotesis
de normalidad multivariante.

Al igual que en la seccién anterior, cabe pensar en congrdstenales que
ayuden a nuestro juicio subjetivo sobre la falta de lin@alid no de los puntos
mencionados. Como estadistico puede utilizarse

D}, = miafo, (1.85)

enqueD? = (y; —9)'S~'(y;—7). Los valores criticos estan tabulados en Barnett
and Lewis (1978).

Un hecho de interés es que el contraste esta basado en lasdasD;, que
son de interés en si mismas como medida de la “rareza” de pumt@strales
—miden la lejania de cada punto al vector de medias estimada chuestra en
distancia de Mahalanobis—. El contraste resefiado puedmtorverse también
como un contraste de presencia de puntos extrabogiers

Otros contrastes. Se han propuesto otros contrastes, como el de Mardia (1974),
gue investiga la asimetria y kurtosis en la muestra en Galagn la esperable en
una normal multivariante.

1.9.3. Busqueda deutliers

Es en general mucho més dificil en espacios de elevada donaelidad que
en una, dos o tres dimensiones, donde es posible la vistigliza

Un método atrayente es el siguiente: Sela estimacion habitual de la matriz
de covarianzas basada en una muestra de tamgg®eaS_; el mismo estimador
prescindiendo de la observacitsima. Consideremos el estadistico:

W = mix [(n—2)S_i]

- 7 1.86
s (1.80)

Si hubiera alguna observacion que fueraoutiier, “hincharia” mucho la estima-
cion de la matriz de covarianzas, y esperariamosijueiviera un valor “peque-
fio”; por tanto,IW tendra su region critica por la izquierda. Se puede denmostra
que
nD(Zn) g
W=1--——+- 1.87
mo1) (1.87)
con D, definido con en (1.85), p. 32, lo que permite emplear para reraste
basado eV las tablas en Barnett and Lewis (1978).
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Alternativamente, definamos

- n—p-1/ nD? ! .
F; = Y <1 o172 1)2> (i=1,...,n) (1.88)
EntoncesFi“mszp,n_p_l y

P (méxﬂ > f) =1-[P(F<f)" (1.89)

en queF' es una variable con distribuciéf de Snedecor. Obsérvese que ambos
contrastes estan relacionados:

def , n—p—1/1
F ce F=—" ~(=-1). 1.90
= () -9

CUESTIONES, COMPLEMENTOS Y COSAS PARA HACER

1.1 Lasfunciones de ggnorm y shapiro.test (ésta ultima en el
paquetetest ) permiten realizar con comodidad gréaficas QQ y el contraste
de Shapiro-Wilk respectivamente.
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Capitulo 2

Inferencia en poblaciones
normales multivariantes.

2.1. Inferencia sobre el vector de medias.

Como estimador d@ empleamos habitualment® = % Zf\il X;, que es
el estimador maximo verosimil si la distribucién es normaitivariante. Como
estimador de la matriz de covarianzas puede emplearse(1/N) Zfil(Xi -
X)(X; — X)' (méximo verosimil, sesgado)é(N—1)"15 = (N—1)": N (Xx;—
X)(X; — 7)' (insesgado). Es habitualmente irrelevante cual de ellesmgdee,
en especial sN es moderadamente grande. En los desarrollos que sigueagempl
remoss.
2.1.1. Contraste sobre el vector de medias conocida

ComoX ~ Ny(u, %2), tenemos que:

/ _ R
NEX —w)s 8 X —p) ~ 3
Para contrastak: pu = pg calculariamos el valor del estadistico
— / _ E—
Qo = N(X — po) Z™H(X — o),
rechazando la hipétesis al nivel de significaciosi Qp > x2 ..

35
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2.1.2. Contraste sobre el vector de medias con desconocida.

Como,

NS ~ Wy(N-1,%) (2.1)
VN(X —p) ~ Ny0,%) (2.2)

y ademas son independientes, podemos asegurar que baiétsis nuldf,: u =
o Se verifica

_ p o
N(N = 1)(X — po) (NS)™H(X — po) ~ Tiin_1,
0 sea,
_ P
(N =1)(X — po) S 1(X — Hg) ~ Tc%,N—l'
Por consiguiente,

N—l—d-i—le2N_1
d ~ 1 2.3
y N 1 FdN-1-d+1 (2.3)

N-—d — L
(X o) STHX o)~ Fan-d (2.4)

El rechazo se producira al nivel de significaciosi el estadistico supetdg ,_ ;.

2.1.3. Contraste de igualdad de medias en dos poblacionescuatriz
de covarianzas comun.

Si tenemos dos muestras,

Muestra 1 : X1, Xs,..., XN, (2.5)
Muestra 2 : Y..Ys,..., YN, (2.6)

procedentes de sendas poblaciones normales multivarianote matriz de cova-
rianzas comurx, entonces:

x - L3y, (2.7)

M i=1 ' .
_ 1 N2

Y — EZYJ (2.8)
=1

2.9)

NiSi = Y (X -X)(X; - X) ~Wy(N1 —1,%)  (2.10)
i=1

NoSy = Y (Y =Y)(¥;=Y) ~ Wa(No — 1,%) (2.12)
j=1
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Por consiguiente$ = (N1.S7 + N2S3) /(N1 + N3) es un estimador d€ que hace
uso de informacion en ambas muestras)\y + N2)S ~ Wy(Ny + Ny — 2,¥).

Bajo la hipdtesisH: E[X] = E[Y] = po, E(X —Y) = 0. Por otra parte,

1 1 (N1 + Na)
DY R SR G S 7}
(X=Y) ™ N - No N1N>

NNy — —
o2 (X -Y) ~ Ng(0,%
N1+N2( ) 4(0,%)

Por consiguiente, bajfl,

NNy — =1~ =
(N4 No =) B (X =)'STH X =)~ Tians
Ni+Nys—d—1 NNy — ot~ =
d (N1+N2)2(X_Y),S (X -Y) ~ Faniemo-a-t

Como en el caso anterior, se producird el rechazo de la kipatella de igual-
dad de medias al nivel de significaciancuando el estadistico anterior supere

(0%
d,N1+Na—d—1"

2.1.4. Contraste de hipotesis lineales generales sobre ettor de me-
dias de una Unica poblacion.

Supongamos que la hipotesis que deseamos contrastar esapren la for-
maH,: C'u = §, siendod un vectorg x 1y C' una matrizg x d de rangqy.

De acuerdo con la teoria en la Seccion anterior, B&ja v N(CX — §) ~
N,(0,CEC"),y NCSC' ~ W, (N —1,CxC"). Por consiguiente:

N(N —1)(CX - &) (NCSC")HCX —8) ~T2y_, (2.12)
(N —1)(CX —8)(CSC")"H(CX —8) ~T2y_, (2.13)

?(CY —8)(CSC)"H(CX —8) ~ Fyn—q (2.14)

siendo de nuevo la region critica la formada por la cola deree la distribucion
(valores grandes del estadistico producen el rechazo diedesis de contraste).

Ejemplo 2.1 Supongamos que estamos interesados en contrastar si la
resistencia al desgaste de dos diferentes marcas de neosregila misma o
no. Este es un problema tipico de Analisis de Varianza: miamtes los dos
tipos de neumaticos en diferentes coches y, dentro de catie,cen dife-
rentes ruedas, y disefiariamos el experimento de modo guzeduwemle fuera
posible ningun factor ajeno al tipo de neumatico influyeraweduracion. Por
ejemplo, nos abstendriamos de probar el primer tipo de nzorsiempre
en ruedas traseras, y el segundo en ruedas delanteras, etc.

Sin embargo, no siempre podemos controlar todos los factmwepre-
sencia. Supongamos que los dos tipos de neumaticos se npanfaares en
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cada coche, cada tipo en una rueda delantera y una traseead@ibmos de
cada coche un vectoX = (X3, X5, X3, X4) de valores, los dos primeros
correspondiendo al primer tipo de neumatico y los dos sigegeal segun-
do. Salvo que hayamos disefiado el experimento con totatodatdl tipo
de conductor, estilo de conduccion, trayecto, tiempo afénies, etc.,no es
prudente dar por supuesta la independencia entre las comtes de cada
vector,como seria necesario para hacer un analisis de varianzarianite
ordinario. En efecto, todas ellas han sido influenciadasgmbores comunes
—como coche, conductor, trayecto recorrido—.

Sip = (1, ..., 1a) €s el vector de medias, la hipotesis de interés podria
expresarse asi:

Cu=0

10 -1 0
C‘(o1 0 —1)'

El contraste haria entonces uso de (2.14).

con

2.1.5. Contraste de hipotesis lineales sobre los vectores ohedias de
dos poblaciones.

Sean dos poblaciones normales multivariantes, con ma&tdpwhrianzas comun
Y., de las que poseemos sendas muestras aleatorias simples:

Muestra 1 : X1, Xs,..., XN, (2.15)
Muestra 2 : Y,.Ys,..., YN, (2.16)

Sila hipotesisHy: Cup — Cue = 6 es cierta YC' es una matriz x d de rango
q, se verifica,

| NiNy |, — - /
—(CX - CY — ~ N, b))
(N1 4+ N2)S = N1S1 + NoSy ~ Wy(Ny+ No —2,%)
(Nl—i—Ng)CSC/ ~ Wq(Nl—i—NQ—Q,CZC/),

y por tanto,

UCX —CY = 8)[(Ny + No)CSCIHCX — CY —8) ~ T2 iny2

con
N1Ny
N1+ N

que tras simplificar proporciona:

(Nl + N2 — 2),

k(CX —CY —6) (CSC) HCX —CY —8) ~ Fynysng—q{2.17)
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con

Figura 2.1: Disposicion de dos vectores de medias paralelos

M1

Ni+Ny—qg—1 N1Ny
q (N7 + No)2

Ejemplo 2.2 Contrastes de esta naturaleza surgen de forma habitual.
Hay veces en que la hipétesis de interés no se refiere a lalaglide los
vectores de medias, sino a su forma. Por ejemplo, Séar Y; vectores
aleatorios dando para los sujetedsimo (respectivamentg,ésimo) de dos
poblaciones las sensibilidades auditivas a sonidos deedifes frecuencias.

Si una de las poblaciones agrupa a jévenes y otra a ancianpdte-
sis de igualdad de medias no tendria mayor interés: podespesa menor
sensibilidad en los mayores. Podria interesarnos en casohicastar si los
vectores de medias son paralelos (véase Figura 2.1). Bs sidai espera-
ble pérdida de audicion de los ancianos se produce de forifarae sobre
todas las frecuencias consideradas, o si por el contrap@sge mas sensi-
bilidad para sonidos graves, agudos, u otros. Tal hip&edisduciria a una
hip6tesis de desplazamiento uniforme del vector de mediasd poblacion
respecto al de la otra.

Es facil ver como llevar a cabo dicho contraste con ayuda der)2
bastaria tomar

1 -1 0 0

1 0 -1 0
C = )

1 0 0 -1
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2.2. Inferencia sobre el coeficiente de correlaciéon entre
dos v.a. normalesXy, X,.

/
SiX = <§1> ~ No(p, %), Z =" (X; — X)(X; — X) ' se distribuye
2

comoWs(n — 1,%). El coeficiente de correlacion muestral al cuadrad, .,

es entoncei%Q/lezgg, y su funcién de densidad puede obtenerse por transfor-
macion de la de l&. Omitimos los detallés Puede comprobarse que la funcion
de densidad d& = Rx, x, (prescindimos de los subindices por comodidad nota-
cional) es:

(1 p*)n/?

= Emremt T
Je@r-seee)] v
De ella se deduce que:
B[R] — p—i—O(%) (2.18)
Var[R] — %H)(#). (2.19)

Bajo la hipotesis nuld : p = 0 la densidad se simplifica notablemente:

(1 =22 (Irf < 1)

y T? = (n — 1)R?/(1 — R?) sigue una distribuciodr; ,,_1, lo que permite con-
trastar facilmente la hipotesis de nulidad. Por otra p&ither mostré que
1 1+ R

— -t -1
Z_210g61—R tanh™ " R

se distribuye aproximadamente como:

11 |
Z ~ N |=log, L.
2 1—-p n-3

paran “grande”, lo que permite construir intervalos de confianaeap. La apro-
ximacién anterior es valida en el caso normal, y resultaténeente afectada por
la kurtosis.

Pueden consultarse en Fourgeaud and Fuchs (1967) p. 135.
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2.3. Inferencia sobre la matriz de covarianzas.

Existen contrastes para una gran variedad de hipétesis kotmatriz de cova-
rianzas de una poblacién normal, o sobre las matrices deianzas de mas de
una poblacion: Seber (1984) y Anderson (1978) son refamsrailecuadas. Sélo
a titulo de ejemplo, sefialaremos los estadisticos empeadel contraste de dos
hipotesis particulares.

2.3.1. Contraste de igualdad de matrices de covarianzas eonslpobla-
ciones normales.

Sean dos poblaciones normales multivariantes de las queemos sendas
muestras:

Muestra 1 : X1, Xo9,..., XN, ~ Nd([,bl, 21) (2.20)
Muestra 2 : Y1,Ys, ..., YN, ~ Ng(p2, X2) (2.21)
Sean,
1 &
- -\ /
S = XXX - X) (2.22)
=1
1 &
- =\ /
S = & ;(Yj ~Y)(Y; - Y) (2:23)
1
S = ——(N151 + NyS 2.24
N1+N2( 151 + N2S2) (2.24)

los estimadores habituales de las matrices de covarianzeada poblacion y de
la matriz de covarianzas conjunta. Sea,

= Sl 2.26
¢ |S1|=N1/2| Sy |~ N2/2 (2.26)
Bajo la hipotesis nuldy: X1 = X9, —2log, { ~ x%d asintoticamente.
e Ld(d+1)

2.3.2. Contraste de diagonalidad por bloques de la matriz deova-
rianzas de una Unica poblacién normal.

Ynu 0

Bajo la hipotesisH: ¥ = ( 0 S

> , Y con la notacién habitual, se tiene:

Adef S| |S11 — S12555 Sa1||S22|  |S112]

= = = . 2.27
|S11]|S22] |S11]|S22] |S11] (2.27)
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Bajo la hipotesis nula, la matriz en el numerador es una Wighig( N —g—1,%1;)

y la del denominadoW/,(N — 1,%;;). Por otra parte, comX; = E[X|X2] +
(X, — F[X1]|X2]) es una descomposicion d€; en sumandos independientes,
tenemos queSi; = Si12 + (S11 — Si1,2) descompones;; en la suma de dos
Wishart independientes. Por tanto,

_ [S11.2] A
|S11,2 + (S11 — S11,2)] P

lo que sugiere un modo de hacer el contraste.
Existen diferentes aproximaciones para la distribu¢ioRara valores ausentes
en tablas, puede emplearse la aproximaciéon

1
~(N = 5(p+q+3))log. A ~ Xog:

o alternativamente

1—AYt gl
S92 E
Al/t gl1 gt1,gl2
en que
gli = pq
1
gla = wt—§pq+1

1

. p2q2_4
P*+aq® =5

Observacion 2.1 A = A% conA definida en (2.27) seria la razén ge-
neralizada de verosimilitudes bajo las hipétesis resggtHy : Y12 = 0
versusH, : ¥ general. Un resultado asint6tico utilizable en generahdoa
las hipétesis son (como en este caso) anidadas, estabkece qu

—2log, A ~ X%

siendon la diferencia de parametros adicionales que especificapfdsis
nula respecto de la alternativa. En nuestro case, pq, porque la hipétesis
nula prescribeq paradmetros nulos (las covarianzas contenidas en el bloque
Y12).

El mismo resultado asintético se ha empleado en el apartateoia
para aproximar la distribucion deen (2.26). Mas detalles sobre contras-
tes razon generalizada de verosimilitudes pueden encsaga Garthwaite
et al. (1995), p. 84 y Cox and Hinkley (1974).
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2.3.3. Contraste de esfericidad

SeaY,..., Yy una muestra procedente de una poblacigu, X). Estamos
interesados en contrastar si la matriz de covarianzas esfdemaX = ¢21, lo
gue se traduciria en contornos de igual densidad que senfenfisies o hiper-
superficies esféricas.

El contraste se efectlia haciendo uso de la técnica de ladaa@rosimilitudes
(Observacion 2.1), que en este caso proporciona:

L {%} 2.28)

Por tanto, asintéticamente,
B 2
(traza(S)/p)P ety
Los grados de libertad de I son la diferencia de parametros entre una matriz

de covarianzas genera@i@—l), habida cuenta de la simetria) y los de otra con
estructura escalar’] (sélamente uno).

El estadistico en (2.28) puede escribirse en funcion dedlaseas propios dé
asi:

—2log, L = —Nloge[

vz

I — [ [TTizs il }
(X2i=1 Ai/p)P
El cociente en la expresién anterior es (la potencia de grjlda la media geomé-
trica a la media aritmética de los autovalores, y por tanttndite de su disimila-
ridad, tanto mas pequefio cuanto mas desiguales sean ésfoe ¢s acorde con
la intuicion.
Una mejor aproximacion a la distribuciy? se logra sustituyende 2 log, L

por el estadistico

2 Py,
o <y_ 2p +p+2> log, [ II;L-ZMZI } ’
6p (Xim1 Ai/p)P
en quev es el numero de grados de libertad de la Wishart que ha dadodu
N — 1 si ha sido estimada a partir de una séla muestra con mediardesda, y

N — k si ha sido estimada a partir demuestras en cada una de las cuales se ha
ajustado una media.

CUESTIONES, COMPLEMENTOS Y COSAS PARA HACER
2.1 Mostrar que el estadisticb? de Hotelling
(N = 1)(X = pro) 'S7HX = pao) (2.29)

empleado para el contraste multivarianteMg : © = pg, tomaré un va-
lor significativo al nivelo sélo si existe un vector de coeficientesal que

Hy : a’p = a’pg resulta rechazada al mismo nivepor un contraste de

Student univariante ordinario.
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Capitulo 3

Analisis de varianza
multivariante

3.1. Introducciéon

Los modelos de Andlisis de Varianza Multivariante (MANO\#9n una gene-
ralizacion directa de los univariantes. Lo Unico que vasigu@e la respuesta que
se estudia es un vectpara cada observacigren lugar de una variable aleatoria
escalar. Ello conlleva que las sumas de cuadrados cuyosntegiproporcionan
los contrastes de las diferentes hipotesis, sean ahoragacoadraticas generali-
zadas. Los estadisticos de contraste, por su parte, saiéntes de determinantes
(con distribucionA de Wilks) o diferentes funciones de valores propios deasert
matrices.

Un descripcion del modelo univariante puede encontrarsasrcualquier tex-
to de regresion: Seber (1977), Stapleton (1995) o Trocd®igqa), por mencionar
s6lo algunos. Cuadras (1981), Cap. 20 y 21 contiene unarpeesén autoconte-
nida de los modelos ANOVA y MANOVA.

La exposicion que sigue presupone familiaridad con el ntodelanalisis de
varianza univariante.

3.2. Modelo MANOVA con un tratamiento

Estudiamos una caracteristica multivarialilg que suponemos generada asi:

Yiji = pitej=p+a;+¢€; (3.1)
e; ~ N(O) (32)

45
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En (3.1),Y;; es el vector de valores que toma la v.a. multivariante estadpara el
casoj-ésimo sujeto al tratamienteésimo. De existir un efecto atribuible al nivel
1-ésimo del tratamiento, éste vendria recogido por el vegioiSupondremos el
mismo numero de casos estudiados con cada nivel del Untamiemto (es decir,
consideraremos so6lo el caso de disefio equilibrado):khaiveles y la muestra
incluye n casos tratados con cada nivel.

La hipétesis de interés mas inmediato seria:

H(): M1 = 2 = ... = UL (@ai:O VZ)
versusH, : Wi # p; paraalgan, j.

De un modo enteramente similar a como sucede en el caso ANGVAriante, la
suma generalizada de cuadrados en torno a la mMédse descompone asi:

kK n
EE:EZX)Qj - Y)Y -Y.)

i=1 j=1

k n
= 3D (V- Y +Yi - Y)Yy - Y, + Y, - Y.)
i=1 j=1

k n k
= Y 3 (W - Vi) (Vi - Vi) 40 (Vi - Y.)(Yi - Y)

=1 j=1 =1

E H
Ahora bien, la teoria anterior (en particular, el Teoren3a .. 22), muestra que las
matrices aleatoriaB'y H en la expresion anterior tienen distribuciones respesitiva
E ~ W(k(n-1),%) (3.3)
H " wk-1,%). (3.4)
La distribucién deFE se sigue de los supuestos; la Hees correcta cuando la

hipotesis nula es cierta. Ademas, hay independencia entsrasamatrices Wishart,
en virtud del Teorema 1.3. En consecuencia, bajo la higdtesa,

|E|
A:m ~ Dy k—1,k(n—1)-

Si Hy no se verifica,H “engordara”: sera una Wishart no central. Son valores
pequefios del estadistidoanterior los que cabe interpretar como evidencia contra
la hip6tesis nula.

3.3. Relacioén entre diversos contrastes

Observemos que §i, . . ., d, son los valores propios dé—'H,

_ Bl 7 1
vrem - es) 9

i=1
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El estadistico de contraste es una particular funcion dautsvalores dé&v—! H.
No es la Unica eleccién posible: hay otras que mencionansvgimente.

Estadistico maxima raiz de Roy.

01

0 = .
1+ 67

Estadistico de Pillai.

vV = L
Z 1+6;
=1
Estadistico de Lawley—Hotelling.

U = Zéi.

i=1

De todos ellos hay tabulaciones que permiten contrd$gacon comodidad. Su
comportamiento es diferente dependiendo del tipo de intomigmto de la hipote-

sis Hy. Por ejemplo, el estadistico de Roy esté particularmedieddo cuando los
vectores de medigs,, . . . , u; €Stan aproximadamente alineados: esto hace crecer
el primer valor propio def y de E~'H. En cambio, cuando los vectores de me-
dias son diferentes y no estan alineados, los otros estadigtroporcionaran en
general mas potencia. Volveremos sobre esta cuestion ectis 4.3, p. 54.

3.4. Modelos MANOVA con dos 0 mas tratamientos

De modo analogo a como sucede en el caso univariante, unondéelOVA
con dos tratamientos supone que la respuesta (multiveyigpt (correspondiente
al k-ésimo caso, tratado con los niveleg j de los tratamientosl y B respec-
tivamente) se genera alternativamente de una de las sigsiBarmas (sin y con
interaccion, respectivamente):

Yij = p+oa;+B8;+ €k
Yij = p+ait B+ + €ije

El analisis es entonces reminiscente del que se realizagselunivariante. Las
sumas de cuadrados del andlisis univariante son ahora siemamdrados gene-
ralizadas: matrices que, bajo los supuestos de normaliddiivaniante y de vi-
gencia de las respectivas hip6tesis de contraste, sebdistri como Wishart. A
titulo puramente ilustrativo transcribimos en la Tabla [a.particion de la suma
generalizada de cuadrados para un modelo con dos tratamirteraccion.
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Cuadro 3.1: Tabla de Analisis de Varianza para un modelo osrtrdtamientos e
interaccion

Fuente Suma cuadrados G.L.
A Ha=KJY | (Y. - Y. )(Y;. - Y.) I—1
B Hp=KIY ] |(Y; Y )(Y; -Y.) J—1
AB  Hap=KY | Y/ (Y - Y - Y, +Y.)

x(Yij.— Y. =Y, +Y.) (I—1)(J—=1)
Error B =371, 30 Yo (Yage — Yig) (Yage — Yag)' TJ(K — 1)
Total T = zilzl E}'le Zf:l(Yijk -Y.)(Yijr—-Y..) IJK —1

Podemos ahora construir contrastes para las hipotesislidadhde cada uno
de los efectos, empleando el estadistiate Wilks, o cualquiera de los presentados
en la Seccion 3.3. Si empleamos el primero tendriamos, porg, que bajo la
hipotesisH 4 : a; = 0 parai = 1,...,1,

E|

Aa B+ Ha| ~ Ny 1 15K-1)

y valores suficientemente pequefiosAdeconducirian al rechazo de la hipétesis.
Similares cocientes de sumas de cuadrados generalizadagini@n contrastar
cada una de las restantes hipétesis de interés.

Salvo el contraste basado en el estadistico de Roy, los dendsastante ro-
bustos a la no normalidad y a la heterogeneidad en las ngatteceovarianzas de
los vectores de observaciones. Son bastante sensiblemndioc a la no indepen-
dencia de las observaciones. La robustez al incumplimiéatas hipotesis es en
general menor cuando aumenta la dimension.

3.5. Extensionesy bibliografia

Cada modelo ANOVA univariante encuentra una generalipacidltivariante.
Métodos introducidos en el Capitulo 2 tienen también gdimacan al caso de
mas de dos poblaciones, en el contexto de modelos MANOVA eRonplo, el
modelo MANOVA con un Unico tratamiento puede verse como w@meralizacion
del contraste en la Seccién 2.1.3, p. 36. Del mismo modo.otros

Pueden consultarse sobre este tema Cuadras (1981), CaR129 Rencher
(1995), Cap. 6.

CUESTIONES, COMPLEMENTOS Y COSAS PARA HACER
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3.1 En S-R.us, puede realizarse analisis de varianza multivariante
mediante la funcidmanova. La sintaxis es muy similar a la de la funcién
Im, pero la respuestdebe ser una matrizuya filas son las observaciones.
Por ejemplo, podria invocananova asi:

solucion <- manova(resp ~ disefo,data=frame).

La funcion devuelve (esolucién ) un objeto de tipanaov, cuyas com-
ponentes pueden examinarse mediante

summary(solucion).

Los contrastes relacionados en la Seccion 3.2 pueden ob¢éemediante la
opcidntest= desummary, que admite como valoréwilks lambda”,
“pillai”, “roy largest” y “hotelling-lawley” .Porejem-
plo,

summary(solucion, test="pillai")

realizaria el contraste de Pillai.
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Capitulo 4

Analisis de correlacion canoénica

4.1. Introduccion.

Supongamos que tenemos un vector aleatirioon (p+ ¢) componentes, que
particionamos asiX ' = (X;'| X>'). Sean,

X1 Z‘12) <H1>
2 = =
(221 Y92 H 2
la matriz de covarianzas y el vector de medias particionadosecuentemente.
Desconocemos la matriz, pero con ayuda de una muestra hemos obtenido su

estimador:
S11 512>
S =
(521 S92

Estamos interesados en contrastar la hipotHgisX1o = 0 frente a la alter-
nativa H,: Y12 # 0; es decir, queremos saber si el primer grupg dariables
(X) esta o no correlado con el segundo grup@ dariablesX,. Podriamos en-
frentar este problema directamente, contrastan&ioesi o no diagonal por bloques
(para lo que hay teoria disponible). Seguiremos una apemidn diferente que,
entre otras cosas, hara emerger el concepto de variablaicanodel principio de
unioén-interseccion de Roy.

4.2. Variables canodnicas y coeficientes de correlacion ca-
nénica.
Consideremos variables auxiliares,

51
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x:a'Xl y:b/Xg.
El coeficiente de correlacidon entre ambas es:

a’Zlgb
pzy(a,b) = 7
vV a’Ella b 2221)

una estimacion del cual es proporcionada por:

a /Slgb
Vv a /Sllab/SQQb

Si ambos vectoreX, X, fueran independientes, para cualesquiera vectores
a, b tendriamos que, ,(a,b) = 0. De un modo intuitivo, parece pues evidente
que debieran ser valores cercanos a cené;g(aa, b) los que condujeran a la acep-
tacion de la hipétesis de independencia, en tanto la regiticacestaria formada
por los valoresrf/,vy(a, b) superando un cierto umbral (se emplea el cuadrado del
coeficiente de correlacion para que tenga signo positivodmaaso).

Obsérvese, sin embargo, qt@,y(a, b) depende dex y de b. El método de
unién-interseccién de Roy maximiza primeﬁqy(a, b) respecto de, by compara
el valor resultante con la distribucion del maximo bajo |adbésis nula. La idea es
sustancialmente la misma que cuando se contrastan mugidaésdis simultaneas.

El problema de maximizacion d(%y(a, b) esta insuficientemente especifica-
do; multiplicandoa, b, 0 ambos por una constante cualquie@y(a, b) no altera
su valor. Utilizaremos por ello restricciones de normaliaa:

rzy(a,b) =

a/Slla =1 b/SQQb =1
Si formamos el lagrangiano,
®(a,b) = (a’S12b)? — Ma'Sy1a — 1) — pu(b'Sxb — 1),

derivamos, e igualamos las derivadas a cero, obtenemos:

0®(a,b)\’
<%> = 2(& ,Slgb)slgb — 2)\5110, = Opxl (41)

0%(a,b
% 2(CL /Slgb)slg /a — 2#5221) = qul- (42)

Reordenando las anteriores ecuaciones:

—>\5110,—|—(a/512b)512b =0 (43)
(a’S12b)S21a — pSb = 0 (4.4)
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Premultiplicando (4.3)—(4.4) pat’ y b’ obtenemos\ = u = (a’Si2b)? =
r%y(a, b), valores que llevados a dichas ecuaciones proporcionan

—AS11a + )\%Slgb =0
p2Sna — pSpb = 0
o0 sea,

—)\%Slla—i—Slgb =0 (4.5)
So1a — pu2Seb = 0 (4.6)

Para que este sistema tenga solucion distinta de la triaieehverificarse

1
A S g 4.7)
Sa1 — 2 529
0 sea, haciendo uso del Lema 1.3,
‘ — ILL%SQQH — )\%Sll + 51252_21521M_%‘ =0 (4.8)

Como suponemoSy, definida positiva, el primer factor es no nulo, por lo que de
(4.8) se deduce:

| = X281 + S1255' So1p 2| = [S11[|S1255 S S — M| =0.  (4.9)
De nuevo suponiendo qug; es definida positiva, concluimos de (4.9) que
S12555 S21 877+ — M| = 0, (4.10)

y por tanto las soluciones deson los valores propios ctéuSQ‘ZnglSl‘ll. Puesto
que ) es tambiénﬂgvy(a, b), es claro que debemos tomameayorde los valores
propios para resolver nuestro problema de maximizacion.

El contraste deseado, por tanto, se reduce a comparar Hietéximo con su
distribucion bajo la hipotesis nula. Esta distribucidméenteresantes propieda-
des: para nada dependeXg ni Yos. Detalles teéricos pueden obtenerse de Giri
(2977), p. 301.

Una particularidad del contraste propuesto es que si éiernos transforma-
ciones lineales cualesquiera de las variables aleataniasn®os subvectores, los
resultados no se alterarfan

En efecto, siy; = AX; eY> = BX siendoA y B matrices cualesquiera,
tenemos que la matriz cuyos valores propios hemos de comgsjtan funcién de
las matrices de covarianzas muestraleXdey X o,

AS19B'(B') 1S, BT BSy A(A") TSP AT = AS159,,' 80151 AT (4.11)

Se dice que el contraste es invariante frente a transfoomesilineales no degeneradas. La
idea de invariancia es importante en Estadistica; es unosdgrbcedimientos mas habituales para
restringir la clase de contrastes merecedores de atei#@se una discusion mas completa en Cox
and Hinkley (1974), p. 41 y Kiefer (1983), Sec. 7.3.
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Como los valores propios no nulos &) y de DC son idénticos (supuesto que
ambos productos pueden realizarse), los valores propida ditima matriz en
(4.11) son idénticos a los d& 255, S21.57" -

CalculadoX podemos regresar a (4.5)—(4.6) y obteney b. Las variables
r = a’'X; ey = b’ X3, combinaciones lineales de las originales aonb corres-
pondientes al maxima, se denominaprimeras variables canénicason las com-
binaciones lineales de variables Xn y en X, con maxima correlacion muestral.
Los siguientes valores de solucion de (6) proporcionan las segundas, terceras,
etc. variables canonicas. Hay= min(p, ¢) pares de variables canénicas, y conse-
cuentemente coeficientes de correlacion candnica. Se demuestra fatignogie
las sucesivas variables candnicas son incorreladas éntre s

4.3. Relacion con otros contrastes

Diferentes modelos multivariantes pueden verse como geasdigulares de
andlisis de correlacion canénica. Mencionamos brevemamedacion con MA-
NOVA de un tratamiento; el mismo argumento puede repetinseoaexion con
analisis discriminante (Capitulo 12).

Supongamos que el vectaf; agrupa las variables regresandos, y que como
vector X» tomamos variables indicadoras, en niumero igual al de sidgednico
tratamiento. La muestra tendria la siguiente apariencia:

X11 X192 le 1 0 ... 0
X9 Xo9 Xgp 10 ... 0
Xpii Xm0 Xpp 10 .00
Xni+1,1 Xnj12 -0 Xpq1p 001 0 (4.12)
X421 Xns2z oo Xnpgop 01 0
Xvi Xya ... Xyp 00 .1

Es decir, un 1 en posicigfrésima enX, sefiala que el caso correspondiente ha
recibido el tratamientg-ésimo.

Es ahora intuitivo que, en el caso de que los diferentesasivdd tratamiento
no tengan ninguna influencia, no deberiamos esperar ninglawon lineal entre
las variables enX; y las variables enXs,; y en efecto este es el caso. Contrastar
la hipotesis de efecto nulo en MANOVA y de mayor correlaci@ndnica nula es
algo equivalente.

En efecto, salvo en una constante, podriamos identificantsces Wishart
E'y H empleadas en el modelo MANOVA de un tratamiento asi:

E = Sy — S12555 a1
H = 51255559
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En MANOVA buscdbamos los autovalores definidos por la edumacaracteristica
|E~YH — 61| = 0. Observemos que,

|ET'H —6I|=0 & |H—6E| =0 (4.13)
= |51252_21521 — 5(511 — 51252_21521)| =0 (4.14)
=3 |(1 + 5)51252_21521 — 5511| =0 (4.15)
& [S1255, 891 — : +5S11| =0 (4.16)
_ _ 5
& 8151255, Sa1 — T3 I|=0. (4.17)

Los autovalores de la matrZ—! H estan en relacion biunivoca con las correlacio-
nes canonicas al cuadrado:

5 =

Es equivalente contrastar la hipotesis de nulidagédenayor correlacion canénica
al cuadrado) o la dé; (mayor autovalor déZ—' H “anormalmente grande” bajo

Hy:p =...= pk).
Observacion 4.1 Incidentalmente, la relacién anterior entre los auto-

valores de unay otra matriz y (3.5), muestra que bajo la bgi®tTodos los
coeficientes de correlacion canonica son nulos”, el esiealis

J—1 J—1

s 1
[[a-rD)= 1+46;

; . 4
i i=1

se distribuye como una de Wilks.

4.4. Interpretacion.

A menudo es dificil, pero cuando resulta posible suele saniilante. En oca-
siones, cualquier pareja formada por una variabl&Xery otra enX5 tiene débil
correlacion, y hay sin embargo combinaciones lineales dahtas enX; muy
correladas con combinaciones lineales de variable¥£rEn este caso, el examen
de dichas combinaciones lineales puede arrojar luz solpectas del problema
analizado que de otro modo pasarian desapercibidos.

El empleo de contrastes sobre el primer coeficiente de acidel candnica es
también el método adecuado cuando investigamos la exatacorrelacion entre
caracteristicas no directamente medibles. Por ejemptlsiamnos estar interesados
en la hipétesis de si existe relacion entre ideologia palitie los individuos y su
nivel cultural. Ninguna de estas dos cosas es medible dermamévoca, sino
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que podemos imaginar mdltiples indicadores de cada unalake & ideologia
politica podria venir descrita para cada individuo por uctmeX; de variables
conteniendo valoraciones sobre diferentes cuestion€gdogamente sucederia con
el nivel cultural. El investigar pares de variables aistagaria un procedimiento
claramente inadecuado; la utilizacion de contrastes sllemer coeficiente de
correlaciéon canonica permite contrastar la hipétesis tiéa de modo simple y
directo.

CUESTIONES, COMPLEMENTOS Y COSAS PARA HACER

4.1 En R puede realizarse analisis de correlacién canénicaamo-c
didad utilizando la funciérancor .



Capitulo 5

Componentes principales.

5.1. Introduccion.

Es frecuente el caso en que se tiene un colectivo cada unyde ictegrantes
puede ser descrito por un vectlr, de dimensiom. En tales casos, es también fre-
cuente que entre las diferentes componentes del v&Cexista cierta correlacion,
gue, en el caso mas extremo, haria que alguna de las varigpfasra combina-
cion lineal exacta de otra u otras. En tales casos, surge de natural la pregunta
de si no seria mas util tomar un subconjunto de las variabigmales —o quiza
un nuamero reducido de variables compuestas, transforndaléss originales—
que describiera el colectivo sin gran pérdida de informacio

Naturalmente, el problema asi planteado es demasiado ega@mitir una
solucion precisa. Porque, ¢ qué significa “sin gran pérdéddafdrmacion? Y, ¢,qué
nuevas variables, distintas de las primitivas, estamgmidgos a considerar? Los
siguientes ejemplos tratan de ilustrar el problema a resgivnotivar la solucién
que se ofrece en la Seccion 5.2.

Ejemplo 5.1 Consideremos un colectivo de nifios sobre cada uno de
los cuales se han medido las siguientes tres variables:

Variable | Descripcién
X, Nota obtenida en Matematicas
Xs Nota obtenida en idiomas
X3 Nota obtenida en Ciencias Naturales

Podemos ver cada nifio como descrito por un vector alealyiorocedente
de una distribucion cuya matriz de covarianzagie$maginemos también

57



58 CAPITULO 5. COMPONENTES PRINCIPALES.

que, calculada la matriz de correlacién entre dichas tnéshlas (en la prac-
tica, dicha matriz de covarianzas seria normalmente edéiragartir de una
muestra de nifios), obtenemos el resultado siguiente:

1,00 0,68 0,92
R=1068 1,00 057]. (5.1)
0,92 057 1,00

El examen de la anterior matriz de correlacion sugiere loisige: las
notas en Matematicax() y en Ciencias Naturales(;) estan estrechamen-
te correlacionadas. Si un nifio tiene nota alta en Matensatazmn bastante
seguridad podemos decir que su nota en Ciencias Naturalesbgn alta.
En cambio, la nota en Idioma Moderno muestra también caideiacon las
otras dos, pero mucho mas baja (0.57 y 0.68 respectivamente)

En resumen, podriamos decir que, aunque descrito por treghhes,
cada nifio podria sin gran pérdida de informacion ser desgoit dos: una
reflejando su aptitud/interés por las Matematicas y CiarNd&@turales (quiza
la nota media en ambas disciplinas) y otra reflejando swialfititerés por el
Idioma Moderno.

Observemos el razonamiento implicito que hemos efectuwovaria-
bles (X y X3) presentan elevada correlaciémgue sugiere que la informa-
cién que aportan es muy redundani efecto, conocido el valor que toma
una podriamos conocer con bastante aproximacion el vaotagoa la otra.

Ejemplo 5.2 La Tabla B.1 en el Apéndice B recoge lmecordsob-
tenidos por atletas de diferentes nacionalidades en \esj@escialidades. El
simple examen de los mismos, sugiere que quiza no son dodas las
variables para obtener una buena descripcién del niveltigisano en los
diferentes paises. Parece que hay paises que destacaa®tatodspeciali-
dades, y otros que muestran bajo nivel también en todasepfadasignar
una Unica “nota media” a cada pais sin gran pérdida de inftidtmaespecto
a la que aporta la totalidad de las variables? ¢ Es, quizéisprmas de una
nota? Si éste fuera el caso, ¢cémo decidir cuantas “notat,qué mane-
ra obtenerlas? La Seccion que sigue plantea el problema de foonal, y
ofrece una posible solucién al mismo.

5.2. Obtencidén de las componentes principales.

Podemos suponeX centradd. Por simplicidad, limitaremos nuestra atencion
a variables que puedan obtenerse como combinacion linéad slariables origina-
les. Si éstas formaban para cada elemento de la muestraal ¥ de dimension

!Esto simplifica la notacion, sin pérdida de generalidacX sio fuera centrado, bastaria restarle
su vector de medias y resolver el problema resultante.
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p, consideraremos entonces (no magpeariables de la forma:

Uy = a1'X
Uy = a2'X
; (5.2)
U = ap'X
El problema, pues, radica en la eleccion de los vectoresefeimmtesay, . .., ap
que permitan obtenel;, ..., U, como combinaciones lineales de las variables

originales enX.

Puesto que la correlacién entre variables implica reduridam la informacion
que aportan, resulta sensato requerir de las nuevas ew@pl. .. , U, que sean
incorreladas. Por otra parte, tenemos interés en que laaswariabled/;, ..., U,
tengan varianza lo mas grande posible: en efecto, una legqak tomara valores
muy parecidos para todos los elementos de la poblacion ¢&s gee tuviera re-
ducida varianza) seria de escaso valor descrhtiRodriamos entonces enunciar
el problema que nos ocupa asi:

Encontrar variabled/y, ..., U,, combinacion lineal de las primi-
tivas enX, que sean mutuamente incorreladas, teniendo bada-
rianza maxima entre todas las posibles combinacioneddmeia X
incorreladas col/y,...,U;_1.

Las variabledJ; verificando las condiciones anteriores se denomawanpo-
nentes principales.

Resolveremos el problema de su obtencion secuencialnaiegndremos pri-
mero el vector de coeficientes proporcionando la variable;, combinacion li-
neal deX, con méaxima varianza. Obtendremos luegpproporcionandd/, de
varianza maxima bajo la restriccion de dugsea incorrelada cofi;. A continua-
cion, obtendremogs g proporcionandd/s bajo las restricciones de incorrelacion
conU; y Us, y asi sucesivamente.

Observemos, sin embargo, que si no acotamos el méduig,del problema
carece de solucion. En efecto, siempre podriamos incramkentvarianza dé/;
multiplicando por una constante mayor que uno el correspatelvector de coe-
ficientesa;. Debemos por consiguiente establecer una restricciore sobicoefi-
cientes, que puede sgu;||? = 1, parai = 1, ..., p. Con esta restricciéon, debemos
en primer lugar solucionar el siguiente problema:

méx E[U7] condicionado a a;'a; =1 (5.3)
ax

Obsérvese que si, como hemos supudsiX | = 0, entonce[U;] = Ela1' X | =
0y Var(U;) = E[U] = a1'Ra;. Teniendo en cuenta esto y usando la técnica

°Naturalmente, la varianza de las diferentes variables msidn de las unidades de medida;
volveremos sobre esta cuestion algo mas adelante.
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habitual para resolver (5.3) mediante multiplicadores agrange, tenemos que el
problema se reduce a:

max {(11 ’Ral — )\[al 'al — 1]} . (54)
ai
Derivando respecto @; e igualando la derivada@obtenemos
2R0,1 - 2)\6!1 = 0, (55)

lo que muestra que; es un vector propio d&, cuyo valor propio asociado es
Como estamos buscando la variablede maxima varianza, y

Var(Uy) = a1'Ray = \ay'a; = ), (5.6)
debemos tomar coma; el vector propio deR asociado a\;, el mayor de los
valores propios dé.

La obtencion de; es similar. Debemos maximizar ahdfar (Usz) sujeto a dos
restricciones: la de normalizacidjaz||? = 1y la de incorrelacion cofy;. Como
Cov(Uy,U2) = E [al 'Xag ’X] = Ela1'X X 'as] = a1'Ras, (5.7)
el problema a resolver ahora es

max {a2 /Rﬂ,z — /\(a2 /(12 — 1) — ,u(a2 ’Ral)} s (58)
az

que tomando derivadas respecteg A y i proporciona:

2Ras —2Xa2 —pRa; = O (5.9
az /0,2 = (510)
as 'Ral = 0. (511)

Premultiplicando (5.9) pot; ' y teniendo en cuenta (5.11) obtenemos gue 0
y por tanto (5.9) es equivalente a

2Ra2—2)\a2 = 0, (512)

lo que de nuevo muestra qug es un vector propio d&. Un razonamiento simi-
lar al efectuado en el caso dg muestra quexrs es el vector propio asociado al
segundo mayor valor propio de @& A2, y queVar(Us) = Aa.

La obtencion de las restantes varialilgs. . . , U, se efectlia de manera similar,
con el resultado de que cada una de ellas es una combinawéhdie variables en
X con vector de coeficientes; que es vector propio dg.
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5.3. Propiedades de las componentes principales.

Dado que los vectores de coeficientgsson vectores propios de, si defini-

MoSA = (aj:az:...:ap)yU' = (U, Us,...,U,) tenemos:
U = A'X (5.13)
E[UU'] = A'RA=A (5.14)

siendoA una matriz diagonal con los valores propiositien la diagonal principal.
La ecuacion (5.14) muestra la incorrelacion entre las corapkes principales, asi
como el hecho, ya apuntado, de ser sus respectivas variguzdss a los valores
propios deR. Como A es ortogonal, pre- y postmultiplicando (5.14) pby A’
obtenemos:

p
R=AANA"=) Naa;’ (5.15)
=1

La ecuacion (5.15) muestia como una suma de matrices de rango uno.

Observacion 5.1 De acuerdo con éeorema de Eckart-Younta me-
jor aproximacionR* de rangd: de R, en el sentido de minimizaraza((R* — R)(R* — R)")
estzl Aia;a; !

Las ecuaciones (5.14)—(5.15) muestran también tqaea(R) = traza(A) =
>\, dado que:

p = traza(R) = traza(AAA') = traza(AA’A) = traza(A) = Z i

En consecuencia, incluso sin calcular todos los valoregiggppuede calcularse
con facilidad la fraccion que representan sobre el totatadgt Esto es de interés
porque algunos de los métodos numéricos para célculo deesgboopios los ob-

tienen por orden de magnitud; se puede entonces detenarcekprde obtencion
cuando) _ \; representa una fraccion “suficiente"sobre el total de latra

Ejemplo 5.3 La matriz de correlacion estimada de los datos en el
Apéndice B, Tabla B.1, es:

m100 m200 m400 m800 m1500 Km5 Kmil0 Maratén

m100 1.000 0.922 0.841 0.756 0.700 0.619 0.632 0.519
m200 0.922 1.000 0.850 0.806 0.774 0.695 0.696 0.596
m400 0.841 0.850 1.000 0.870 0.835 0.778 0.787 0.704
m800 0.756 0.806 0.870 1.000 0.918 0.863 0.869 0.806
m1500 0.700 0.774 0835 0.918 1.000 0.928 0.934 0.865
Km 5 0.619 0.695 0.778 0.863 0.928 1.000 0.974 0.932
Km10 0.632 0.696 0.787 0.869 0.934 0.974 1.000 0.943
Maraton  0.519 0.596 0.704 0.806 0.865 0.932 0.943 1.000
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Cuadro 5.1: Valores propios de

i A % s/traza| > . \; | % (4) sltraza
@ @ 3 4) ®)

1 |6.622 82.77| 6.622 82.77
2 | 0.877 10.96| 7.499 93.73
3 | 0.159 1.99| 7.658 95.72
4 |0.124 1.55| 7.782 97.27
5 | 0.080 1.00| 7.862 98.27
6 | 0.068 0.85| 7.930 99.12
7 | 0.046 0.58| 7.976 99.70
8 | 0.023 0.29| 7.999 99.99

Puede verse la acusada correlacién existente entre casi fagl varia-
bles, siendo la méas baja 0.519 (entre las marcas de 100 igé&roe Mara-
tén). A la vista de dicha matriz de correlacion, cabria imaggue un namero
reducido de componentes principales bastaria para desgidgcuadamente
el colectivo.

Al diagonalizar la matriz de correlacion se obtienen lo®res propios
en la Tabla5.1. La primera componente principal es la coadiém lineal de
variables originalespificadascon coeficientes dados por el vector propio

0,317
0,337
0,355
0,368
0,373
0,364
0,366
0,342

a; =

es decir:
Uy =0,317X; +0,337X2 + ...+ 0,342 X3

Nétese que si los vectores propios lo son de la matriz de lacid®, las
variables cuya combinacién lineal da ldsson las deX tipificadas; si los
vectores propios lo son de la matriz de covarianzas, laahlas a emplear
son las originales (centradas, si se quiere f{i&;] = 0). Los vectores pro-
piosa; de la matriz de covarianzas y la matriz de correlacioestan rela-
cionados de ninguna manera obvia. En la Tabla 5.1 puede gaesesalvo
los dos primeros, los valores propios son muy reducidogogaadecuado
describir datos como los exhibidos mediante dos composemiecipales.
La eleccion del nimero de componentes principales a emegean prin-
cipio subjetiva; una regla frecuentemente seguida (cutasleariables han
sido tipificadas) es tomar tantas componentes principale® walores pro-
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Figura 5.1:U; es proyeccion d&X sobrea;

ai U1

pios mayores que la unidad haya, pero esto no es nada abisojute deba
realizarse ciegamente.

5.4. Interpretacion geométrica.

Si examinamos la ecuacion (5.13) podemos interpretamiéaile los valores
gue toman las componentes principalés . .., U, como las coordenadas en un
cierto sistema de ejes.

De (5.13) se deduce que:

U = a/'X (5.16)
Ui lai|| X | cos(a) = | X | cos(a), (5.17)

en quea es el angulo formado por el vectd y el vectora;; recuérdese que
éste Ultimo tiene madulo unitario. En consecuentiages la coordenada del pun-
to X cuando se representa en un sistema de ejes coordenadosderda®mnes
(ortogonales) dadas por los vectotas . . ., ap. La Figura 5.1 ilustra esto.

En general, tal como sugiere la Observacion 5.1, las preriec®mponentes
principales proporcionan la mejor representadiégdimensional de los datos, en el
sentido de: i) Dar cuenta del maximo de traza de la matriz darizmza (o corre-
lacién), y ii) Permitir reconstruir aproximaciones de lasiables originales que
yacen en un subespaciedimensional del original con la matriz de covarianzas
(o correlacion) que mejor aproxima la original, en el santidie dicha Observa-
cion 5.1 especifica.

Por ello, una etapa rutinaria en el analisis de datos mtitivees consiste de
ordinario en obtener una representacion en pocas dim&ssimlos datos. Si con
dos o tres componentes principales se obtiene una repaiegsnfiel, puede hacer-
se una grafica bi- o tridimensional cuya mera observacién isstructiva. Cosas
como agrupamientos suelen ser faciles de detectar.

A veces, una determinada componente principal puede sepiatada. En el
caso del Ejemplo 5.3, la primera componente principal poudterpretarse como



64 CAPITULO 5. COMPONENTES PRINCIPALES.

un indice de la calidad atlética de los respectivos paisebsBrvamos el segundo
vector propio,

—0,566
—0,461
—0,248
—0,012
+0,139
+0,312
+0,306
+0,438

podemos ver que pondera con signo negativo las cuatro @snvariables, y con
signo positivo las cuatro Ultimas. La varialdfe tomara valores grandes para aque-
llos paises en que los tiempos en las pruebas de fondo estdal@jo de la media,

y los tiempos en las pruebas de velocidad por encima; es uiadeague comple-
menta la informacién proporcionada pdr, separando los diversos paises segin
sus respectivas especializaciones en fondo o velocidad.

as =

Ejemplo 5.4 La Figura 5.2 muestra un tal mapa, referido a los datos
presentados en el Ejemplo 5.3. Puede verse a algunos paigesparados
de la principal concentracién, en la esquina inferior. Lisnpra componen-
te principal puede interpretarse como midiendo la “caligaderal” atlética
de cada pais (correspondiendo el lado izquierdo a paisger&sd. La se-
gunda componente principal (vertical) separa paises @mopminio relativo
en distancias cortas (que se sitlan hacia la parte supetfigrafico) y con
predominio relativo en distancias largas (que se sitUaialle@parte inferior).

La interpretacion de las componentes generales se familitcasiones, como
en el caso anterior, atendiendo a los valores que tomanédisiemtes:; ;. Algunos
autores prefieren utilizar como ayuda en la interpreta@ércorrelaciones o cova-
rianzas entre las variables originales y las componentesipales. El argumento
es en tales casos que los coeficientgstienen gran varianza. La cuestion esta
sujeta a controversia: véase por ejemplo el criterio cantide Rencher (1998),
p. 361.

5.5. Comentarios adicionales
Es importante reparar en los siguientes aspectos:

1. El empleo de componentes principales no presupone ninmgelo sub-
yacente. Es sdélo una técnica, fundamentalmente de naardéscriptiva,
que obtiene una representacion de menor dimensionalidad cienjunto de

puntos enkP.

2. El método seleccionan subespaciale R?, cuyos ejes vienen dados por
las direcciones deq,as,...,ak, (k < p). LOS ejes son ortogonales y en
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las direcciones de mayor dispersion de los datos. Pero noddey que nos
fuerce a considerar dichos ejes; lo realmente relevanta esdliccion de
la dimensionalidad y la fijacion de un subespacio adecuadddse que
tomemos del mismo puede escogerse con cualquier critemgengnte —
no tiene por qué estar formada por, as, ..., ar—.

. El método se puede emplear tanto con las variables endake®riginales

como con variables tipificadas. Los resultados, en gensoal,completa-
mente diferentes.

. Los signos de loa; son irrelevantes. En efecto, ] es vector propio-a;

también lo es.

En el Capitulo que sigue se introduce el modelo factorialuRa parte, se hace

uso de un modelo explicito, que realiza supuestos acercaati de generacion
de las observaciones. Por otro, en relacion a la segundadrussencionada en el
apartado anterior, veremos que existen modos alternat&@scoger la base del
subespacio de interés, y que ello permite mejorar la irgeapilidad del analisis.



Capitulo 6

Analisis Factorial.

6.1. Introduccion.

El Analisis Factorial es un conjunto de técnicas que peesigdentificar fac-
tores ocultos. Suponemos que una cierta variable aleatotidvariante de la que
poseemos una muestra se genera asi:

X=AF+L+m (6.1)

En (6.1),F (vector defactores comungs/ L (vector defactores especifichson
vectores aleatorios, ¥ es una matriz de constantes. Supondremos en lo que sigue
que X ha sido centrado, con lo que prescindiremos del vector déased Los
respectivos vectores y matrices verifican:

= vector p x 1
matriz p X k

vector k x 1

N o X
[

= vector p x 1

67
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Se realizan ademas los siguientes supuestos:

[F 0kx1) (6.2)
E[L] = Oy (6.3)
E[FL'] = Ogxp) (6.4)
E[FF'] = Iy (6.5)
di 0 ... 0
0 do ... 0
D=EI[LL'] = | . . _ (6.6)
0 0 ... d,

En (6.1), los factores comundginfluyen enX a traves de los coeficientes en
la matriz A; cada uno de los factores especificoslesdlo influye en la variable
homologa. Un modelo como (6.1) parece indicado cuando sstigan fendmenos
en que un numero grande de variables son concebiblemersadzsupor unos
pocos factores comunes.

Observacion 6.1 Histéricamente, la investigacién psicométrica pro-
porciond la motivacion inicial para el desarrollo de egte tle modelos; un
vector de items procedente detestsicolégico se intentaba poner en corres-
pondencia mediante (6.1) con un niumero reducido de fadatasservables)
gue supuestamente describen la personalidad.

El problema del Andlisis Factorial consiste en estiligr D. Obsérvese cierta
semejanza con el modelo de regresion lineal, pero con ladadvde que la va-
riable respuesta es multivariante (cada observacion €% ) ios “regresores’F’
son inobservables, e incluso su nimero nos es desconoede.aPodo ello, las
restricciones permiten en general obtener una solucionbiesi como veremos,
no Unica—.

6.2. Laigualdad fundamental

De las definiciones se deduce inmediatamente,

Teorema 6.1
Y=E[(X -m)(X-m)] = AA'+D (6.7)

DEMOSTRACION: En efecto,

Y = E[(X-m)(X-m) (6.8)
= E(AF + L)(AF + L) (6.9)
= E[AFF'A'+ AFL'+ LF'A’ + LL'| (6.10)

= AA'+D (6.11)
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La igualdad (6.7), en particular, implica que

k

Oii = Za?j—l—di (i=1,...,p)
j=1
k

Oij = Zailajl (i#37; 4,j=1,...,p)
=1

Se llamacomunalidady se denota poh? a aquélla parte de la varianza de la

variable X; de que dan cuenta los factores comunes, es deci, Z§:1 afj.

6.3. Analisis Factorial y el objetivo de la parsimonia

Un modelo es una representacion estilizada de la realidedpigetende captar
sus rasgos de la manera mas simple posible.

Observacion 6.2 Esto seria una definicién si supiéramos qué es la

“realidad”, qué significa “captar sus rasgos” y qué signifida la mane-
ra mas simple posible”. Es de temer que no sabemos demas&dgue
es ninguna de estas cosas, y por tanto la frase anterior agautonlogia o
una idiotez. El buscar modelos simples es una regla de edanotelectual,
y probablemente no tenga mas defensa que la constatacian eleoeme
eficacia, acreditada desde Guillermo de Ockham hacia acdoRlemas,
admitiendo una realidad, ¢,por qué habria de ser simple ymplaada?

En el contexto en que nos movemaos, tomaremos “mas simplesipénimo
de “con el minimo nimero de parametros”. Observemos ersanoeX en el lado
izquierdo de (6.7) incluyép(p + 1) parametros diferentes, mientras que, si selec-
cionamosk como numero de factores, el lado derecho requigre p — %k:(k: -1
parametrosyk en la matrizA y otrosp adicionales en la diagonal d& deducien-
do %k:(k: — 1) porque, como veremos, la solucion factorial que obtengase@@A
indeterminada en ese niUmero de parametros; véase Cua@éds3, (b. 114, y la
Observacién 6.3, pag. 72.)

Si k puede hacerse considerablemente menorpgigs decir, si podemos es-
pecificar nuestro modelo con muchos menos factores comuegagiables), ha-
bremos logrado una reduccion considerable en el nUmerordenptros necesa-
rios, y en este sentido nuestro modelo serd mas “simpleinafaosparsimo-
nia a esta simplicidad. A titulo ilustrativo, se recogen losowes deip(p + 1)

Yy pk+p— %k(k: — 1 para diferentep y k, y la correspondiente ganancia en parsi-
monia medida en nimero de pardmetros. Los valoresydeno son inusuales en
problemas como los que se presentan en la practica.
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Parametros | Parametros Ganancia
p |k ) AA’+ D | en parsimonia
10| 3 55 37 18
20| 2 210 59 151
20| 4 210 94 116
30| 3 465 104 349

A la luz de todo lo anterior, podriamos formular el problenrasolver en analisis
factorial asi:

“Encontrar matricesA y D verificando (6.7) para una matrkz
dada, cord teniendo el minimo namero de columnas.”

Evidentemente, en la practica no conocerbg habremos de trabajar con una
estimacion de la misma. Ademas, aun cuando el modelo fuereeto” (es decir,
los datos se generasen realmente tal como especifica (6.1gyaldad (6.7) se
verificard a lo sumo de modo aproximado. Nuestro objetivoaepréctica sera
pues obtener una buena reconstruccion de una matriz deaimas estimada a
partir del productod A’ mas una matriz diagond.

Ejemplo 6.1 Este ejemplo procede de Mardia et al. (1979), quienes a
su vez lo toman de un trabajo de Spearman de 1904. Es un caamsmte
simple, pero que ilustra los conceptos anteriores.

Se parte de una matriz de correladiéoonteniendo las correlaciones
entre calificaciones de tres asignaturas (Lenguas Clasicascés e Inglés),
estimadas en una muestra de nifios. La matriz resulta ser,

1,00 0,83 0,78

S = 1,00 0,67 (6.12)
1,00
Spearman ajusté un modelo con un sélo factor, es decir,
X1 an Ly
X2 = a1 F1 + L2 (613)
X3 asi Ls
que implica:

a1y d 0 0

Y o= az1 | (a1 a21 as)+ [0 do 0 (6.14)
aszi 0 0 dg

de acuerdo con el teorema de Thurstone, (6.7). Sustituyeraho(6.14) por
su estimaciorb tenemos la igualdad matricial

1,00 0,83 0,78 a1 di 0 0
1,00 067 = (a2 ] (a1 G am)+ |0 do 0
1,00 31 0 0 ds

Sobre el uso de la matriz de covarianzas o correlaciones pamto de partida, valen las obser-
vaciones hechas para componentes principales en el Gapitul
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de la que obtenemos las ecuaciones:

1 = a4 +d (6.15)
1 = a2 +ds (6.16)
1 = a2 +ds (6.17)
083 = d1182 (6.18)
0,78 = d1103 (6.19)
0,67 = dgds. (6.20)

Tenemos pues seis ecuaciones con seis incognitas quegreeméontrar una
solucion “exacta” a partir de la igualdad fundamental (6T7as resolver, el
modelo estimado es

Xy 0,983 Ly
Xo = 0844 | I+ | Lo |, (6.21)
X; 0,793 L

y las comunalidades son

h? = 0,966
hy = 0,712
h: = 0,629.

Por tanto, el modelo con un Unico factor da cuenta muy biem ¢gheitnera
calificacion (Lenguas Clasicas), y algo peor de las dosiresta

6.4. Indeterminacion de las soluciones factoriales. Rota-
ciones

Con el problema planteado como en la Seccion anterior, ga ahimente que
la solucién no es Unica. En efecto, si

Y=E[(X -m)(X -m)'] = AA'+D,
y G es una matriz ortogongk x k), también sera cierto que
Y = E[(X-m)(X-m)|=AGG'A'+ D =BB' +D. (6.22)

Por tanto,B sera una solucion tan valida como Obsérvese ademas de (6.1) se
deduce

X = AGG'F+L+m (6.23)
= BF;+L+m (6.24)

con F; = G'F que continta verificando todas las condiciones impuestas a |
factores comunes (6.2)—(6.6), como es facil comprobar.
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Esto tiene enorme trascendencia. Estando las solucioctesiddes indetermi-
nadas hasta el producto por una matriz ortogonal (georagtente, una rotacion,
reflexiéon, o combinacién de ambas), somos libres de tomasllgién que mas
nos convenga. De ordinario, esto permite escoger solsione la estructura de
A gue nos parece mas interpretable.

Observacion 6.3 Podemos ahora volver al asunto brevemente tocado
en la Seccion 6.3, acerca del nimero de grados de libertaticndos (0
parametros estimados) al encontrar una solucién fact@&ial cuenta con
pk parametros pero esta indeterminada, es claro que no hemsgsmio de
modo efectivapk grados de libertad, sino menos.

Si reparamos en que las columnasAleleben generar un cierto sub-
espacio de dimensioh, tendremos un modo facil de persuadirnos de que
una solucion factorial supone estimar— k(k — 1) pardmetros. En efecto,
cualquiersubespacio de dimensidnde R? puede generarse mediante una
base “escalonada”, formada por las columnas de una matria co

ail 0 0 . 0
ag1 a2 0 0
asi as2 ass 0
: ; (6.25)
ap—-1,1 Gp-1,2 Gap—1,3 NN 0
ap1 Ap2 ap3 <o Qpk

y especificar tal matriz requiere precisamemte— %k(k — 1) pardmetros.
Alternativamente, sk esta indeterminada hasta el producto por una matriz
ortogonal, conservara tantos grados de libertad comoaexjsra fijar una
matriz ortogonak x k. Hay $k(k — 1) elementos libres en una tal matriz.
La primera columna sélo esta constrefiida a tener médulanmifc — 1
elementos son por tanto libres); la segunda, estd ademésefida a ser
ortogonal a la primera(—2 elementos libres por tanto); laterceray sucesivas
tienen cada una una restriccion adicional. El nUmero tetaelementos libres
esportantqk — 1) + (k —2) +... + 1= k(k — 1).

Si tenemos cierta margen de maniobra al escoger una sofacimial, desea-
remos hacerlo de modo que la interpretacion resulte fai@etdealmente, para
poder rotular un factor deseariamos que su influencia acare algunas de las
variables de modo notable, y al resto en absoluto. Por egrapluviéramos una
matriz A como,

(6.26)

OO OO OO~ m
SO OO HOOO
SO = = OO OO
— —_ 0O O OO o oo
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recordando que
X =AF+L (6.27)

razonariamos asi: “El factdr; es algo que esta relacionado con las variaBles
X,y Xs. Los factored,, F3y F, influyen cada uno en las variabl&s y X5, Xg

y X7 yenXgy Xy, respectivamente”. El conocimiento de las variables ajada
asi a dotar de interpretacion a los factofgsa Fy: I, por ejemplo, podriamos
imaginarlo como lo que quiera que las variablég a X3 tuvieran en comun. Y
similarmente con los otros.

Naturalmente, una estructura de ceros y unos, como la aepljenterior, no
sera muchas veces factible: pero, en la medida de lo podiddeariamos tender a
ella.

Una forma de lograrlo es determindrde manera qud = AG tenga mucho
“contraste”. Hay varias formas de formalizar esta ideaitintuhasta convertirla
en un problema con solucion matematica. En lo que sigue,iotearemos dos de
las propuestas mas utilizadas, que ilustran bien el moddaoear el problema.
Mas detalles pueden encontrarse en Harman (1960), Cudd®8%)( Basilevsky
(1992), o cualquier texto sobre analisis factorial o maliante. Carroll (1953) y
Kaiser (1958) son dos de las referencias pioneras. La ideard®ciénquartimax
es escoger la matrid; = AG para la que es maxima la “varianzpdr filas de
los cuadrados de los elemenigs. La toma del cuadrado obedece a que estamos
interesados en lograr términos “grandes” y “pequefios”: amimporta el signo.
Maximizamos por ello

2

k
(@)® = (D ek | |- (6.28)
1

p k
=1 j=

1
|k
i=1 j
Esta propuesta logra contraste entre unos términos y @eos:nada en la forma
de la expresion a maximizar impide que {gs “grandes” se agrupen en la primera
columna de la matrizl. Ello da lugar a una solucién con un factor “general”, que
parece influir en todas las variables: puede o no ser dese&dtd de interpretar.
Habitualmente preferimos que cada factor de cuenta del edawpiento de
un grupo de variables originales, con las que poder reladenSi es el caso, la
rotacionvarimaxpuede ser mas atractiva. Buscamos en ella maximizar

k P P 2
0 [Py - (Z a?y) , (6.29)
j=1 | =1 i=1
es decir, la “varianza” de Iczs?j por columnasEllo forzara a quen cada columna
haya elementos muy grandes y muy pequefios.

Hay algunos detalles adicionales que pueden consultaisaiser (1958); por
ejemplo, en lugar de maximizar las expresiones (6.28) ®)6a2 cual, frecuente-
mente se normalizan los elementos de cada fila dividiende &ntomunalidad:
se intenta con ello evitar que las filas decon elevada comunalidad dominen las
expresiones citadas.
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6.5. Estimacion del modelo

Hemos de hacer frente a dos problemas: determinar el nUredextbres de-
seado, y obtener una estimacion (inicial, indeterminadaj dEstimadaA, las
especificidades y comunalidades quedan también estimadasribiremos séla-
mente dos de los métodos mas utilizados.

6.5.1. Meétodo del factor principal

Obsérvese que, si conociéramos las comunalidades (o,atptemente, la
matriz de especificidades)), de la igualdad fundamental (6.7) se deduciria que la
matriz de covarianzas (o correlaciéon) muestral ha de varifiproximadamente

S— D~ AA'; (6.30)

ello sugiere emplear alguna estimaciénid@ara computas* = S — D, A con-
tinuacién, podemos factorizar estd como producto de dos matrices de rarkgo
Si S* tiene susk mayores valores propios positivos, ello no ofrecera proble
podemos emplear la aproximacion

PN

S*~ AA (6.31)

en qued = S°% | \/A;v;, siendo los\; y v; los valores y vectores propios §é.
No es preciso que nos detengamos en la estimaciéhreeién obtenida, sino
que podriamos ahora emplearla para obtener una estimaeiam, muiza, de las
comunalidades, )
Dy = diag(S — AA ), (6.32)

una estimacioén actualizada dé,
Sio) = (5= D), (6.33)

y consiguientemente una nueva estimaciomideor factorizacion d§§2):
« A ~ !
Sy = Ax)d) - (6.34)

Con la nueva estimaciéﬁ(z) de A podriamos reiniciar el proceso e iterar hasta
convergencia, si se produce (hada garantiza que se pro@uzepie habitualmente
se obtiene convergencia cuanides suficientemente grande).

6.5.2. Método de maxima verosimilitud

Podemos también estimar los parametros del modelo (6.h@xima verosi-
militud, si conocemos la distribucién d€ (en la préctica, ello equivale a suponer
normalidad multivariante).



Capitulo 7

Biplots

Estudiaremos en lo que sigue dos técnicas para la repregensamultanea de
observaciones y variables. La primera —bgdlot— es un gréafico en el que se re-
presentan las observaciones en posiciones dadas por quadesas componentes
principales. Sobre el mismo plano se superpgnpuantos representando las varia-
bles —las columnas de la matriz de daton posiciones que hacen interpretables
las relaciones entre ellas y las observaciones.

La segunda técnica —ahalisis de correspondencias produce de modo si-
milar una representacién simultdnea de observacionesables, y es de aplica-
cion a tablas de contingencia.

A ambas técnicas subyacedascomposicion en valores singuladesuna ma-
triz rectangular, que se presenta a continuacion.

7.1. Descomposicion en valores singulares.

SeaX una matrizV x p cualquiera. Mostraremos que puede siempre escribirse
como producto de una matriz de columnas ortogonalesp, una matriz diagonal
p X p con elementos no negativos en la diagonal principal y unaizr@togonal
p X p. La exposicion sigue a Lebart (1997).

TantoX’ X comoX X’ son matrices cuadradas simétricas, y por tanto dia-
gonalizables. Para= 1, ..., p hay vectores propios; de X' X (y b; de X X ')
asociados a valores propios en general no nij¢para losa;) y v; (para losb;).

X'Xaj = )\jaj (71)
XX/bj = I/jbj. (72)

75
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La matrizX X' posee adema¥ — p valores propios nulos y correspondien-
tes vectores propios asociados. Los vectores prapjosb; estan relacionados.
En efecto multiplicando las igualdades anteriores oy X’ respectivamente,
obtenemos:

X X/(Xaj) = >\j (Xaj) (73)
X'X(X'b;)) = v;(X'b)). (7.4)
Ello muestra queXa,; es vector propio de¥ X'y X 'b; es vector propio de
X' X.

Es ademas facil ver que los valores propios no nulos sonitdéniSuponga-
mos que\; es el mayor valor propio d& ' X y 1, el mayor valor propio de&( X '.
ComoXa; es vector propio d& X’ con valor propio asociadd;, se sigue que
v = méx; v; > 1. Andlogamente, $; es el vector propio d& X ' asociado al
mayor valor propia/;, entoncesX ’'b; es vector propio d&’ X con valor propio
asociadas, y por tantory; < A;. De ambas desigualdades se dedyce A,y el

argumento puede reiterarse para los valores propios sasesi
En definitiva,

a; X/bj (75)
bj X Xaj, (76)

parj = 1,...,p. Ademas, las relaciones de proporcionalidad anterioreslgnu
convertirse en igualdades si tenemos en cuenta que

I1X'b;|? = b’X X'b; = v, (7.7)
1 Xa;l> = a;'X'Xa; =), (7.8)

lo que permite normalizar los lados derechos de las expresiy.5)—(7.6) y con-
vertirlas en igualdades:

_1
aj = A\ 2X'b, (7.9)
_1
bj = >\j 2Xaj. (710)
Estas expresiones pafa= 1, ..., p se resumen en las igualdades matriciales

A = X'BA2 (7.11)
B = XAA 3. (7.12)

Si proyectamos las filas y columnas esobre los subespacios engendrados por
el vector propioa; y b; respectivamente, tenemos:

_1 1
u; = Xaj:)\j 2 X X/b]:)\;bj (713)

_1 1
v; = X/bj :/\j QX'Xaj:/\]?aj. (714)
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Sitomamos la igualdad (7.9), premultiplicamos porpostmultiplicamos pou; ’
Yy sumamos respecti obtenemos:

p p 1
X (Y aja;" | =Y A2bja;’ = BAzA". (7.15)
j=1 j=1

Como}’l_, aja;' = AA" = I, laigualdad anterior se reduce a:

p
X =Y"\/Ajbja;' = BAZ A, (7.16)
j=1
llamada descomposicién en valores singuladesla matrizX.

7.2. Biplots

En el supuesto de qu¥ sea aproximadamente igual a lgs< p primeros
sumandos (7.16) obtenemos:

q

X~ /Ajbja;' = BS A, (7.17)

J=1

Podemos asocia¥ a la matrizA, a la matrizB o a ambas a la vez. Por ejemplo,
podemos definit;, = B,S1¢y H,” = S°A,’. Para cada valdd < ¢ < 1 que
escojamos tenemos

X =G,H, = B,S'"¢5°A,’ (7.18)

El exponente: se puede escoger de diferentes maneras: elecciones hexbgaa
c:O,c:%yc:l.

Seag;’ la i-ésima fila deG' y h;’ la j-ésima fila deH (por tanto,;j-ésima
columna deH’). Si¢ = 2, los N + p vectoresg; y h; pueden representarse
en el plano dando lugar a la representacion conocida daopiot. Los puntosg;
representan observaciones, en tanto los pumfagpresentan variables.

7.2.1. Interpretacion

Para interpretar un biplot, notemos que si (7.17) se vexficaodo aproxima-
do, entonces
Xij = gi'hj = l|gilll[h;]| cos(e) (7.19)

siendoq;; el angulo que formaw; y h;. Por consiguiente, si la variabletiene
gran influencia en la observaciénlos vectores representando a ambas tenderan a
formar un angulo pequerio.

Adicionalmente, dependiendo del valor seleccionado pare(7.18) podemos
interpretar las distancias euclideas entre las represenés de los puntos fila, de
los puntos columna, etc.
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Casoc = 0. Supongamos{ = GH' exactamente (omitimos el subindige
por simplicidad notacional). Entonces, si tomamos 0, H = Ay es por tanto
ortogonal, conloqu& X' = GH'HG' = GG'. Por consiguiente, para cualquier
fila x; de X se tiene

z;'z; = gi'g (7.20)
llzall = llgll (7.21)
llzs — x5l = llgi — g4l (7.22)
cos(xs, ;) = cos(g;,95); (7.23)

es decir, las distancias y angulos entre los vectgragproducen los existentes
entre los vectores,;. Obviamente, esto sélo es posible si la configuracion aigin
de puntos fila deX era bidimensional; de otro mod&, ~ GH "y lo anterior s6lo
tendra validez como aproximacion.

Casoc = 1. Razonando de forma exactamente analoga, llegamos a lausidmcl
de que en este caso las distancias y angulos entre los \&fitooke 1 ' reproducen
los existentes entre los vectores columnaXdelado que cor = 1

X'X=HG'GH' =HH' (7.24)

al serG' = B una matriz ortogonal. (De nuevo la igualdad anterior es aptoxi-
mada, en la medida en que la matriz origiidho sea de rango igual o inferior a
2).

Casoc = % Esta eleccion de supone un compromiso entre las dos anteriores,
tendente a preservar en alguna medida las distancias tanéopeintos fila como
entre puntos columna.

7.2.2. Ejemplo

Consideremos la Tabla 7.1, cuya casilleésima recoge el total de hogares de
la Comunidad Autbnomaésima disponiendo 