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EJERCICIOS

Los ejercicios que siguen tienen por objeto proporcionar práctica adicional en el manejo de R y afianzar
algunos conceptos sobre los rudimentos del modelo de regresión lineal. Puedes presentar los resultados en
forma de un fichero de salida de R (.Rout), debidamente comentado, en papel o v́ıa Moodle.

1. Esta pregunta ilustra algunos cosas aprendidas sobre proyecciones, problemas de rango incompleto y
estimabilidad.

a) Crea una matriz X de orden 5 × 3 con los siguientes datos:
5 6 11
2 8 10
3 6 9
2 4 6
1 -2 -1


Observa que la tercera columna es combinación lineal de las dos primeras.

b) ¿Existe (X ′X)−1¿Por qué?

c) ¿Cuáles son los valores propios de (X ′X)?

d) Sea X(12) la matriz formada por las dos primeras columnas de X y X(13) la formada por las
columnas primera y tercera. ¿Generan las columnas de X(12) y de X(13) el mismo subespacio de
R5? ¿Generan las columnas de X(12) el mismo subespacio de R5 que las columnas de X?

e) Computa:

M = (X ′(12)X(12))
−1

N = (X ′(13)X(13))
−1

P = X(13)(X
′
(13)X(13))

−1X ′(13)

Q = X(12)(X
′
(12)X(12))

−1X ′(12)

¿Qué proyecciones representan estas matrices? Compara P y Q. ¿Qué observas? ¿Es lógico?

f ) ¿Son M y N iguales? Toma M y forma una matriz M0 de dimensión 3 × 3 orlándola con una fila
y columna de ceros:

M0 =

(
M 0
0 0

)
Realiza el producto:

(X ′X)M0(X ′X)

y compara el resultado con X ′X. ¿Qué observas? ¿Qué es M0 respecto a (X ′X)? Guarda M0.
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g) Toma un vector arbitrario ~y de R5 y computa:

β̂(12) = (X ′(12)X(12))
−1X ′(12)~y (1)

β̂ = (M0)X ′~y (2)

h) Calcula ahora:

~u = X(12)β̂(12) (3)

~v = Xβ̂ (4)

Compara ~u y ~v. ¿Qué observas?

i) ¿Es β̂(12) único siempre que ajustamos mı́nimo-cuadráticamente ~y sobre las dos primeras columnas
de X?

j ) ¿Es β̂ único al ajustar mı́nimo-cuadráticamente ~y sobre las tres columnas de X?

2. Se te proponen a continuación diversas situaciones para que expliques qué modelo lineal ajustaŕıas,
pronunciándote en particular sobre: i) La pertinencia o no de incluir una ordenada en el origen, β0, y ii)
La plausibilidad de una especificación lineal.

a) Las observaciones Yi son datos de consumo de carburante de un mismo veh́ıculo, medido en N
ensayos diferentes. En cada ensayo se han recorrido Xi kilómetros.

b) Las observaciones Yi son datos de consumo de enerǵıa eléctrica total en una población, N d́ıas
consecutivos. En cada d́ıa se ha registrado la temperatura media Xi.

c) Las observaciones Yi son datos de consumo total de la familia i-ésima en una población, durante un
cierto periodo. Las observaciones Xi recogen la renta de la familia i-ésima en el periodo anterior.

d) Las observaciones Yi son datos de consumo calórico de un animal de tiro. Las Xi recogen el número
de kilómetros recorridos y el número de kilogramos arrastrados (en condiciones cuidadosamente
controladas: mismo trayecto y mismo carro).

3. El fichero de datos choco.dat, contiene precios de 2006 en euros por 100 gramos de distintas marcas de
chocolate. Se recoge también su contenido porcentual en cacao. Con los datos disponibles, y prescindiendo
de un posible efecto “marca”, estima la influencia de las variables CacaoPC y Peso.

a) ¿Hay evidencia de que los parámetros asociados a las variables en el modelo

Precio = β0 + β1 CacaoPC + β2 Peso + ε

son distintos de cero? (Hasta tanto avancemos en teoŕıa, puedes recurrir a declarar significativo un
parámetro estimado si excede de dos desviaciones t́ıpicas.)

b) ¿Cuál es el R2 de la regresión? ¿Qué interpretación tiene?

c) Cabŕıa la posibilidad de que la dependencia del precio sobre el contenido en cacao fuera no lineal.
Por ejemplo, por cada punto porcentual adicional de cacao, el precio podŕıa aumentar más en los
tramos altos (chocolates “de lujo”) que en los bajos. O viceversa. Especifica y estima un modelo
que de cuenta de esta eventualidad.

d) Compara los modelos estimados en los apartados 3a y 3c. ¿Qué ocurre con la R2?

e) Imagina que, llevado de tu ardor de recién llegado al mundo de la regresión lineal, ajustas un
modelo en que Precio depende del contenido en cacao de una forma muy elaborada: nada menos
que un polinomio de grado 17. Aśı:

Precio = β0 + β1 CacaoPC + β2 (CacaoPC)2 +

+ . . .+ β17 (CacaoPC)17 + +β18 Peso + ε

Tras estimar el modelo, observas que ¡los residuos son todos cero! ¿Has dado con el Santo Grial de
los modelos que explican el precio del chocolate, o lo que te ocurre es algo esperable (y sin mucho
interés)? Explica.
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AYUDAS, SUGERENCIAS Y COMPLEMENTOS

1. Cuando se te pregunta si una matriz es singular (o si existe su inversa) has de dar un argumento que
justifique tu respuesta. Decir que una matriz es singular “porque el determinante es cero” es tautológico.
No obstante, puedes querer asegurarte de algo calculando un determinante. En R tienes una función
det que lo hace directamente.

2. En R puedes calcular una inversa generalizada mediante la función ginv de la biblioteca MASS (has de
hacer un library(MASS) previo). No estaŕıa de más que al menos la primera vez la calcularas por el
procedimiento descrito en clase.

3. Los vectores y valores propios pueden ser calculados en R mediante la función eigen. Observa que una
matriz simétrica puede no parecerlo en coma flotante, y la función te puede dar valores propios tales
como 1.2345234 +2.39485-16i que a todos los efectos prácticos son reales.

4. Libros sobre álgebra matricial que te ayudarán a solventar dudas sobre esta tarea (y sobre muchas otras
cosas, en esta y otras asignaturas) son: [6], el caṕıtulo 5 de [7], [11] y [1], entre otros, además de [10].

5. Sobre R tienes, además de [17], las notas [15] o su traducción española [16]. Libros recientes que también
puedes querer mirar son [2], [5], [12], [14] y [4]. Documentación on line incluye [9] y todo lo que puedes
encontrar en CRAN (tienes una réplica en el Laboratorio: http://www.et.bs.ehu.es/cran, que será
más rápido acceder desde dentro de la UPV/EHU).

6. Para leer un fichero de datos con estructura tabular (como choco.dat) puedes hacer uso en R de la
instrucción read.table. Aśı:

> choco <- read.table(file = "../datos/choco.dat", header = TRUE)

> choco[1:5, ]

Peso CacaoPC Precio Marca

1 50 99 4.39 Lindt

2 100 74 0.77 Consumer

3 200 70 1.15 Valor

4 80 70 1.94 Mascao

5 100 70 1.47 Lindt

Debes sustituir "../datos/choco.dat" por el camino completo hasta tus datos. Si trabajas en Windows,
será seguramente algo como C:/datos/choco.dat. Si trabajas en el Laboratorio y descargas los datos
al directorio en que estás trabajando, bastará algo como choco.dat. El header=TRUE indica que la
primera ĺınea del fichero nombra las variables.

7. Si quieres hacer regresión sobre distintas potencias de una misma variable con la función lsfit, la
parte más complicada consiste en construir la matriz de regresores. Hasta tanto nos familiarizamos con
funciones más potentes y elaboradas que nos dispensarán de este trabajo, puedes recurrir a la siguiente
receta, que muestra cómo construir polinomios en CacaoPC de grados 1 al 5:

> CacaoPC <- choco[, 2]

> potencias <- outer(CacaoPC, 1:5, FUN = "^")

> potencias[1:6, ]

[,1] [,2] [,3] [,4] [,5]

[1,] 99 9801 970299 96059601 9509900499

[2,] 74 5476 405224 29986576 2219006624

[3,] 70 4900 343000 24010000 1680700000

[4,] 70 4900 343000 24010000 1680700000

[5,] 70 4900 343000 24010000 1680700000

[6,] 70 4900 343000 24010000 1680700000

(la explicación, en clase, o mira la ayuda para la función outer).
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