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Introduccion

Lo que sigue contiene una introduccién muy concisa al asdlesregresion, con-
cebida como apoyo de las clases. Evita por eso largas esiplies y se concentra en
cuestiones conceptuales y formales.

Hay varios niveles de lectura: en un primer nivel, las Olegones que jalonan el
texto pueden en su mayoria omitirse, sin pérdida de codtiauEllo proporciona una
lectura bastante lineal.

Si se desea una lectura més detallada, con digresiones@s&ndo imprescin-
dibles, pueden mejorar la comprensién del conjunto, comvieer tanto las observa-
ciones como los complementos y ejercicios: las seccion€dleSTIONES, COM-
PLEMENTOS Y COSAS PARA HACER al fin de cada capitulo son partegrante
del texto a este segundo nivel y completan muchos detallegn@®s que se trata de
unas notas a las que sera factible volver bastantes vetasratose progresivamente
cosas que distaron de ser obvias en una primera lectura.

A lo largo del texto, tanto en demostraciones como en ejescic complemento
se ha hecho uso abundante del simbolo de “giro peligrosoéseptado en el margef@
popularizado por la obra clasica Knuth (1986). Se trata agnfientos que correspon-
derian a un tercer nivel, con detalles de interés, exteaside alguna idea, referencias
a la literatura o ejercicios y demostraciones de mayor difidu

Hay un mundo de diferencia entre sabémo se hacelas cosas ysaber hacer-
las. Querriamos que los alumnos supiehaterlas La experiencia sugiere que lo que
resulta de mas ayuda al lector es ver ejemplos de aplica@tallatios, que pueda
reproducir o modificar para resolver sus propios probleinéstcalados entre las ex-
posiciones tedricas hay programas en R, que el lector pyedeta o tomar como
modelo. Todos se han ejecutado con R version 1.9.1. No sataddrde exhibir el c6-
digo més terso ni la forma mas rapida o elegante de hacerdas,cgino la que ilustra
mejor la teoria.

Bilbao, 18 de septiembre de 2007
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Capitulo 1

El modelo de regresion lineal.

1.1. Planteamiento del problema.

Son frecuentes en la practica situaciones en las que seactmmbservaciones
de diversas variables, y es razonable pensar en una rektidnellas. El poder de-
terminar si existe esta relacién —y, en su caso, una formgdoal para la misma—
es de sumo interés. Por una parte, ello permitiria, consdatovalores de algunas va-
riables, efectuar predicciones sobre los valores prdessitie otra. Podriamos también
responder con criterio estadistico a cuestiones acerca ddacion de una variable
sobre otra.

Ejemplo 1.1 La Figura 1.1 (pag. 4), muestra una grafica recogiendo datos
correspondientes a 272 erupcionesgiiserOld Faithfull, en el Parque Nacional
de Yellowstone (los datos proceden de Cook and Weisber@JL9Bn abscisas
se representa la duracion de las erupciones. En ordenaddatgrealo de tiempo
transcurrido hasta la siguiente erupcion.

A la vista del grafico, parece evidente que existe una relaaifre ambas va-
riables —erupciones de duracidhcorta son seguidas de otras tras un intervalo de
tiempol més reducido que erupciones largas—. Podria interesaongsistar con
criterio estadistico si tal relacion existe (en el casoguts la relacién es tan niti-
da que el plantearse el contraste de hipétesis correspadie tendria demasiado
sentido). Mas interesante, en el caso presente, seriadlegea expresion del tipo
I = f(D) relacionando el intervalo con la duracion (ello nos pemfaitinticipar
en qué momento se presentara la siguiente erupcion, cenlacdliracionD que
se ha observado en la anterior).

A la vista de los datos, es claro que larelacios f(D) no puede ser exacta
—es dificil pensar en una funcién que pase precisamentegoiar uno de los 272
puntos en la Figura 1.1—. Habremos de considerar mas bieiofes del tipd =
f(D) + ¢, en que el valor dé es una cierta funcion (desconocida)denasuna
cantidad aleatoria inobservalieDecimos quef (D) es unguncion de regresion
de sobreD, y nuestro objetivo es especificar su forma. Habitualmesstkzamos
para ello supuestos simplificadores, como el de ¢ue) es una funcion lineal.

3



4 CAPITULO 1. EL MODELO DE REGRESION LINEAL.

Figura 1.1: Old Faithful Geyser: datos de 272 erupciones.
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Es de interés sefalar que el ajuste de un modelo de regress@limita a analizar
la relacion entre dos variables; en general, buscaremmsoaks del tipo

Y = f(XQ,Xl, . -;prl) + €,

relacionando de manera aproximada los valore¥ d®n los que toman otras varia-
bles, Xy, ..., X,—1. Por simplicidad, limitaremos por el momento nuestra atena
funcionesf(Xo, ..., Xp—1) lineales; el modelo resultante es el modelo de regresion
lineal, que se examina en la Seccion a continuacion.

Sefialemos, finalmente, que el hecho de aislar una vaaklelado izquierdo y
escribirla como funcién de otras mas una perturbacién@ieatno prejuzga ninguna
relacidn de causalidad en ningun sentido; sélo postulaa@ss$tencia de una relacion
cuya forma y alcance queremos investigar. En el Ejemploel 4juste de un modelo
del tipoI = f(D) + ¢ no implica que consideremos que la duracidrcausael
subsiguiente intervald hasta la préxima erupcion.

1.2. Notacién

Consideramos una variable aleatofia (regresandeprespuestao variable endé-
geng de la que suponemos que se genera asi:

Y = [oXo+ X1+ 4 Bp1Xp—1 + €, (1.1)

siendo:



1.2. NOTACION 5

1. Bo,. .., Bp—1, parametros fijos desconocidos.

2. Xo,...,Xp,_1, variables explicativas no estocasticagresorescuyos valores
son fijados por el experimentador. Frecuenteméfifjdoma el valor constante
“unoﬂ.

3. e unavariable aleatoria inobservable.

La ecuacion (1.1) indica que la variable aleatofia se genera como combina-
cion lineal de las variables explicativas, salvo en unaupleacion aleatoria. En el
Ejemplo 1.1,Y seria la variabld, y el Unico regresor seria la variable Si deci-
dimos ajustar un modelo con término constafetendriamos como regresorgsy
Xo ="uno”. La funcién que aparece en (1.1) seria entorfgés) = Gy + 51 D.

El problema que abordamos es el de estimar los parametomtesdoss, . . ., Bp—1.
Para ello contamos con una muestra\debservaciones de la variable aleatokia y
de los correspondientes valores de las variables explcati. Como se ha diche,es
inobservable. La muestra nos permitira escribigualdades similares a (1.1):

1 = BoXio+ X+ o+ Bp—1Xip-1 t e
Y2 BoXoo+ 81 Xo1+ -+ Bp1Xop_1 + €2

BoXno+BiXN1+ -+ Bp1 XNp-1+en.

YN
En forma matricial, escribiremos dichasigualdades asi:
7=Xf3+¢, (1.2)
siendo:
= §/ el vectorN x 1 de observaciones de la variable aleatoria Y,

» X lamatrizN x p de valores de las variables explicativas. Su elemanjale-
nota el valor que la—ésima variable explicativa toma enit@&sima observacion,

= j el vector de parametrdsy, ..., 3,_1),

—

= ¢ elvectorN x 1 de valores de la perturbacion aleataria

Denotaremos medianté al vector de estimadores de los parametros, yépalr
vector N x 1 de residuos, definido pér= 7 — X 3; es decir, los residuos recogen la
diferencia entre los valores muestrales observados yadjostde la variable aleatoria
Y.

Utilizamos mindsculas para designar valores muestraleaylstulas para las
correspondientes variables aleatorias (asi por ejemplajenota el vector de valo-
res observados de la variable aleatoliaen una determinada experimentacion). El
contexto aclarara, por otra parte, cuamtpé son variables aleatorias o valores mues-
trales.

Adoptaremos como criterio de estimacion el minimo cuacilwaior consiguiente,

diremos ques es 6ptimo si| 7 — X3 ||2 es minimo, denotandp- || la norma euclidea
ordinaria,|| ¥ ||= /Y., y? (ver Definicién A.2, pag. 179).



6 CAPITULO 1. EL MODELO DE REGRESION LINEAL.

Observacion 1.1 El suponer que los valores de los regresores pueden ser
fijados por el analista (Supuesto 2) nos coloca en una situatsdisefio experi-
mental De ahi que a la matriX se la denominenatriz de disefio

Muchas veces (notablemente en Ciencias Sociales) no ddgbir los va-
lores deX, sino tan solo recolectar una muestra. Decimos entoncessjamos
ante unasituacién observaciondkn oposicion a un disefio experimental). Ello no
afecta a la teoria que sigue; la inferencia sobre los paréerét etc. es entonces
condicional a los valores observadosXie

1.3. Supuestos.

Ademas de suponer ql?e: Xﬁ + € Yy que la matrizX es no aleatoria, requeri-
remos lo siguiente:

1. Ee=0.
2. Eee' =0l
3. rango(X)=p< N.

Nos referiremos a 1)-3) en lo sucesivo comodopuestos habituales

El supuesto 1) no implica pérdida de generalidad ni supamgumia restriccion, al
menos en el caso en guétiene entre sus columnas una cuyos valores sean constantes
(y ésto suele suceder; tipicamente, la primera columna@stéada por “unos”). En
efecto, es claro que si:

VY = Bol +5 X1+ +Bp1Xp1+¢ (1.3)

y el vector de perturbaciones verifié& = i, entonces (1.3) puede reescribirse equi-
valentemente como:

Y = Bol+@)+5Xi+ 481X, 1+ (F— ) (1.4)

y (1.4) incorpora un vector de perturbacioés- i) verificando el primero de nuestros
supuestos.

El supuesto 2), bastante mas restrictivo, requiere quesldsrpaciones sean inco-
rreladas (covarianzas cero) y homoscedasticas (de idér@i@nza).

El supuesto 3) simplemente fuerza la independencia limgee éas(p) columnas
de X. El requerimientdV > p excluye de nuestra consideracion el caée- p, pues
entonces/ = X3 es un sistema de ecuaciones lineales determinado, y tiemes
solucién para algin vectat que hace los residuos nulos. Las estimaciones del vector
3 se obtendrian entonces resolviendo dicho sistema. Veremlojue sigue que este
caso particular carece de interés (se dice que no tienedgidallibertad”).

Algunos de los supuestos anteriores seran relajados, ghiascuencias que de ello
se derivan estudiadas.

Observacion 1.2 Nada impide que los regresores sean transformaciones ade-
cuadas de las variables originales. Por ejemplo, si persgomla variable alea-
toria Y depende del cuadrado d&, y de otras variables, podriamos especificar
un modelo de regresion asi:

Y = ﬁo—'_ﬁle+"'+/6le§+"'+/6])le7)71+6-



1.4. MCO COMO APROXIMACION VECTORIAL 7

Anéalogamente, si pensaramos que la variable alealdfiae genera del siguiente
modo:

W = kZ/"1 2,72,

siendor una perturbacion aleatoria no negativa (por ejemplo, cetrildiicion
logaritmico normal), nada impediria que tomaramos logmstpara obtener:

Y =log(W) = fo+ X1+ BX2+e,

en queX; = log(Z;), Bo = log(k) y € = log(v).
Lo que realmente se requiere es que la expresion de la waeablbgena o
regresand®” sea lineakn los parametras

1.4. La estimacion minimo cuadratica como problema
de aproximacion vectorial.

La ecuacién matriciaf = X3 + ¢ puede reescribirse asi:
g = BoXo+ -+ Bpfl)zpfl + €, (1.5)

dondeX), ..., X,_; denotan los vectores columna de la ma¥i¢X, sera en general
una columna de “unos”, como se ha indicado). Hay difererdsibpidades en cuanto

a criterio de estimacion de Igs Uno de ellos, el minimo cuadratico ordinario (MCO),
consiste en minimizalf ¢ ||> , problema que, seglin muestra la ecuacién (1.5), puede
reformularse asi: ¢Cuales son los coeficieptes. . ,Bp,l que hacen que la combi-
nacion linealGy X, + - - - + Bp,l)?p,l aproxime 6ptimamente (en sentido minimo
cuadratico) al vectof ? Veremos inmediatamente que esta combinacion lineal es pre
cisamente lo que llamaremgsoyeccionde i/ sobre el subespacio generado por las
columnasX ..., X, 1.

1.5. Proyecciones.

Aunque en lo que sigue se hace un tratamiento generalizadpk¢itamente con-
sideramos productos internos (véase Definicion A.1) rakdrados, lo que simplifica
algunas férmulas. Hacemos también un uso bastante tosdendglaje y notacion,
identificando vectores con matrices columna, operadarealis y matrices asociadas
a ellos, etc. Lo inadecuado del formalismo puede ser faailensuplido por el lector,
y evita notacion que podria hacerse agobiante.

Definicién 1.1 Sea{v,} una sucesion de vectores &h espacio vectorial sobre el
cuerpo de los nimeros realé&scon las operaciones “suma” de vectores y “producto”
por nimeros reales, definidas ambas del modo usual. Sup@sgdeiinido sobré?
un producto interno< -,- > y correspondiente norma@ |° = < @,7 >. Decimos
que {7, } es unasucesion de Cauchsi para cualquiers > 0 hay unN () tal que
Vm,n > N(§), | U, — ¥n || < 9; es decir, si prefijado ud arbitrariamente
pequefio, existe siempre IN(§) tal que cualesquiera vectores, , ¢, que aparezcan
en la sucesion en lugar posterior al(6) distan entre si menos de
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Figura 1.2: El vectot es la proyeccién d& sobrel!.

>

QL

Definicion 1.2 SeaH un espacio vectorial como en la Definicion 1.1. Decimos que
tiene estructura de espacio de Hilbert si es completo, eB, d&contiene los limites
de todas las sucesiones de Cauchy de vectord$.dBualquier subespacio vectorial
de un espacio de Hilbert, es a su vez espacio de Hilbert.

Definicion 1.3 SeaH un espacio vectorial. Se& C H un subespacio del mismo,
ey € H un vector cualquiera. Decimos quges la proyeccion dg sobreM (y lo
denotamos poti = Pyij) Si:

1. 4eM,
2. d=y s yeM,
3. (—u)LM si y¢&M.

La Fig. 1.2 muestra en tres dimensiones la nocién de prayrecgihace intuitiva-
mente evidente el Teorema 1.1.

Teorema 1.1 SeaH un espacio de Hilbert, ¥/ un subespacio del mismo. Para cual-
quier vectory € H existe siempre un Unico vectdr= P,y , proyeccion dgj sobre
M. Se verifica que:

— — 112
I I

, - -2
- — 7|2 1.6
g—0 Inin |7 -2 (1.6)



1.5. PROYECCIONES. 9

g% Demostracion. Veamos primero la existencia. Seb= minzca || 7 — 7 ||°.
Entonces, necesariamente existira\éralgin vectors ; tal que:|| 7 — 1 ||? <
d + 1; de no haberlomin || 7 — #||> tendria que ser mayor quk+ 1, contra
la hipétesis. Analogamente, para cualquier nimero natuealstirav,, verifican-
do: || 7 — @» ||> < d 4 1/n. Mostraremos que la sucesigm,} es de Cauchy.
Mostraremos también que su limite —Unico— verifica las aodes definitorias
de proyeccion de/ sobreM . Probaremos, en fin, que ningln otro vectorién
distinto del limite anterior verifica las mismas condicisnasi como la propiedad
de minima distancia en el enunciado.

Sea:

D= (F =)= (F =) P+ | (T = Ta) + 7 — Tm) |I? (1.7
Podemos escribir:

D

1@ =) 1P+ 1| (F = ) I =2 < (F = Tm), (F —Ta) >
@ =) P+ 1 T =) P +2 < (= 0), (§ —Ta) >
20l (7 — @) I* + 21| (F — &) II*. (1.8)

Por otra parte, tenemos:

D = | (@n =) 1"+ 127 =2(3) @ + T) |I?
= N @ = Ta) |7+ 411§ — (3) (T + T) |I? (1.9)
Igualando (1.8) y (1.9) obtenemos:
I =T I? = 207 =T lI*+20 § — T |I”
~4) 7~ (3) (@ + Tm) | (1.10)

Como la norma al cuadrado del Ultimo término de (1.10) es alasé, tenemos:
| T = T I < 20 (F = 8a) I + 201 (F — ) ||* — 4d (1.11)
Sead > 0. Param, n mayores queV(d§/4), tenemos:

|G —5a)[° < d+6/4 (1.12)
| @ =) > < d+6/4 (1.13)

Sustituyendo ésto en (1.10) obtenemos:
| (T — @) ||* < 2(d +6/4) +2(d + 6/4) —4d = 6, (1.14)

luego la sucesiofiv, } es de Cauchy. Tendra por tanto un limite Gnicen M (M
es completo), y facilmente se deduce qug — 7 ||*> = d.
Por otra parte, para cualquigre M y para cualquiew real se tiene:

|7 —T7—aZ|® = |§-F1P+°| 2P -2a<q —7,7>(115)
= d+o’|Z|P-2a<§ —7,2> (1.16)
> d. (1.17)

1Demostracién tomada de Anderson (1971). Es méas general gieelestrictamente necesitamos, pero
merece la pena enunciar este Teorema asi para poderlo empleaado en otros contextos (por ejemplo, en
prediccion lineal de procesos estocasticos). Una denci@trenas simple y menos general puede encontrarse
en Arnold (1981), pag. 34.
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Por tanto:

Az -2a<y 7,2 >

2 12
o | 2l

0, (1.18)

>
> 20 <y —v,2>. (1.19)

Como (1.19) se ha de cumplir para cualquier posible valotvdea de suceder
que< § — 7,z >= 0, y comoZ es arbitrario emV/, se deduce quéj — v) L
M. Como ademas hemos visto qiiec M, tenemos que es proyeccion de
en M (Definicion 1.3). El desarrollo anterior muestra tambiée ¢es la mejor
aproximacién de/ por un vector dé\/ (en términos de la norma definida).

Veamos, en fin, que ningun otro vectiore M, 4 # ¢ puede ser proyeccion
de i en M, ni verificar | ¥ — @ ||>= d. Supongamos que hubiera un @l
Entonces(y — @) = (¢ — V) + (V— ). Ademas(y —0) L M,y (0—4) € M.
Por tanto,

CUESTIONES, COMPLEMENTOS Y COSAS PARA HACER

Algunos de los ejercicios que siguen requieren hacer usa dedenadory un pro-
grama especializado, tal como %% 0 R. Puede consultarse Becker et al. (1988). Es
también de utilidad Venables and Ripley (1999a) (con susptamentoson line, Ve-
nables and Ripley (1999b)). El lector que realice los ej@msien orden ira no obstante
adquiriendo, si examina las soluciones de aquéllos quéstenualguna programacion,
familiaridad con cualquiera de los paquetes, sin necesldagbstudiar previamente el
manual correspondiente. Un breve resumen de las funciepesi@camente destina-
das a regresién aparece en los Apéndices.

Donde quiera que se menciona &uB puede utilizarse R, un programa similar en
organizacién y sintaxis y que a efectos del presente cursagsl00 % compatible;
de hecho, los ejemplos de cédigo que figuran intercaladoktexte se han procesado
en su totalidad con R 1.9.1. Puede consultarse Venables(&08l7) como referencia.
Hay traduccion castellana, Venables et al. (2000), un pestadada, y mucha docu-
mentacion adicional ehttp://cran.r-project.org/

1.1 ¢/ Qué trascendencia tiene en la Seccién 1.5Hj{g, en consecuencia,
su subespacid/) tengan estructura de espacio de Hilbert? Examinando laslem
tracion del Teorema 1.1, vemos que se da por supuesta lareisten) del
limite de la sucesiotv, } construida. SiM no fuera espacio de Hilbert, tal limite
podria no existir er/.

1.2 En S-R.us o R para asignar un valor a una variable podemos colocarla
a laizquierda del operader . Por ejemplo,

X <- 5
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El valor de la variable puede ser utilizado en célculos gulishtes; tecleando

X + 5

obtendriamos “10”.

1.3 En S-R.uso R para crear un vector y asignarlo a la variablearemos:

X <- ¢(1,3,4)

1.4 Para efectuar multitud de célculos en R o 838 empleamos funcio-
nes. Por ejemplo, para sumar varios nimeros y asignar édagsax podriamos
escribir:

X<-5+7+ 12

o también

x <- sum(c(5,7,12))

que hace uso de la funciGum.

1.5 El producto interno euclideo de dos vectaxesy viene dado por:

sum(x * y)

o alternativamente:

X %% y

1.6 En S-R.us o R opera la “regla del reciclado”, que permite operar con
operando disimilares. Por ejemplo, si:

a <-¢(123) b <5

entonces, tecleando

a+b
obtendriamos el vect@g6 7 8)’. El argumento mas cortb, se ha usado repe-
tidamente para construir un operando que pueda sumarse a

1.7 En S-R.us o R es muy facil acceder a elementos aislados de un vector.
Por ejemplo, si:

a <- c(6,7,8)

entonces, tecleando las expresiones que aparece a lardzqotetendriamos los
resultados que se indican a la derecha:
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a produce: 6 78
al] produce: 6
a[l:2] produce: 6 7
alc(1,2)] produce: 6 7

al-1] produce: 78
al-(1:2)] produce: 8
alc(F,F,T)] produce: 8

a[a>6] produce: 78

Los subindices se ponen entre corchetes, []. Un subindigatine se interpreta
como omitir el correspondiente valor. Ademas de subindiceséricos, podemos
emplear subindices l6gicoB: (falso) y T (cierto). Podemos incluso, como en la
Ultima linea, emplear expresiones que den como valor urovégico: a >6
produce el vectoF T T, que empleado como subindices retorna los elementos
dea mayores que 6.

1.8 La funciénhelp permite interrogar a S1RIs o R sobre el mode de
empleo de cualquier funcién. Por ejemplo, para obtener $ergEion desum
podriamos teclear:

help(sum)

Empléese la funcidhelp para averiguar el cometido de las siguientes funciones
de R:t, cbind , rbind , solve , scan, read.table ,list , nrow, ncol .
Obsérvese que tecleando

example(scan)

podemos ejecutar los ejemplos que aparecen en la docundentacline sin ne-
cesidad de reteclearfos

1.9 Recordemos que el producto euclide@ézala) de dos vectores ,

en R? verifica:
< Z,y >=|Z||7|cos(«)

siendoc el &ngulo que ambos vectores forman. Esta igualdad se dateR”™
definiendocos(«) convenientemente (véase Definicion A.3, pag. 179)./%eg
la proyeccién deg; sobre el subespacib!. Si|#| = 1, del esquema a continua-
cion inmediatamente se deduce guer, ¥ >= |Pu Y|, siendoM el subespacio
generado pof .

<y

Puy

il

Deduzcase que, en el caso general en|gyiez 1, se verifica:

_<Z,¥y >

Pyt = —=
<Y,y >

1.10 Cuando escribimos expresiones como

236lo en R. S-Pusno dispone de anéloga facilidad.
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sum(x * y)

estamos empleando funciones predefinidas (en estestasp,En S-RUS0 R no
necesitamos limitarnos a ellas; el lenguaje es extensilelpusuario. Podriamos
definir una funciéreucl para realizar el producto interno asi:

eucl <- function(x,y) { sum(x *y) }

que asigna &ucl la funcion especificada en el lado derecho. Para invocarla co
los vectoresl y v, tecleariamoseucl(u,v)

Una funcién puede emplearse como bloque constructivo ds,otresto hasta
el nivel de complejidad que se desee. La norma euclideagpoaldularse mediante
una funcion definida asi:

norma.eucl <- function(x) {
sqrt(eucl(x,x)) }

que hace uso deucl definida anteriormente. Tras esta definicion, podemos cal-
cular la norma euclidea de un vectotecleando simplemente:

norma.eucl(x))

En realidad, la definicién de una funcién coemacl es innecesaria: en SEBs o
R podemos emplear%+ % xque cumple su cometido.

1.11 Escribase una funcién que, dados dos vectores arbitrarsg, ob-
tenga el vector proyeccion del primero sobre el espaciaiunginsional) generado
por el segundo. Compruébese que el vegtoesultante es efectivamente la pro-
yeccién buscada (para lo cual es preciso ver: i) Qs colineal cony/, y ii) Que
(7 - 2) L 7).

1.12 Demuéstrese que los siguientes cuatro vectore@®dgon un sistema
generador de dicho espacio, pero no base.

N\ /1\ /1
o].lo],[1
1/ \o/ \u

1.13 (7 1.12) Selecciénese, de entre los cuatro vectores indicatiesPro-
blema 1.12, tres que formen basekfe

1.14 (1 1.11) Los siguientes dos vectores generan un subespaaice2gional
deR®. Encuentrese —por ejemplo, mediante el procedimiento dené8chmidt—
una base ortonormal de dicho subespacio.

2 1
ol,(s3
1 0

1.15 Demuéstrese que la correspondeniia: £ — ¢ = Py T es una
aplicacion lineal.

1.16 @ La estimaciéon de un modelo de regresion lineal realiza una ap
ximacion del vector respues}% similar a la que llevaria a cabo una red neuronal
compuesta por una unica neurona. “Similar” porque en eldasma red neuronal
la “estimacion” entrenamient@ aprendizajé se realiza de ordinario mediante un
proceso iterativo, cuyo resultado no necesariamente haideidir exactamente
con la estimacion MCO. Un excelente manual sobre redes mal@oes Haykin
(1998). Textos que tratan redes neuronales desde una girapmstadistica son
Ripley (1996) y Bishop (1996).
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1.17 @Hay alternativas ala regresion lineal: regresioén no liggabresion
no paramétrica (en que se considera una relacion entresoegssy regresando que
no esta constrefiida a ser lineal ni de ninguna otra formadnatprefijada). En
regresion no paramétrica se emplean principalmente trexlogkernels vecinos
mas préximos ysplines Pueden consultarse, por ejemplo, Hastie et al. (2001) y
Eubank (1988).



Capitulo 2

Estimacion minimo cuadratica.

2.1. Estimacion de los parametros.

Si¢/ es un vectotV x 1, consideremo#l = RV y M = subespacio generado por
las columnas d&X. Si dotamos & del producto interno euclideo ¥, w > = o ',
de las Secciones 1.4y 1.5 inmediatamente se deduce qudal @ed/ mas proximo
ay (en el sentido de minimizar la norma al cuadrado del vectoedigluos ) es la
proyeccion dej sobrelM . Por consiguiente, ha de verificarse dge— XB) 1 M.

Como M es el subespacio generado por las columnaXdello equivale a(y —
X)X =0,y de aqui se deduce que:

X'XB3=X'j. (2.1)

La igualdad matricial anterior recoge lasuaciones normales. Si, como supone-
mos, rang¢X) = p, (X'X) es de rango completo, y posee inversa. Por tanto, el
vector de estimadores de los parametros sera:

B=(X'X)"'X'j. (2.2)

Obsérvese que el supuesto de rango total de la m&trzy consiguientemente
de (X’ X)— es requerido exclusivamente para pasar de (2.1) a (2.8)etaciones
normales se verifican en todo caso, y la proyeccidy dmbreM es también Unica
(Teorema 1.1, pag. 8). El defecto de rangaX&tiene tan solo por consecuencia que
el vector(3 deja de estar univocamente determinado. Volveremos sstarewestion al
hablar de multicolinealidad.

De (2.2) se deduce también que, en el caso de rango totahylaquion de; sobre
M viene dada por

Pyjj = X(X'X)'X 5, (2.3)

15
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y el vector de residuos por

¢ = §-XB (2.4)
= JF-XX'X)'X'y (2.5)
= ([-XX'X)"'X"y (2.6)
= (I —Pu)y. (2.7)

Podemos veX 3 y é como las proyecciones dgsobre dos espacios mutuamente
ortogonalesM y M+*. Las matricesPy; e (I — Py) que, para aligerar la notacion,
denominaremos en lo sucesiioe (I — P), sobreentendiendo el subespaktiotienen
algunas propiedades que detallamos a continuacion.

Teorema 2.1 SeanP e (I — P) las matrices de proyeccion definidas en el parrafo
anterior. Se verifica lo siguiente:

1. Las matrices® e (I — P) son simétricas e idempotentes.
2. rangdl — P) = N —p.

3. Se verificaquél — P)X = 0.

DEMOSTRACION.

El apartado 1) es inmediato. En cuanto a 2), sigfdde P) idempotente, su rango
coincide con su traza (véase Apéndice A.1, Teorema A.1)taPoo:

rango(I — P) = traza(l — P) (2.8)
= traza(l) — traza(P) (2.9)

= N —traza[X(X'X)'X] (2.10)

= N —traza[(X'X) "' X'X] (2.11)

N —p. (2.12)

El apartado 3), por ultimo, se prueba sin mas que efectuarodupto matricial
indicado. Es ademas inmediato si reparamos en que la natrizP) proyecta sobre
el subespacid/ =, por lo que su producto por cualquiera de los vectores coduten
X (pertenecientes &/) da el vectof. El ejemplo siguiente ilustra el modo de realizar
algunos de los calculos en R.

R: Ejemplo 2.1 (uso de la funciom sfi t)

El siguiente listado crea artificialmente una maifXiz el vector respuestg;

a continuacion realiza la regresion de dos formas. En lagsense realizan los
célculos de modo explicito. En la segunda, se recurre a Edurpredefinida en
Rlsfit , que simplifica considerablemente el trabajo. Existeniumes alterna-
tivas mas avanzadas que se introducen mas adelante.

Al margen de la comodidadsfit  realiza los calculos de un modo mucho
mas eficiente en tiempo y estable numéricamente que el dogesi la teoria: no
se invierte la matriZ X ' X) sino que se emplea la descomposicion QR (ver Sec-
cion D.2 o la obra monografica Lawson and Hanson (1974)).c8& tie detalles
gue no necesitan preocuparnos por el momento.

--- Obtenido mediante R BATCH demol.R
> options(digits=5)
> #
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> # Generamos los datos y realizamos la estimacion
> # aplicando la teoria de modo mas directo.
> #
> X <- matrix(c(1,1,1,1,1,1,1,4,12,1 4,
+ 13,0,6,7,0,2,2),6,3) # matriz de disefio
> X
(1] [.2] [.3]

[1,] 1 1 0
[2,] 1 4 6
[3.] 1 12 7
[4,] 1 1 0
[5.] 1 4 2
[6.] 1 13 2
> beta <- ¢(2,3,4) # parametros
>y <- X %*% beta + rnorm(6) # variable respuesta
>
> b <- solve(t(X)%  *%X) %% t(X) %*% y # estimadores betas
> # "solve" calcula la inversa.
> b

[1]
[1,] 2.6502
[2,] 2.9404
[3,] 3.8585
>e<-y-X%*% b # residuos
> e

[1]

[1,] 0.096439

[2,] 0.758922

[3,] -0.697449

[4,] -0.322218

[5,] -0.380389

[6,] 0.544695

> te) % *% (X %% b) # comprobacion ortogonalidad
[1]

[1,] 1.4724e-12

> s2 <- sum(e xe) / (nrow(X) - ncol(X)) # estimador varianza

> s2
[1] 0.53897
> #
> # Lo mismo puede hacerse con mucha mayor comodidad mediante
> # funciones de regresién especializadas.
> #
> ajuste <- Isfit(X,y,intercept=FALSE)
> #
> # Los estimadores de los parametros y los residuos coincide n
> # con los obtenidos méas arriba. El argumento "intercept=FA LSE"
> # es necesario porque la matriz tiene ya columna de unos: sin
> # dicho argumento, Isfit afiadiria una columna de unos
> # adicional, creando una matriz de rango deficiente.
> #
> ajuste
$coefficients
X1 X2 X3

2.6502 2.9404 3.8585
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$residuals
[1] 0.096439 0.758922 -0.697449 -0.322218 -0.380389 0.544 695

$intercept
[1] FALSE

$qr
$qt
[1] -75.28468 48.97029 -21.82294 -0.60712 -0.43452 1.0293 2

$qr
X1 X2 X3

[1,] -2.44949 -14.28869 -6.940221

[2,] 0.40825 11.95129 3.583992

[3,] 0.40825 -0.63322 -5.655823

[4] 0.40825 0.28718 -0.375532

[5,] 0.40825 0.03616 -0.004607

[6] 0.40825 -0.71690 0.047314

$qraux
[1] 1.4082 1.0362 1.9256

$rank
[1] 3

$pivot
1] 12 3

$tol
[1] 1e-07

attr(,"class")
(1] "or

#

# Podemos obtener (y asignar) elementos individuales del

# ajuste obtenido. Por ejemplo, los residuos:

#

resid <- ajuste$residuals

resid

] 0.096439 0.758922 -0.697449 -0.322218 -0.380389 0.544 695

VVEVVVVVYV

2.2. Propiedades del estimador minimo cuadratico.

El siguiente resultado recoge algunas propiedadek de
Teorema 2.2 Se verifica que:
1. 3 esun estimador lineal insesgado/ae

2. La matriz de covarianzas qﬁeeszﬁ =o?(X'X)" L
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3. (Gauss-Markov). Siesel estimador minimo cuadratico ordinario ﬂe cual-
quier otro estimadop3, dejd gue sea lineal e insesgado tiene matriz de cova-
rianzas con elementos diagonales no menores que Ié}%de

DEMOSTRACION:
Tomando valor medio en (2.2):
Elf] = B(X'X)7'X'7]
= Bl(X'X)7'X'(XF +¢)
= F+E[(X'X)'X'E]
= A.
Iq?goB es insesgado. Por consiguiente, la matriz de covariaﬁ%axendré por expre-
sion:

S, = B(B-8)B- ﬁ)’ (2.13)
= E[(X'X)'X'(XF+e)-Fl(X'X)' X (XF +¢) - F](2.14)
= B[X'X)"'Xe|X'X)XeY (2.15)
= E[(X'X)” 1X'**X(XX) N (2.16)
= (X'X)"'X'o’IX(X'X)"! (2.17)
= SA(X'X). (2.18)

Para demostrar 3), dado que restringimos nuestra ateneiétnaadores lineales, po-
demos escribip, = CY , siendoC' una matriz de orden adecuado. Siempre podremos
expresar asi:

C=(X'X)"'X"+D. (2.19)

Puesto que nos limitamos a considerar estimadores insesdedde verificarséZ3, =
ECY =3,y portanto:E[(X'X)"' X'+ D]Y = j3.De aqui se deduce:

E[(X'X)'X'"(XB +&)+D(X[F+¢)] = 3, (2.20)
3+Dx3 = 7, (2.21)
dado queEe = 0. Como (2.21) se ha de verificar sea cual fuérda insesgadez de,
implicaDX = 0. R
La matriz de covarianzas dg es:
S5 = E[(B.-8)B.—-5). (2.22)
Pero:
(B =F) = (X'X)'X'+D)Y —j (2.23)
= [(X'X)'X' +D|(XF +¢€)-f (2.24)
= [(X'X)"'X’ + Dle. (2.25)

donde (2.25) se ha obtenido haciendo usa/d€ = 0. Llevando (2.25) a (2.22),
obtenemos:

Y, = B{{(X'X)"'X'+ Dlee’[(X'X)' X'+ D] } (2.26)

B.
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que, de nuevo haciendo uso de qu& = 0, se transforma en:

S5 = (X'X)'X'GPIX(X'X) '+ 6’ DID! (2.27)
= FAX'X)"'+o*DD’ (2.28)
= X;+0°DD". (2.29)

La matrizD D’ tiene necesariamente elementos no negativos en la diggamzt
pal (sumas de cuadrados), lo que concluye la demostraci8hp Be forma completa-
mente similar se puede demostrar una version ligeramergeyereral: la estimacién
lineal insesgada con varianza minima de cualquier fornml'm’ﬁ esé’f3, siendod
el vector de estimadores minimo cuadraticos.

2.3. Estimacion de la varianza de la perturbacion.

Una estimacion de la varianza de la perturbacion —y, coreigemente, de la
varianza de Y— puede obtenerse a partir de la suma de cuadiadas residuos. Sea,

SSE=|é|P=é'e= (Y —XB)(Y — Xp). (2.30)
Como
X3=PY =X(X'X)"'X'Y, (2.31)
tenemos que
Y -X3) = (I-PY (2.32)
= (I-P)(XF+¢) (2.33)
= (I-P), (2.34)

y por tanto
SSE=Y'(I-PY(I-P)Y =¢'(I-P)'(I-P)¢.

En virtud de la simetria e idempotenciade— P),

SSE — &'(I-P) (2.35)
= trazac’(I — P)¢ (2.36)
= traza (I — P)ee’. (2.37)

Tomando valor medio en (2.37) tenemos:
E(SSE) = traza(I — P)(0?I) = 0*(N — p) (2.38)
El dltimo paso ha hecho uso de la propiedad
traza(I — P) =rango(l — P) =N —p
(Teorema 2.1, pag. 16). De (2.38) se deducexfue % es un estimador insesgado
deco?.

Observacion 2.1 En lo que sigueSS E denotara tanto la variable aleatoria
definida mas arriba como su valor en una experimentaciorre@contra la con-
vencion habitual con otras variables en que se emplean milagspara denotar
sus valores en una experimentacion. El contexto aclara@gssstamos refiriendo
a una variable aleatoria o a un valor experimental de la misma
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Figura 2.1:X 3 es la proyeccién dg sobreM. R? = cos® a

<y

M™>

<Y

2.4. El coeficienteR?

Hay una relacién interesante en§8'E y otras dos sumas de cuadrados que defi-
nimos a continuacién. Sgeel vectorN x 1 siguiente:

<y
I
SRS RS

()
en quey denota la media aritmética de las observacionag.édefinamos:

L =2
SST = |g-7l

~ - 2
SSR = | XB-7

Se verifica entonces el Teorema a continuacion.

Teorema 2.3 Si7 pertenece al subespacid generado por las columnas de la matriz
X —lo que acontece, por ejemplo, siempre que dicha matrie tigra columna de
“unos’—, se verifica:

SST = SSR+ SSE (2.39)
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DEMOSTRACION:

L =2
SST = g -7l (2.40)
N ~ n =2
= |y-XB+XB8-7| (2.41)
. o2 s o2 . AA o
= y-XBII +I1X8-7 +2 <y -XB.XG-7> (242)
Perosij € M, (X3 —7) e M,ycomo quieraqué= (j — Xj3) L M, el Gltimo
producto interno es nulo. Por consiguiente (2.42) se red(2e39).
Definimosk? = SSR/SST; se denomina & coeficiente de correlacién maltiple

Claramente) < R? < 1, siempre queX contenga una columna constante, ya que de
(2.39) se obtiene:

SST  SSR N SSE
SST ~ SST ' SST’

luegol = R? + % y como ambos sumandos son no negativos (son cocientes de
sumas de cuadradodj? necesariamente ha de tomar valores ehird.

La igualdad (2.39) es facil de visualizar con ayuda de ldriicgdn esquematica en
la Fig. 2.1; es una generalizacidfrdimensional del teorema de Pitagoras. Obsérvese
que siy no perteneciera &/, que hemos representado como el plano horizontal, ya no

podria asegurarse qag (XB —7) son ortogonales.

Observacion 2.2 En la Figura 2.1 puede visualizar& como el coseno al
cuadrado del &ngulo que forman los vectdigs- 7) y (X3 — 7). Un valor “pe-
quefio” deR? significa que este coseno es “pequefio”, y el angulo correligue
“grande”; es decir, qug’ esta muy elevado sobre el plaid. Por el contrario,
R? grande implica que el angulo referido es pequefio, yifj@sta proximo a su
proyeccién en/.

Observacion 2.3 Siregresamog solamente sobre una columna de “unos”,
obtenemos un tnico coeficiente de regresion estimaggue resulta ser igual a
7y (compruébese)SST puede interpretarse como la suma de cuadrados de los
residuos de este modelo minimo.

Si regresamog’ sobre varios regresorescluyendo la columna de “unos”
obtenemos una suma de cuadrados de los residuos igiabaque nunca puede
ser superior &S7T. En efecto: al afiadir regresores el ajuste no puede empeorar
(¢por qué?). El coeficientB? puede verse como una medida de la mejora en el
ajuste atribuible a los regresores distintos de la colunenaidos”. En efecto, el
numerador d&k? esSST—SSE, diferencia de suma de cuadrados entre el modelo
ampliado y el minimo. El denominadétST meramente normaliza el numerador
anterior para que tome valores entre 0 y 1.

Un valor “grande” deR? podemos interpretarlo como una mejora sustancial
del modelo minimo al incluir regresores distintos de la ooia de “unos”. Obsér-
vese que para que esta interpretacion sea valida, uno deotbedas (el minimo)
ha de estar anidado en el otro, es decir, sus regresores Isan de subconjunto
de los del otro.

Observacion 2.4 Si ajustamos un modelo sin columna de “unos” podemos
encontrarnos con quB? definido como en el Teorema 2.3 puede ser menor que
cero. Es facil de entender: puede que los regresores emsagacien cuenta de
la variabilidad dey, y SSE sea por tanto grande. Si acontece gugene poca
variabilidad en torno a su medi&d ST sera en cambio pequefio ST — SSE
puede facilmente ser negativo.
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Observacion 2.5 Cuando no hay columna de “unos” algunos programas de
ordenador automaticamente sustituys$iI" por

112
171l

(suma de cuadrados de las desviaciarepecto del origeen lugar de respecto a
la media). Ello da lugar a una definicion alternativaitfeque evita que pueda ser
negativa.

2.5. Algunos lemas sobre proyecciones.

Los siguientes resultados, de muy sencilla prueba en lamzage los casos, resul-
tan Gtiles en demostraciones posteriores.

Lema 2.1 SeaH un espacio de Hilbert, $/ un subespacio. Todp € H tiene expre-
sién Gnicaen laformag = i+ @, coni € Myv € M+,

DEMOSTRACION:
Es una consecuencia inmediata de la unicidad de la proyetédrema 1.1, pag.
8).

Lema 2.2 Prefijadas las bases eH y M C H, la aplicacién lineal que proyecta
sobreM tiene por asociada una Unica matriz,.

DEMOSTRACION:

Es una especializacion del resultado segun el cual, pra§ijies bases en ambos
espacios, la matriz que representa una aplicacion lineahdeen otro es Unica. La
proyeccién es una aplicacion lineal (véase solucion aciger1.15).

Lema 2.3 La matriz de proyeccién sobi® puede ser expresada asi:
Py =TT,
siendoT” una matriz cuyas columnas forman una base ortonormallde H.

DEMOSTRACION:

SeaN la dimension d&f y p la dimension déVl. Seavy, .. ., ¥, una base dé/
formada por vectores ortonormales]’yfa matrizN x p siguiente:

T=(0 | & | ... | @)

Siempre podemos complet@r,, . . ., 7, } con N —p vectores adicionalei, 11, ..., Uy}
hasta obtener una base He(véase por €j. Grafe (1985), pag. 79). AdemasNos p
vectores adicionales pueden tomarse ortogonales entra fds/deT’, y normaliza-
dos (por ejemplo, utilizando el procedimiento de ortog@aaion de Gram-Schmidt;
véase Grafe (1985), pag. 93). Entonces, para cualgueerid tendremos:

p N
J=>cti + Y b, (2.43)
i=1 j=p+1
N——— ——
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siendoc; (i = 1,...,N) las coordenadas dgen la base escogida. Premultiplicando
ambos lados de (2.43) p6y’ (i =1,...,p), obtenemos:

N N
171' /g = 171 /Z Cjﬁj = ch(ﬁi /17j) = C4, (244)
Jj=1 Jj=1

en virtud de la ortonormalidad de los vectofes}. Entoncesii = Py puede escri-
birse asi:

u'y
i
R B | %'y
= (| % B |
o
!
— — — 172/ —
= (0 | | B) | . |7
Up !
= TT'y

Lema 2.4 La matrizPy; es simétrica idempotente.

DEMOSTRACION:

La matriz Py, es Unica (Lema 2.2) y puede expresarse siempre dOfiqLema
2.3). Entonces:

P, = (TT") =TT =Py
PyPy = TT'TT =T(T'T)T' =TT' = Py.

Lema 2.5 Denotamos poRR(C') el subespacio generado por las columnagitsien-
do C una matriz cualquieraP,,; denota la matriz de proyeccion sobre un cierto sub-
espacioM . Entonces:

R(Py) = M.
DEMOSTRACION:
ClaramenteR(Py;) C M. Por otra parte, para todoe M,
Py =% = M C R(Py).

Lema 2.6 Si Py, es la matriz asociada al operador de proyeccion salfe(I — Pyy)
es simétrica, idempotente, y esta asociada al operadoralgeecion sobré/ .
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DEMOSTRACION:

Es consecuencia inmediata de los Lemas 2.1y 2.4.

Lema 2.7 Toda matriz simétrica idempotent&representa una proyeccion ortogonal
sobre el subespacio generado por las columnagde

DEMOSTRACION:

Consideremos la identidagl = Py + (I — P)y. Claramente(I — P)y 1 Py
y ademaq! — P)y = y§ — Py es ortogonal &y . Por tanto,Py es proyeccion de
7 sobre un cierto subespacio, que, de acuerdo con el LemasZbgenerado por las
columnas deP.

Definicion 2.1 SeaD una matriz cualquiera, de ordem x n. Decimos queD~ es
una pseudo-inversa (o inversa generalizada)ysi:

DDD=D (2.45)

En general,D~ asi definida no es Unica. En el caso particular de Buse=a una
matriz cuadrada de rango complefd; = D~ 1.

Lema 2.8 SeaD una matrizm x n cualquiera. Se& una matrizm x 1y Z un vector
de variables. Si el sistema:

DzZ=7¢ (2.46)
es compatible, una solucion viene dada pee D¢, siendoD~ una pseudo-inversa.

DEMOSTRACION:

De (2.45) deducimos:
DD~ Dz =¢ (2.47)
y sustituyendo (2.46) en (2.47):

DD ¢ =
D(D~&) =

(2.48)
(2.49)

oL o

lo que muestra qu® ¢ es solucién de (2.46).
En realidad, es posible probar un resultado algo mas fuésttasolucion de (2.46)
puede expresarse coniy ¢ para alguna eleccion de—.

Lema 2.9 SiM = R(X), entonced; = X (X'X)~ X',

DEMOSTRACION:

Seaj un vector cualquiera. Su proyeccion so¥€eX ) ha de ser de la forma 3,
y verificar las ecuaciones normales (2.1) en la pag. 15:

X'Xp=X'y (2.50)

1Cf. Searle (1971), Teorema 8, pag. 26.
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IdentificandoD = X'X, Z = §3, y ¢ = X'7, el lema anterior garantiza que
(X’X)~ X'y sera una posible solucién pasa(no necesariamente (nica, ya que hay
multiples(X’X )~ en general); no obstant&,(X’X )~ X'y es lalnicaproyeccion de
i sobreM,y X(X'X)~ X' es launicamatriz de proyeccion. La unicidad de la pro-
yeccion se demostr6 en el Teorema 1.1, pag. 8. La unicidardetriz de proyeccion,
fue objeto del Lema 2.2.

Como se ha indicado, hay en general mdltiples inversas girsdasD —, cada
una de las cuales da lugar a una diferente soldcifel sistema (2.48)—(2.49).

CUESTIONES, COMPLEMENTOS Y COSAS PARA HACER

2.1 ¢Que efecto tienen sobre los estimadqﬁ‘mmbios en la escala de los
regresores eX ?. Demuéstrese.

2.2 Haciendo uso del mismo argumento empleado (en (2.38), paga2a
mostrar queSSE/(N — p) es un estimador insesgado @& compruébese que,
dada una muestra aleatoria simflg . . . , Z,, el estimador de la varianza

R 2
:—E Zi—Z
Oz n¢:1( )

no es insesgado.

2.3 Extiéndase el teorema de Gaugs-Markov, para probar la afitmbe-
cha al final de la Seccién 2.3 (pag. 20)&48 es cualquier forma lineal, en el caso
de rango completo el estimador insesgado de varianza mie@z3 esc’f3.

2.4 La Definicién 2.1 no individualiza una Unica inversa gerieaala, salvo
cuandoD es cuadrada de rango completo. Las siguientes condiciengsimera
de las cuales coincide con (2.45), proporcionan una Unifiaicién de inversa
generalizada (la inversa de Moore-Penrose):

DD~ D = D; D DD =D~ D™Dy DD™ simétricas.

A la Gnica matrizD~ asi especificada se la denomina inversa de Moore-Penrose.
Sobre inversas generalizadas e inversas de Moore-Penrede ponsultarse Sear-
le (1971) y Radhakrishna Rao and Kumar Mitra (1971)

2.5 (1 1.14) Resuélvase el problema 1.14, pag. 13, haciendo usgussion
lineal. (Ayuda: basta normalizar el primer vector y regresaegundo sobre él. El
vector de residuos de esta regresion es ortogonal al primero

2.6 (1 2.5) Escribase una funciéon en R que resuelva el problemae2us d
modo completamente general: debe admitir como Unico angtamma matrix de
rango completo cuyas columnas contengan los vectores maoomalizar, y de-
volver una matrix de las mismas dimensiones cuyas colunees Iss vectores
ortonormalizados.

2.7 ¢Cuando incluir y cuando no una columna de “unos”? En gersieah-
pre convendra hacerlo. Las Unicas situaciones en que nocsev&niente son
aquéllas en que la columna de unos crearia una dependeresd dixacta entre
las columnas de la matriX .

2Una forma de calcular una posibi2— puede verse en Seber (1977), pag. 76 y en el Apéndice A.1; una
monografia sobre el tema es Ben-Israel and Greville (1974).
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El no incluir columna de “unos” fuerza a la recta (o hiperplade regresion
a pasar por el origen. Salvo que haya buenos motivos paranellquerremos
forzar tal cosa en nuestra regresion, especialmente si saoeale en multitud de
ocasiones el origen es arbitrario.

2.8 (1 2.1)(1 2.7) Pensemos en la siguiente situacioén: un investigador es
ta interesado en dilucidar si la temperatura de un fluiar(edida en unidades
adecuadas) esta influida por la temperatufa, (medida en grados centigrados).
Cuenta con las siguientes observaciones:

5,8 -10
4,7 —6,2
7=149 X =|-25
3,8 3,0
2,1 4,6

Imaginemos que ajusta una regresion a dichos datos. Ldsadssipueden verse
en el siguiente fragmento en R:

--- Obtenido mediante R BATCH demo2a.R
y <- c(5.8, 4.7, 4.9, 3.8, 2.1)

\

> X <- ¢(-10, -6.2, -2.5, 3.0, 4.6)
> ajuste <- Isfit(X,y,intercept=FALSE)
> ajuste$coefficients

X
-0.447984

>

El coeficiente que afecta a la Unica variable es negativo 447984), que
estariamos tentados de interpretar asi: por cada gradamenta la temperatura,
disminuye en 0.447984 la velocidad de sedimentacion. (igegbor ver si la
estimacion del coeficiente de regresion es de fiar, cuestiérajordaremos mas
adelante.)

Supongamos ahora que otro investigador repite el mismdsangdero en lu-
gar de expresar las temperaturas en grados centigr@jids iface en grados Fah-

5

renheit (F) cuya relacion con los centigrados viene dadaCper 3 (F — 32)
(=F= %C’ + 32). Los célculos, siempre haciendo una regresion pasandel por

origen, serian ahora:

--- Obtenido mediante R BATCH demo2b.R

>y <- ¢(5.8, 4.7, 4.9, 3.8, 2.1)
> X <- ¢(-10, -6.2, -2.5, 3.0, 4.6) # en centigrados
> X <- (9/5) *X + 32 # en Fahrenheit
> ajuste <- Isfit(X,y,intercept=FALSE)
> ajuste$coefficients
X
0.1226477

iAhora el coeficiente afectando a la variable temperatunaosigivo, dando
la impresion de una asociaciddirecta entre temperatura y velocidad de sedi-
mentacién! Claramente, tenemos motivo para preocupailiniesgamos a con-
clusiones diferentes dependiendo de nuestra eleccionsdadiemas de medida
—enteramente convencionales ambos—. El problema desapsriacluimos una
columna de unos en ambos analisis, para dar cuenta de losniée origenes.
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--- Obtenido mediante R BATCH demo2c.R
y <- c(5.8, 4.7, 4.9, 3.8, 2.1)

\

> X <- c¢(-10, -6.2, -2.5, 3.0, 4.6) # en grados centigrados
> ajuste <- Isfit(X,y) # ajuste con columna de "unos".
> ajuste$coefficients

Intercept X

3.8011850 -0.2066734
> X <- (9/5) *X + 32 # en Fahrenheit

> ajuste <- Isfit(X,y)
> ajuste$coefficients

Intercept X
7.4753790 -0.1148186
> ajuste$coefficients[2] * (9/5) # el coeficiente de X coincide
X
-0.2066734
> # tras corregir el efecto de la escala

Los coeficientes de X no son ahora iguales (porque los gragluefheit son
mas “pequefios”), pero si relacionados por un factor de &scdarian lugar a la
misma conclusién de asociacién inversa entre ambas mégsitua inversion del
signo del coeficiente se explica comparando en la Figurag.guntos muestrales
(en escalas comparables) y las respectivas rectas deiéegrbgchas rectas de
regresion y las graficas se han generado mediante

--- Obtenido mediante R BATCH demo2d.R

#

# Parametros controlando la generacién de graficos

#

postscript(file="demo2d.eps",horizontal=FALSE,
width=5,height=10)

par(mfcol=c(2,1))

#

y <- c¢(5.8, 4.7, 4.9, 3.8, 2.1)

C <- c(-10, -6.2, -2.5, 3.0, 4.6) # en grados centigrados

ajuste <- Isfit(C,y,intercept=FALSE) # sin columna de "un 0s".

plot(C,y,ylim=c(-0.5,6),xlim=c(-25,5),
main="Ajuste en grados centigrados")

abline(a=0,b=ajuste$coefficients)

text(x=0,y=0,labels="(0,0)")

#
F <- (95) =*=C + 32 # en Fahrenheit
ajuste <- Isfit(F,y,intercept=FALSE) # sin columna de "un os".

plot(F,y,ylim=c(-0.5,6),xlim=c(-13,41),
main="Ajuste en grados Fahrenheit")

text(x=0,y=0,labels="(0,0)")

abline(a=0,b=ajuste$coefficients)

VV+VVVVVYV+VVVVVYV+VYVYVYV

Puede verse que el forzar a ambas a pasar por el origen las @bliener
pendiente de signo opuesto para aproximar la nube de puntos.
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Figura 2.2: En un ajuste sin término constante, la pendidgapende de la eleccion
arbitraria del origen

Ajuste en grados centigrados

-25 -20 -15 -10 -5 0 5
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Capitulo 3

ldentificacion. Estimacion
condicionada.

3.1. Modelos con matriz de disefio de rango deficiente.

Entre los supuestos habituales (Seccién 1.3, apartadog &staba el de que el
rango de la matriz de disef#® coincide con el nimero de sus columnasCuando
ésto no ocurre, sigue habiendo una Unica proyeccighstebreM = R(X), tal como
ha quedado demostrado. Ocurre sin embargo (Lema 2&5 guéxX 'X)~ X'y noes
Unico.

La Figura 3.1 resulta iluminante a este respecto; el planadmtal representas,

y en él yacen los vectores, . . ., Xp—1 que lo generan. La proyeccidig es Gnica.
Si X, ..., )?p,l son linealmente independientes, forman base del espagigegu
neran, y los coeficientes, . .., 5,—1 que permiten expresdt,y como combinacion

lineal de dichos vectores son unicos.

Si, como acontece en el caso de rango deficiente de la matrips vectores
Xo, ... ,)?p,l no son linealmente independientes, hay infinidad de marurasx-
presarP);¢ como combinacion lineal de ellos. No hay por tanto una Urstianacion
minimo cuadratica del vectgf. Se dice que haynulticolinealidad exactantre las
columnas de la matriz de diseiid

Incluso aunque el vectgf no sea estimable por no estaunivocamente determi-
nado, puede haber algunos parametros o combinacionelesrdmparametros que si
puedan estimarse.

Definicién 3.1 Decimos que una funcién lineal de los parame#ids es estimable si
existe un vectof de constantes tal que:

Ec'Y)=a'g

31
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Figura 3.1: Regresidn en el caso de maffixde rango deficiente.

)

N
X §

X
Xo

Es muy facil caracterizar las funciones estimables, comteme manifiesto el
siguiente teorema.

Teorema 3.1 La funcién lineald '§ es estimable si € R(X ).

DEMOSTRACION:

i'l = E[E'Y|=E[c'(XF+¢e)=¢'Xj3 (3.1)

Como (3.1) ha de verificarse para cualesquiera valoreé,dm de existir¢ tal que:
¢'X =a’, loque demuestra quec R(X").

El teorema anterior incluye como caso particular el de patéos aislados3;. En
efecto, podemos vet; como la funcion lineat” ’i+1ﬁ, en ques’; es un vector de ceros
conunl en posicién—ésima. Entoncesg; es estimable si; € R(X '). Latotalidad de
los parametros seran estimable$di, . .., €,} (qQue son linealmente independientes)
estan en?(X '). Esto requiere que la dimension 8€X ') seap, es decir, queX sea
de rango completo.

Una Ultima cuestion resulta de interés. Hemos visto quedstimabilidad de los
parametros es consecuencia de la indeterminacién dehsiste ecuaciones normales:

(X'X)3=X'"y

Si contamos con informacién adicional sohﬁa]ue podamos imponer sobre el vec-
tor de estimadores, podemos afadir al anterior sistema ecuaciones adiceonake
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reduzcan o resuelvan la indeterminacion. Por ejemplo, mésamos que45 = ¢,
podriamos formar el sistema:

(X'X)3 = X'y (3.2)
AB = (3.3)

oL

y, dependiendo del rango d€’'X y A, obtener estimaciones Unicas de Se dice
entonces que las relacionds = & sonrestricciones de identificacion

Las restricciones de identificacion persiguen la estinddill afiadiendo informa-
cién extramuestral a un problema en que la informacién maless insuficiente. De
naturaleza completamente diferente es el problema deagstimcondicionada que se
estudia a continuacion.

3.2. Estimacion condicionada.

En ocasiones deseamos imponer a las estimaciones de Ianemmséﬁ ciertas
condiciones, ya para hacer el modelo interpretable (ppegjel caso del Analisis
de Varianza, al que nos referiremos mas adelante), ya pasjue imponen criterios
extra-estadisticos. Puede que el conjunto de restriceigue impongamos sea tal que,
junto con las ecuaciones normales, determine un Gnico veetestimadores, en un
problema que previamente admitia multiples solucionedi¢sede tales restricciones
gue son identificadoras). En tal caso, todo se reduce a ezsglgistema (3.3). Las
restricciones se han limitado a remover la indeterminapiésente en las ecuaciones
normales.

En otras ocasiones, partimos de un modelo ya identificable ¢olucion Unica
para las ecuaciones normales), pero no obstante deseapmwteinuna restriccion que
viene dictada al margen de los datos, como ilustra el ejemptmtinuacion.

Ejemplo 3.1 Si quisiéramos estimar los pardmetros de una funcién de pro-
duccién Cobb-Douglas) = aL‘ K7, podriamos desear que las estimaciones de
los parametrog y ~ verificaran la condiciéd + 4 = 1 (rendimientos constantes
a escala). Con tres 0 méas observaciones es perfectameiftie gssimar, £y ;
la restriccion es innecesaria desde el punto de vista deifaadslidad de los pa-
rametros. No obstante, puede formar parte de la especificacie deseamos: no
qgueremos ajustar cualquier funcién de produccion Cobbgsia nuestros datos,
sino una con rendimientos constantes a la escala.

De un modo general, nos planteamos el problema siguiente:
~ 2 ~
min| § — X0 | condicionadoa: AfB=¢ (3.4)

Esté claro que no podemos esperar obtener la solucion dgrebtema resolviendo un
sistema como (3.3), que en general sera incompatible. Reeaios el problema por
el procedimiento que conocemos, proyectagicsbbre un subespacio adecuado; para
ello habremos de transformar el problema en otro equivaleae nos permita utilizar

la técnica de la proyeccidn. Previamente precisamos atg@saltados instrumentales.

Lema 3.1 Si K (C) designa el nucleo de la aplicacion lineal representada pomia-
triz C, se tiene:
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DEMOSTRACION:

TeK()«=Ci=0+<=7'C'=0" <= & L R(C")
Lema3.2Sih C M C H,y P,, Py son las matrices de proyeccion sobre los
subespacios respectivos, se verifi€a; P, = P, Py = P,
DEMOSTRACION:

Para cualquie? € H,

PhﬁEth = PMPh’J:Ph’J
= PyP,=PF,

La simetria dePy; y P, (Lema 2.4) implica entonces qué, = P, = P/ Py, =
PPy

Lema 3.3 Sih C M C H, se tiene:
Py — Py = Pyape
DEMOSTRACION:
Partimos de la identidad,

Py = P+ (P]\,{ﬁ— Phﬁ)
enla queP,v € h C M mientras qué Py, v — P,v) € M. Por otra parte,

< Phﬁ, (P]\,[ﬁ— Phﬁ) > = U/Ph(PI\,{ﬁ— Phﬁ)
"(Pp Py — Py)v

0l
= 0

3

la dltima igualdad en virtud del Lema 3.2. Por consiguieqi&,; — P,), que es si-
meétrica idempotente, proyecta sobre un subespacio orabgdne incluido enM; lo
denotaremos medianfd N ht.

Lema 3.4 SeaB una matriz cualquiera, ¥ (B) el ndcleo de la aplicacion lineal que
representa. Sed/ un subespacio dé/ y h = M N K(B). EntoncesM N ht =
R(PyB").

@ Demostracién. En primer lugarpM Nh* puede expresarse de otro modo
gue hara mas simple la demostracién. En efecto,
Mnht =MnNR(B'):; (3.5)

véase el Ejercicio 3.2 al final de este Capitulo.

Probaremos ahora que ambos subespacios consideradosremehdo son
el mismo, utilizando la expresion (3.5), y mostrando la raungclusion.

i) M Nh*t C R(PyB’). En efecto,

feMnh* e MNR(B'

Ji: F=B'd
PMf = PMB /5
F=PuB'd

re R(PMB ,)

~—

Frrel
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i) M Nnh* D R(PyB'). Esinmediato, ya que,
re R(PMB,) == Tec R(PM) —TreM

Sea ahor& € h. Entonces, comb = M NK(B),Z€ My Z e K(B). Por
tanto:

JER JEry N =/ — ==
< %,Z7 > = x&'Z=a BPyzZ=a BzZ=0

Por tantoZ € M y ademast L h, luegoZ € M Nh', lo que pruebaii) y finaliza
la demostracion del lema.

Regresemos ahora al problema (3.4) que teniamos planteadeendra reparame-
trizar el problema mediante la transformacion

=2 =

- X5 (3.6)
_q, (3.7)

F TR

siendod una solucién cualquiera das = ¢ (de no existir tal solucién, no tendria

sentido el problema; estariamos imponiendo condiciones pdrametros imposibles

de satisfacer). SupondremdSy A de rango completo, pero es facil generalizar el
tratamiento reemplazando las inversas por inversas demael@s. Se tiene entonces

que:

Y = Xf4+é=Y - X0 =XF-Xb+é=Y=X7+¢
A = = A(F +b8)=¢= A7 =¢—- A5 = A7 =0
y el problema original (3.4) puede ahora reescribirse asi:
min || § — X4 ||° condicionadoa A% = 0,
0, alternativamente,

min || § — X4 ||I° condicionadoa: A(X'X)7'X’(X4) = 0. (3.8)

La ecuacion (3.8) muestra queXF buscado no es sino la proyecciénglsobre
un cierto subespacidi = M N K(A(X'X)~1X’). Basta proyectajj sobreh para
obtenerX4 vy, si X es de rango completd, Si denotamos pof;, las estimaciones
minimo cuadraticas condicionadas o restringidas4spe= 0, tenemos que:

Xgn = Puy (3.9)
= (Pu — Pypnt)y (3.10)
= [X(X'X)7'X' = Pyrpe]y (3.11)

Pero es que, de acuerdo con el Lema 3.4,

Mnht =RX(X'X)7' X' X((X'X))7'A'| = RIX((X X))~ A']
Py B’ z

Por consiguienteP, ;. €s, de acuerdo con el Lema 2.9,

Pyione = 2(Z2'2)1 7' (3.12)
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ecuacion que, llevada a (3.11), proporciona:
X = X(X'X)7X G- X((XX0)) 7 AA(X X)) T A A X)X g

= X5 - X((X'X)TATA(X X)) AT A (3.13)
Si X es de rango total, como venimos suponiendo, de (3.13) sededu
A =4 — (X' X)TTATA((X X)) A1 Ay (3.14)

Hay algunas observaciones interesantes que hacer solgeuasiones (3.13) y
(3.14). En primer lugar, el lado izquierdo de (3.13) es ury@ccion. Ello garantiza
de manera automatica qligj — X4 ||> es minimd. Ademas, el tratamiento anterior
se generaliza de modo inmediato al caso de modelos de ranganmuleto, sin mas
gue reemplazar en los lugares procedentes matrices isyeosdas correspondientes
inversas generalizadas.

En segundo lugar, dado que los estimadores minimo cuaakdiiclinarios esti-
man insesgadamente los correspondientes parametrosidowvalor medio en (3.14)
vemos que:

Bl =7 — (X'X)TAA(X X))~ A1 Ay

lo que muestra qu#, es un estimador insesgadofisi Ay = 0. Es decir, la insesga-
dez se mantiene si los parametrealmenteverifican las condiciones impuestas sobre
los estimadores.

En tercer lugar, si definimo&i = ((X'X))*A’[A((X'X))"tA’]~1A tenemos
que: 4, = (I — G)#4. Por consiguiente,

%, = [-G)25( -G

= (-G ((X'X)"'(I -G
F(X'X) ™ = G(X'X) ™ = (X'X) TG + G((X X)) 716
= (X' X)) - G((X'X) ¢

gue muestra, dado que el segundo sumando tiene claramemtErgds no negativos en
su diagonal principal((X ' X))~! es definida no negativa), iz, tiene en la diago-
nal principal varianzas no mayores que las correspondiemie;. Podemos concluir,
pues, quéda imposicion de restricciones lineales sobre el vector stereadores nunca
incrementa su varianzaungue eventualmente, si las restricciones impuestasmo s
verificadas por los parametros a estinparede introducir algin sesgo.

Hemos razonado en las lineas anteriores sobre el modesfdrarado. Podemos
sustituir sin embargo (3.7) en (3.14) y obtener la expresgfirivalente en términos de
los parametros originales:

B =B~ (X'X) T A'AX ' X) " AT (AB - 9) (3.15)

Retrospectivamente, podemos ver que el cambio de paré&metroducido tenia
por Unico objeto transformar las restricciones en homaogg e forma que definieran
un subespacio d&/ sobre el que proyectar. Las condiciones originales no defini
de modo inmediato dicho subespacio; al transformarlassgua aparecen en (3.8)
hemos visto queX4 debe estar en el nacleo de una cierta aplicacién lineal —que
automaticamente define un espacio vectorial sobre el qyeqar—.

1Si hubiéramos llegado al mismo resultado minimizando umaasde cuadrados por el procedimiento
habitual (derivando un lagrangiano) tendriamos aln quéraragie el punto estacionario encontrado es un
minimo y no un maximo.
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R: Ejemplo 3.1 (estimacién condicionada)

No hay en S-Bus ni en R una funcion de propésito general para realizar
estimacion condicionada. La extensibilidad del lenguajeetsin embargo extraor-
dinariamente facil el definirla. El fragmento a continuacidistra el modo de ha-
cerlo y como utilizarla. No se ha buscado la eficiencia nialeg sino la corres-
pondencia mas directa con la teoria expuesta mas arriba.

--- Obtenido mediante R BATCH demo3.R

> #
> # Definimos una funcién para uso posterior
> #
> |Iscond <- function(X,y,A,d,betaO=TRUE) {
+
+ ajuste <- Isfit(X,y,intercept=beta0)
+ betas <- ajuste$coefficients
+  xxinv  <- solve(t(X) % *% X)
+  axxa <- solve(A % *% xxinv %=*% t(A))
+ betas.h <- betas - xxinv % *% t(A) %*% axxa % % (A % % betas - d)
+ betas.h <- as.vector(betas.h)
+ names(betas.h) <- names(ajuste$coefficients)
+ return(list(betas=betas,betas.h=betas.h,ajuste.inc =ajuste))
+}
> #
> # Generamos los datos y realizamos la estimacion
> # aplicando la teoria de modo mas directo.
> #
> X <- matrix(c(1,1,1,1,1,1,1,4,12,1 4,
+ 13,0,6,7,0,2,2),6,3) # matriz de disefio
> X
(1] [2] [3]
[1,] 1 1 0
[2] 1 4 6
[3.] 1 12 7
4, 1 1 0
[5.] 1 4 2
[6,] 1 13 2
> beta <- ¢(2,3,4) # parametros
>y <- X %*% beta + rnorm(6) # variable respuesta
> #
> # Especificamos la restriccion betal = beta2 asi:
> #
> A <- matrix(c(0,1,-1),1,3,byrow=TRUE)
>d<-0
> #
> # Estimacién condicionada
> #
> resultado <- Iscond(X,y,A=A,d=d,beta0=FALSE)
> #
> resultado$betas.h # betas.h verifican la restriccion
X1 X2 X3
1.844384 3.321415 3.321415
> resultado$betas # betas incondicionados
X1 X2 X3

1.800731 3.060488 3.874023
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CUESTIONES, COMPLEMENTOS Y COSAS PARA HACER

3.1 Sea un espacio vectoridl cualquiera, de dimension finita. Comprué-
bese quesiempreexiste una matriZ' tal que M = K(C). (Ayuda: considérese
una matriz cuyas filas fueran una base\de).

3.2 (1 3.1) Pruébese la igualdad (3.5).

3.3 Justifiquese el paso de (3.13) a (3.14).

34 g% Las restricciones que hemos discutido en la Seccién 3. 2smbess.
Los parametros las verifican de modo exacto. En ocasionessee a restriccio-
nes estocasticas, llevando a los parametros a verificalismaaproximada Es
muy facil introducirlas. Recordemos que, al hacer estigraniinimo-cuadratica,
los parametros se fijan de modo que la suma de cuadrados dssidsas sea la
minima posible. Si tenemos restriccioneg = ¢ que queremos imponer de mo-
do aproximado basta que afiadamos las filag dela matrizX y los elementos
correspondientes déal vectory para obtener:

0

y hagamos minimos cuadrados ordinarios con la muestra ashap(ias filas afia-
didas se denominan en ocasiopsgudo-observaciongd.a idea es que las filas
afiadidas funcionan como observaciones y, por tanto, eégiméento de estima-
cion tendera a hacet3 = & (para que los residuos correspondierites A3 sean
“pequefios”). Aln mas: podemos graduar la importancia qoeda las pseudo-
observaciones (y por tanto el nivel de aproximacién con gseamos imponer las
restricciones estocasticas): basta que las multipligsgruouna constante adecua-

dak para estimar
V)= (X)5+e
ke ) = \kA ‘

Obsérvese que ahora los residuos de las pseudo-obsepssierdrk(c — AB)

y si tomamosk elevado el método minimo cuadratico tendra que prestaciaten
preferente a quelB ~ ¢ se verifique con gran aproximacion (porque los cuadra-
dos de los residuos correspondientes entra§ &R afectados de un coeficiente
k?). Cuandok — oo nos acercamos al efecto de restricciones exactas.

35(1 3.4)@Un caso particular de interés se presenta cuando en el pro-
blema anterior se tomd = Iy ¢ = 0. Se dice entonces que estamos ante el
estimadorridge de pardmetrd. En 8.2 abordamos su estudio y justificacion con
detalle.



Capitulo 4

Regresion con perturbaciones
normales.

4.1. Introduccion.

Si alos supuestos habituales (Seccién 1.3, pag. 6) afiabédesque” ~ N (0, 021),
todos los resultados anteriores se mantienen; obtendmeonasstante muchos adicio-
nales, relativos a la distribucién de diferentes estamistiPodremos también efectuar
contrastes de hip6tesis diversas. Buena parte de estitadesuson consecuencia casi
inmediata de alguno de los siguientes lemas.

Lema4.1Sid ~ N(G, o%I) y A es una matriz simétrica idempotente de ordey
rangor, entoncesZ 4L ~ 2,

DEMOSTRACION:

SeaD la matriz diagonalizadora dé. SiendoA simétrica,D es una matriz orto-
gonal cuyas columnas son vectores propioggeerificandoseD’ AD = A, en queA
€s una matriz en cuya diagonal principal aparecen los \&fmapios ded. Como A
es idempotente\ es de la forma

r (n—r)
I 0
o)
en quel es una matriz unidad de rangpy los bloques de ceros que la circundan son
de 6rdenes adecuados para completar una matriz cuadradiete. o< n.

1El simbolo~ denotar4 en lo sucesivo que el lado izquierdo es una varidddeoria con la distribucion
que especifica el lado derecho.

39
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Si hacemos el cambio de variaile- D'é (= @ = D#v), el nuevo vectof sigue
también una distribuciénv (0, o21). Entonces,

(4.1)

2

@'Ai  v'D'ADT ¥ (I 0 g_iﬁ
2 0 0/)os o2’

g g g

Pero el lado derecho de (4.1) es una suma de cuadradosat@bles aleatorias
N(0, 1) independientes, y por tanto sigue una distribugigh

Lema 4.2 SeaB una matriz simétrica. x n y P una matriz simétrica idempotente del
mismo orden y range. Seaw un vector aleatoriom-variante,u ~ N(ﬁ, o2I), y su-
pongamos que se verifidaP = 0. Entoncesi ' B y i ' Pii son variables aleatorias
independientes.

DEMOSTRACION:

SeaD la matriz diagonalizadora d@. Al igual que antes, definamas= D', (lo
que implicaii = D%). Tenemos que:

BP=0 = DBDD'PD=0 (4.2)
(4.3)
r (n—r)
/ I 0 _
= D'BD (0 0 )- (4.4)
(4.5)
= D’'BD tiene sus r primeras columnas nulas (4.6)
Por tanto:
r (n—r)

/ o T O L12 o

DBD_(n—r)<O Ly >_O 4.7)

Como, ademad)’ BD es simétrical.1> ha de ser también un bloque de ceros, y:

r (n—r)
ii'Bii=5'D'BDv =7 <8 ng >17 (4.8)
Por otra parte:
r (n—r)
i'Pi=¢'D'PDi=7" (é 8 )17 (4.9)

De (4.8) y (4.9) se deduce que ambas formas cuadraticasleoadas dependen
de distintas componentes del vecioy son por tanto independientes.

Lema 4.3 SeaM una matriz simétrica idempotente de rangg dimensiones x n.
SeaA una matriz que verificalM = 0,y i ~ N(0,02I). Entoncesdw y i 'Mi
son variables aleatorias independientes.

2E| reciproco es también cierto; véase en Searle (1971)eff@o2, pag. 57 una version mas potente de
este teorema.
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DEMOSTRACION:

SeaD la matriz que diagonaliz&/. Al igual que antes, definamaos= D'd (=
@ = D¥). ComoAM = 0,y D' M D es una matriz diagonal cerunos y(n —r) ceros
en la diagonal principal, se verifica que

r (n—r)
AM = ADD'MD =0= AD= (0 | Ly ), (4.10)

es decir,AD tiene sus primerascolumnas de ceros. Por consiguiente,

r (n—r)
Al = ADvV = (O | Lo )17. (4.11)
Como
r (n—r)
— / — — ! — -/ I 0 =
U Mi=v " D'MDv =17 0 0 v, (4.12)

deducimos de (4.11) y (4.12) que ambas variables aleat@oasideradas dependen
de distintas componentes dgy son consecuentemente independientes.

Podemos ahora, con ayuda de los Lemas precedentes, derabsigaiente resul-
tado:

Teorema 4.1SiY = Xﬁ +€ ,€n~ N(ﬁ, o%I),y X es de orderN x py rangop, se
verifica:

3. (N -p)s*>=8SE~oo*xy_,
4. [(yé? sonvariables aleatorias independientes.

DEMOSTRACION:

El apartado 1) es inmediato; si se verifican los supuestdtuladds, fue ya demos-
trado (Teorema 2.2, pag. 18) gdees un estimador insesgado Hecon la matriz de
covarianzas indicada. Como, adenfée,s una combinacion lineal de variables aleato-
rias normales, es también normal.

El apartado 2) es consecuenciainmediata del Lema 4.1. Parastrar el apartado
3) observemos que
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SfQE _ (Y—XB)U’Z(Y—XB) (4.13)
_ (17—X(X’X)‘lX’VC)f’ZFV—X(X'X)_IX/?) (4.14)
_ Y’[I—X();X)‘IX']? (4.15)
_ (Xﬁ+€)’[I—X()§2’X)_1X/](X5+5) (4.16)
_ €’[I—X(§;X)’1X’]€ (4.17)
_ 52\245 (4.18)
- (4.19)

donde (4.19) es consecuencia inmediata del Lema 4.1, yAfgeg simétrica idempo-
tente y de rang®v — p.
Para probar 4) basta invocar el Lema 4.3, ya que

Bo= (X'X)'X'Y, (4.20)
. SSE  Y'I-X(X'X)"'X'Y
= N, Ny . (4.21)

De la ecuacion (4.20) deducimos (sustituyeridpor X 3 +¢) quef = 5+ X (X 'X) 1 X '¢.
La misma sustitucién en (4.21) muestra que
o I -X(X'X)"'X"e
g = .
N—p

Como
(X' X)X [T-X(X'X)'X']=0.

el Lema 4.3 demuestra la independencia de las formas linesgratica anteriores y
por tanto de (4.20) y (4.21).

R: Ejemplo 4.1 (ejemplo de simulacion)

El codigo que sigue tiene por objeto ilustrar cémo examamaos empirica-
mente la concordancia entre lo que la teoria predice y lo gdermos obtener en la
practica. Lo que se hace es generar multiples muestrasialéii, obtener de ellas
multiples observaciones del estadistico de interés (ajjyiexaminar el ajuste de
la distribucion empirica de los mismos a la tedrica.

--- Obtenido mediante R BATCH demo4.R

> #

> # La idea es generar mdltiples instancias del mismo problem a
> # de regresion (con la misma X y los mismos betas) muestreand

> # en cada ocasion unas perturbaciones diferentes. Obtenem os
> # asi mdltiples estimaciones de los betas, cuya distribuci on
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> # deberia adecuarse a la que predice la teoria.
> #
> X <- matrix(c(1,1,1,1,1,1,9,4,12,1 4,
+ 13,0,6,7,0,2,2),6,3) # matriz de disefio
> X
(1] [.2] [.3]
[1.] 1 9 0
[2,] 1 4 6
[3.] 1 12 7
[4,] 1 1 0
[5.] 1 4 2
[6.] 1 13 2
> beta <- ¢(2,3,4) # parametros
Ey <- X %*% beta # E(variable respuesta)
#
# Hasta la linea anterior hay calculos que solo se requiere
# realizar una vez. Vamos ahora a generar 100 muestras artif iciales
# del vector Y y a estimar los betas para cada una de ellas. Nos
# servimos de for() { } para especificar un conjunto de
# instrucciones que ha de ser repetido muchas veces.
#
muestras <- 100
b <- matrix(0,muestras,3) # matriz para guardar resultado
for (i in 1:muestras) {
y <- Ey + rnorm(6) #y =X % +=% beta + epsilon
fit < Isfit(X,y,intercept=FALSE)
b[i,] <- fit$coefficients # guardamos los betas de la

VVVVVVVVVVVVVVVVVYV++++++VVVVVVVYVVYVYV

# i-esima iteracion en la
# i-esima fila de b

}

#

# La distribucion tedrica de los betas es Normal, con vector de
# medias (2,3,4) y matriz de covarianzas inversa(X'X) (la

# varianza de las perturbaciones generadas por rnorm() es 1 ).
#

cov.betas <- solve(t(X) % *% X)

#

# Tomemos, por ejemplo, el primer beta. Los valores estimad 0s
# en las 100 replicaciones del experimento estan en la prime ra
# columna de la matriz b. Tipificandolas,

#

betal.tipif <- (b[,1] - beta[l]) / sqrt(cov.betas[1,1])

#

# obtendremos 100 observaciones procedentes de una N(0,1)

# Para comprobar la adecuacion de lo obtenido a la teoria,

# podemos calcular los momentos...

#

mean(betal.tipif) # razonablemente cerca de 0O

[1] -0.001101161

>

var(betal.tipif) # razonablemente cerca de 1

[1] 0.8326672

>
>
>

#
# dibujar el histograma...
#



44

CAPITULO 4. REGRESION CON PERTURBACIONES NORMALES.

> hist(betal.tipif)

> #

> # o llevar a cabo algin contraste especializado:

> #

> library(ctest)

Warning message:

package ’'ctest’ has been merged into ’'stats’

> ks.test(betal.tipif,"pnorm") # Kolmogorov-Smirnov,

One-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: betal.tipif
D = 0.0727, p-value = 0.6654
alternative hypothesis: two.sided

> # 1 poblacion.
> shapiro.test(betal.tipif) # Shapiro-Wilk

Shapiro-Wilk normality test

data: betal.tipif
W = 0.9928, p-value = 0.8774

> #

> # Vemos que el ajuste a la distribucién teérica es bueno (ser
> # aln mejor si el numero de muestras tomadas fuera >> 100).
> #

> rm(betal.tipif,cov.betas,b,fit,X,beta,Ey,muestras)

Lo que antecede ilustra, reducido a sus rasgos esencibliesnado método
de Monte-Carlo. Puede parecer un ejercicio ocioso en el gasmos ocupa (ya
“sabfamos” como se distribuy® ¢ a que viene comprobarlo mediante una simula-
cién?). Sin embargo, tiene una enorme aplicacion practicagrias razones:

1. En ocasiones no conocemos la distribucion tedrica dedtlisticos de
interés para muestras finitas. Todo lo que podemos obtefreramente es
la distribucién asintética (la distribucion cuando el téfimanuestral tiende a
infinito). En este caso, la simulacion proporciona un méfmata ver si para
un cierto tamafio muestral la aproximacién asintética egtabke.

2. En otras ocasiones, ni siquiera la distribucion asicaddis obtenible anali-
ticamente. Este es el caso mas frecuente en la practica.dve rumétodo
de Monte-Carlo proporciona un método para obtener apraignes a la
distribucion de cualquier estadistico.

El uso del método de Monte-Carlo reposa en la posibilidadeteigar me-
diante un ordenador nimeros aleatorios con la distribupigndeseemos. En este
ejemplo, se ha empleadnorm para generar variables aleatorias normales. (So-
bre generadores de nimeros aleatorios puede consultante {868), Kennedy
(1980) y, en general, cualquier texto sobre computacicadéstica; R y S-Pus
ofrecen generadores de nimeros aleatorios de las distrifmsomas usuales, como
casi cualquier otro paquete estadistico.)
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4.2. Contraste de hipoétesis lineales.

El problema que nos planteamos es el siguiente: dado el oliniehl Y = Xﬁ+€
con los supuestos habituales mas normalidad, queremosycola de una muestra,
contrastar la siguiente hipétesis lineal:

h: A =¢ (rangode A =¢q < p) (4.22)

En la forma (4.22) se puede escribir cualquier hipétesealisobre los parametros. En
particular, mediante adecuada elecciénddse pueden hacer contrastes de nulidad de
uno o varios parametros, de igualdad de dos o mas de ellos, etc

Observacion 4.1 Llamamos hipétesis lineales a las que pueden expresarse
del modo (4.22); multitud de hipétesis de interés admitéexpresion, como se
verd en lo que sigue. Hay hipoétesis, sin embargo, que no puesizibirse de tal
forma. Por ejemplo, restricciones de no negatividad sa@searametros®; > 0)

o sobre el médulo d& (cosas com@? + 82 = 1).

La forma de efectuar el contraste es la habitual. Se buscatadistico que bajo
la hipotesis nula siga una distribucion conocida; si el valor obtenido en etstiteo
de dicho estadistico es “raro” de acuerdo con lo esperalaledah es cierta, recha-
zaremos la hipétesis nula. El estadistico de contraste yssibdciéon se deducen del
siguiente teorema:

Teorema 4.2 Seah: AE = ¢ una hipétesis lineal3, el vector de estimadores mini-

. .. — ~ 2 .
mo cuadraticos condicionados pary SSE, = | Y — X, || Bajo los supuestos
habituales mas el de normalidad en las perturbaciones, séoze

1. SSE,—SSE=(Af—2)[AX'X) A" (43 - @)
2. Sih: AF = Zes cierta,

(SSE), — SSE)/q

Q= "SSEI(N —p)

~ FqN-p

en queg < p es el rango ded.

DEMOSTRACION:

- ~ 2 — A2
SSEy—SSE = Y =XBu| —[|Y -XB| (4.23)
— ~ ~ ~ 2 — a2
= [|Y-XB+XB-XBul| —[Y-XB| (4.24)
— ~ 2 ~ ~ 2 — A2
= [[Y-XB[ +|XB-XB | —IY-XB|

+2< (Y = XB3),(X3—XPB) > (4.25)
= I XB-XBu |’ (4.26)
= (=B (X' X)(B~ ) (4.27)

Se ha hecho uso en el paso de (4.25) a (4.26) d€ gaertogonal a toda combi-
nacion lineal de las columnas &g lo que garantiza la nulidad del producto interno en
(4.25).
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Haciendo uso de la ecuacion (3.15), pag. 36, la expresi@iiY4e convierte en:

SSE, — SSE=
= (AB-2)[AX'X)TA TN (AB - @) (4.28)
Lo X((X'X) A AKX X) A TTA(X X)) TIX T € (4.29)

G

La igualdad del primer miembro con la expresion (4.28) faela demostracion
de 1). La expresion (4.29) en la linea siguiente (validakajo el supuesto de quese
cumple) es de utilidad, porque muestra gieF;, — SSE es una forma cuadrética en
variables normales (la9 de matrizG que facilmente comprobamos es idempotente.
Tenemos por otra parte (Teorema 4.1) que:

SSE=Y'(I - Py)Y ~o*x%_, (4.30)

Por otra parteSSE), — SSE ya se ha visto que sigue distribucigA con grados de
libertad que coincidiran con el rango de(= rango(@)).

Para demostrar qug;, en el enunciado es una variable aleatoria con distribucién
F de Snedecor, basta comprobar que numerador y denominadordependientes:
pero ésto es inmediato, ya que

(I —Pu) X (X' X)) PATAX ' X)) AT T A((X X)) P X = 0;
el Lema 4.2 garantiza por tanto la independencia.

Observacion 4.2 Hay cuestiones de interés sobre el Teorema 4.2. En pri-
mer lugar, es claro que, para un nivel de significacigria region critica estara
formada por valores mayores qu§’ y_,,. En efecto, son grandes discrepancias
entreSSE, y SSE las que cabe considerar evidencia cortr®esde otro pun-
to de vista, el apartado 1) del Teorema 4.2 muestra que elistita tiene en su
numerador una forma cuadratica que crece al sepaﬂﬁ‘skaa

Observacion 4.3 La presentacion es puramente heuristica; se ha propuesto
el estadistica), y encontrado su distribucion, indicandose, sin otro apay® q
el sentido comun, qué valores debemos considerar en lanregiéca. Podriamos
llegar a un resultado analogo si construyéramos un estadd contraste basado
en la razén generalizada de verosimilitudes:

méx; 9(5; 7, X)
méx; g(Bn; ¥, X)
siendog3;, aquellosg verificandoh: A3 = ¢ Ello proporciona una justificacion
al estadistico anteridr

Observacion 4.4 Del enunciado del teorema anterior se sigue con facilidad
gue cuandd: no es cierta (y en consecuenc4£ —Cc= J;ﬁ 0, Qn sigue una
distribuciénF de Snedecor no central, con parametro de no centrafitlad £
(véase Apéndice B.1), siendo

= [A(X X)) A2 (AB - @),

Ello permite calcular facilmente la potencia de cualquintaste frente a alter-
nativas prefijadas, si se dispone de tablas o abacosEeéSnedecor no central.
En R se dispone de la funcig@f que admite un parametro de no centralidad.
Alternativamente, puede estimarse la potencia por siritulac

3Cf. Cox and Hinkley (1974) p. 313y ss.
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R: Ejemplo 4.2 (contraste de una hipétesis lineal)
--- Obtenido mediante R BATCH demo5.R

> #
> #
> #
> #

HH

vV+VVvVvyVvyyvV+ +++++++++++VVVVYV+H+++++++++++ +V

}

#

# Generamos los datos

#

X <- matrix(c(1,1,1,1,1,1,1,4,12,1,4,

13,0,6,7,0,2,2),6,3) # matriz de disefo
X
[1] [.2] [.3]

[1.] 1 1 0
[2,] 1 4 6
[3.] 1 12 7
[4,] 1 1 0
[5.] 1 4 2
[6,] 1 13 2
> beta <- ¢(2,3,4) # parametros
>y <- X %*% beta + rnorm(6) # variable respuesta
> #
> # Especificamos la restriccion betal = beta2 asi:
> #

Esta funcion ya fue definida; se reproduce para
comodidad de referencia

Iscond <- function(X,y,A,d,betaO=TRUE) {

ajuste  <- Isfit(X,y,intercept=beta0)
betas  <- ajuste$coefficients
xxinv  <- solve(t(X) % *% X)
axxa <- solve(A % *% xxinv %=*% t(A))
betas.h <- betas -

xxinv % *% t(A) %*% axxa %% (A %% betas - d)
betas.h <- as.vector(betas.h)
names(betas.h) <- names(ajuste$coefficients)
return(list(betas=betas,betas.h=betas.h,

ajuste.inc=ajuste))

Definimos ahora otra cuyo objeto es contrastar la hipétes
la hipétesis lineal h: A beta = c.

contraste.h <- function(X,y,A,d,betaO=TRUE) {

Iscond.result <- Iscond(X,y,A,d,beta0=beta0)
betas <- Iscond.result$betas

betas.h <- Iscond.result$betas.h

SSE <- sum((y - X % *% betas)*2)

SSE.h <- sum((y - X % =*% betas.h)"2)

47

numer  <- (SSE.h - SSE)/nrow(A) # supone A rango completo

denom <- SSE/(nrow(X) - ncol(X))
Qh <- numer / denom

p.value <- 1 - pf(Qh,nrow(A), # p-value, valor en la cola.

nrow(X)-ncol(X))
return(list(Qh=Qh,p.value=p.value))
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> A< atrlx(c(O 1,-1),1,3,byrow=TRUE)

> d <

> #

> # Estimacién condicionada

> #

> result <- contraste.h(X,y,A=A,d=d,betaO=FALSE)

> #

> result$p.value # Si menor que "alfa", rechazamos
[1] 0.1035325

> # al nivel de significacion "alfa".

> rm(result,X,y,beta,A,d)

4.2.1. Contraste sobre coeficientes; aislados.

El Teorema 4.2 permite obtener como casos particularestatutie contrastes
frecuentemente utilizados. Por ejemplo, la hipétésig; = 0 puede contrastarse to-
mando¢ =0y A = (0 --- 1 --- 0), ocupando el tinico “uno” la posicion
i-ésima. En tal cas@);, puede escribirse asi:

Ai—O’ X'X -1 Ai—O
o = B VIO —0) 431

g

donde(X 'X);;! = [A((X'X))~'A'] designa el elemento en la posicibgsima de
la diagonal prlnC|paI dé( 'X))~t. Bajo la hipdtesis, (4.31) sigue una distribucion
Fi,n—p, Yy COMOG? (X 'X) L A2 tenemos que:

i

V@Qn = fz ~ A FiN—p ~EINp (4.32)

i

La regla de decision que se deduce de (4.32) es:

“Rechazanh: 3; = 0al nivel de significaciom si |Bi/&6i| > t/2(N—

D).

El estadisticcpﬁi/érﬁi | recibe el nombre destadistico b t-ratio. De forma analoga
se contrasta la hipotesis: 3; = c.

4.2.2. Contraste de significacion conjunta de la regresion.

Otra hipétesis frecuentemente de interéshes; = --- = §,_1 = 0 —es decir,
nulidad de todos los parametros, salvo el correspondidatecddumna de “unos’p—
. En este caso,

N
SSE, =) (Yi-Y)

=1

y la hipétesish puede expresarse en la formd = ¢'siendo:
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una matriz cor{p — 1) filas y p columnas, y:
=0 0 - 0

PeroSSE) en este caso particular es lo que hemos definido (Teoremaé?y321)
comoSST. Por tanto,

(SST — SSE)/(p — 1)

@ = SSE/(N —p)
_ N-» (SST — SSE)
- op—1 SSE
_ N-p y R?
- p—-17 (1-R?

siendoR el coeficiente de correlacién multiple definido en el Teor@mapag. 21. El
contraste dé: requiere solamente conocB?. Cuandoh es ciertaQ; se distribuye
como unar,_1,N—p-

R: Ejemplo 4.3 (use de la funciéh my contraste de hipétesis)

Lafunciénlsfit  proporciona esencialmente todo lo necesario, pero no en la
forma mas comoda ni directamente utilizable. En generafegremos utilizar la
funciénlm que permite especificar los modelos de regresion de formadtica,
con variables nombradas, y proporciona una salida mas eterglidsfit

El fragmento que sigue ilustra su funcionamiento sobre umjucto de datos
que utilizaremos repetidamente en lo que sigue. Entre obsas, es de interés
notar que para contrastar hipétesis de nulidad de grupoardles, todo lo que
necesitamos son las respectivas sumas de cuadrados dsidio®separa calcular
Qr, que podemos obtener de sendas regresiones con y sin ksleambjeto del
contraste.

--- Obtenido mediante R BATCH demo6.R

> UScrime[1:3,1:5] # Veamos los datos.
M So Ed Pol Po2

1151 1 91 58 56

2 143 0 113 103 95

3142 1 89 45 44

> str(UScrime) # Es una dataframe.

‘data.frame’. 47 obs. of 16 variables:

M ;int 151 143 142 136 141 121 127 131 157 140 ...

So :int 1010001110 ..

Ed :int 91 113 89 121 121 110 111 109 90 118 ...

Pol : int 58 103 45 149 109 118 82 115 65 71 ...

Po2 : int 56 95 44 141 101 115 79 109 62 68 ...

LF :int 510 583 533 577 591 547 519 542 553 632 ...

M.F : int 950 1012 969 994 985 964 982 969 955 1029 ...

Pop : int 33 13 18 157 18 25 4 50 39 7 ...

NW :int 301 102 219 80 30 44 139 179 286 15 ...

Ul :int 108 96 94 102 91 84 97 79 81 100 ...

U2 :int 41 36 33 39 20 29 38 35 28 24 ..

GDP : int 394 557 318 673 578 689 620 472 421 526 ...

Ineq: int 261 194 250 167 174 126 168 206 239 174 ...

Prob: num 0.0846 0.0296 0.0834 0.0158 0.0414 ...

R e R AR A A
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$ Time: num 26.2 25.3 24.3 29.9 21.3 ...

$y :int 791 1635 578 1969 1234 682 963 1555 856 705 ...
> fit <- Im(y ~ Ineq + Prob + Time, # Regresion lineal
+ data=UScrime)

> fit # objeto compuesto

Call:

Im(formula = y ~ Ineq + Prob + Time, data = UScrime)

Coefficients:

(Intercept) Ineq Prob Time
1287.1147 0.4877 -8144.7085 -3.5002

> attributes(fit) # con mucha informacion;

$names

[1] "coefficients" "residuals" "effects" "rank"

[5] “fitted.values" "assign" "gr" "df.residual”
[9] "xlevels" "call" "terms" "model"

$class

[1] "Im"

> summary(fit) # summary() proporciona resumen

Call:

Im(formula = y ~ Ineq + Prob + Time, data = UScrime)

Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-619.13 -213.34 -29.74 156.89 1048.73
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 1287.1147  332.0345  3.876 0.000358 ek
Ineq 0.4877 1.6310 0.299 0.766371
Prob -8144.7085 3163.9883 -2.574 0.013575 *
Time -3.5002 9.0321 -0.388 0.700278
Signif. codes: 0’ #* ' 0.001 ' *'001' * 005’01 "1

Residual standard error: 360.9 on 43 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.186,Adjusted R-squared: 0.1292
F-statistic: 3.276 on 3 and 43 DF, p-value: 0.02995

Obtenemos directamente los t-ratios y R2 y los
niveles de significacion, lo que permite el contraste
directo de hipotesis sobre parametros aislados y sobre
significacion conjunta de la regresion.

Si quisiéramos efectuar contrastes de exclusion de varia
podemos hacerlo comparando sumas de cuadrados de dos regr
Por ejemplo, para contrastar nulidad de coeficientes de |

Time en la regresion precedente, podriamos hacer lo sigui

VVVVVVYVYVYVYV
HHHFHFHHFHFHHFH

bles,
esiones.

neq y
ente:
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> #

> fitth <- Im(y ~ Prob, data=UScrime)

> SSE  <- sum(fit$residuals™2)

> SSE.h <- sum(fit.h$residuals”2)

> N <- nrow(UScrime)

>q<-2 # Rango hipotesis contrastada

>p<-4 # Numero regresores modelo no restringido
> Qh <- ((SSE.h - SSE)/ q) / (SSE / (N-p)) # Estadistico Qh

> 1 - pf(Qh,q,N-p) # Nivel significacion
[1] 0.9155674

4.3. Construccion de intervalos de confianza para la pre-
diccion.

Supongamos de nuevo que trabajamos sobre el madeto X5 + & con los
supuestos habituales mas el de normalidad en las pertaniegciFrecuentemente es
de interés, ademas de la estimacién de los parametroslizacitn del modelo con
finalidad predictiva.

Sear’, un vectorp x 1 de valores a tomar por los regresores. La correspondignte
serdlY, = 7.’ + €. Una predicciéry, del valor a tomar por |&, es:Y, = Z.f3.

Teorema 4.3 Se verifica lo siguiente:
1. E(Y,-Y.) =0
2. EY,-Y.)?=021+2Z./(X'X))"Z,)
DEMOSTRACION:

El apartado 1) se sigue inmediatamente de las ecuacio883y44.34) a continua-
cion, consecuenciala primera de los supuestos habitydéesegunda de la insesgadez
deg (Teorema 2.2, pag. 18).

E(Y, = E@&'B+e)=%"08 (4.33)

E(Y.) = E@'p)=2.'8 (4.34)

Se dice qué’, es una predicciémsesgadaleY,. Observemos que:

E(Y.-Y.)? = E[@'F+¢.—2./8) (4.35)
B#. (B - B) + e (4.36)

E[Z.'(f - B))* + Ele. ] (4.37)

= E[Z.'(B - B)(B - p)E.] + Ele. I (4.38)

= .88 + o7 (4.39)

= Z,/0c*((X'X))"'Z, + o? (4.40)

o1+ 2. (X'X))'2,] (4.41)

En el paso de (4.36) a (4.37) se ha hecho uso de la circurs@aque’ y e, son
independientesd depende solamente dey e, es perturbacion de una observacion
adicional, distinta de las que han servido para estjfrmindependiente de ellas).
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Elexamen de (4.41) muestra dos cosas. Una, que la variaremaatale prediccion
esmayor o igualque la varianza de la perturbacion (ya qué((X ' X))~ 1%, es una
forma cuadratica semidefinida positiva). Esto es |6gic@s del todo impredecible, y,
ademasla predicciény, incorpora una fuente adicional de error, al empl@an lugar
deg.

Por otra parte, (4.41) muestra que la varianza del error edigmondepende de
Z,'. Habra determinadas, cuya prediccién serd mas precisa que la de otras. Mas
abajo volveremos sobre el particular.

CUESTIONES, COMPLEMENTOS Y COSAS PARA HACER

4.1 Demuéstrese que &f es la matriz definida en (4.29) %X ' X) es de
rango completo, entonces ran@d(= rango(A).



Capitulo 5

Especificacion inadecuada del
modelo

5.1. Introduccioén.

En lo que antecede hemos dado por supuesto que el modelbdireae estima
es el “correcto”, es decir, que la variable aleatdriaefectivamente se genera de la
siguiente manera:

Y =BXo+ BiXi+... 4 Bp1 Xp1 +€ (5.1)

En la practica, sin embargo, no tenemos un conocimientégorelel mecanismo que
genera lag’’s. Tenemos, todo lo mas, una lista de variables suscegtildeformar
parte de la ecuacion (5.1) en condicién de regresores.

De ordinario, por ello, incurriremos en errores en la esaion, que pueden ser
de dos naturalezas:

1. Incluir en (5.1) regresores irrelevantes.
2. Omitir en (5.1) regresores que hubieran debido ser ithotui

Estudiamos en lo que sigue el efecto de estos dos tipos deespdaificacion..

5.2. Inclusién de regresores irrelevantes.

Supongamos que
Y = X3+¢ (5.2)
pese a lo cual decidimos estimar el modelo

Y = XB+2Zy+¢ (5.3)

53
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¢,Qué ocurre con los estimadores de los parémét’?os
Al estimar el modelo sobreparametrizado (5.3) obtendréamo

- -1
B  [(X'X X'Z XN\ o
(@ - \ZXx 7z 7)Y (®-4)
De esta ecuacion inmediatamente se deduce que, en el cdisalpade columnas
Z ortogonales a las columnas &f los estimadores dé proporcionados por (5.3)

son idénticos a los que se obtendrian de (5.2). En efecteisseeal ortogonalidad, la
matriz inversa en (5.4) es una matriz diagonal por bloquesy(X'X)~1X'Y .

Fuera de este caso particular, los estimadores geocedentes de (5.4) son dife-
rentes a los que se obtendria de estimar (5.2).

Sin embargo, (5.4)roporciona estimadores insesgagdesan cuales fueren los re-
gresores irrelevantes afiadidlo&n efecto, sustituyendo (5.2) en (5.4) tenemos:

~ —1 -
B (XX X'Z X' AN
<,3/ = 7' 77 VA [X Z} 6 +e€ (5-5)
= -1
(B X'X XZ X'e
- <6 \zx zz) \ze (5.6)
y al tomar valor medio en la ecuacion anterior obtenemos:

E|
E|

E)

(5.7)
(5.8)

=IRe]

A=
De la misma ecuacion (5.6) obtenemos que la matriz de covasadel vectof3’ 4')’
es:
xX'x x'z\'
_ 2

> = o <Z’X Z’Z) (5.9)
El bloque superior izquierdo de (5.9) es la matriz de covada de los3 obtenidos
en el modelos sobreparametrizado. Debemos comparar dimtpeebcons? (X' X) 1,
matriz de covarianzas de Igsobtenidos al estimar el modelo (5.2).

Haciendo uso del Teorema A.3, pag. 180, vemos que el bloguaaglinteresa de
(5.9) es:

(X' X)) "+ (X'X)'X'Z2[12'2 - Z’X((X'X) ' X' 271 2/ X (X' X)) t5.10)

Por simple inspeccion vemos que el segundo sumando de lespmanterior es una
matriz definida no negativay por tanto (5.10) tendra en su diagonal principal ele-
mentos no menores que los de la diagonal principalXieX)—!. En consecuencia,

1De los que lo Unico que supondremos es que no introducen nanibhes lineales exactas que hagan
inestimables los parametros.

2LlamemosG a dicho segundo sumando. Para mostrar que es definida ndvagdetsta ver que
para cualquiera se verificaa’Ga > 0. Pero@Ga = b(Z2'Z — Z'X(X'X)"1XZ)~'b con
b = Z'X(X'X)~'a@, ya sélo tenemos que comprobar q&'Z — Z'X(X'X)"1XZ)~1 es defi-
nida no negativa, o equivalentemente qU€Z — Z’X(X’X)~1X Z) lo es. Esto Ultimo es inmediato:
(2'Z - Z'X(X'X)"'X2Z) = 2'(I - X(X'X)~'X)Z,yd ' 2'(I - X(X'X)~'X)Zd puede escri-
birse comaz /(I — X(X’X)~1X)& coné = Zd. La matriz de la forma cuadratica éhes la conocida
matriz de coproyeccién, definida no negativa por ser ideemet(con valores propios cero o uno).
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la inclusion de regresores irrelevantes no disminuye, yesreal incrementa, las va-
rianzas de los estimadores de los parametros relevantesfeldia sin embargo a su
insesgadez.

De cuanto antecede se deduce que

(?-—(X’ Z)(S)) (5.11)

es un vector aleatorio de media cero. Denominando,
L = (X Z)
- (%)
Y

un desarrollo enteramente similar al realizado en el Teargih, pag. 41, muestra que
en el modelo sobreparametrizado

SSE = Y'(I-L(LL)Y"'LY =¢'(I-L(L'L)"'L)e  (5.12)

es, bajo los supuestos habituales mas normalidad, una farathkatica con distribu-
cion aQX?V_( en quep y ¢ son respectivamente los rangosXxley Z. En conse-

. p+q)’
cuencia,

) SSE
N—(p+q)

Q>
\

(5.13)

es un estimador insesgado d&. El Gnico efecto adverso de la inclusién de Ips
regresores irrelevantes ha sido la pérdida de otros taradsgde libertad.

5.3. Omisién de regresores relevantes.

SeaX = (X, : Xo)y f' = (4} i §%). Consideremos el caso en que el modelo
“correcto” es

Y = XB+é=X1f1+Xo82+¢ (5.14)
pese a lo cual estimamos el modelo “escaso”
VY = xi3,1+¢ (5.15)

Estimar (5.15) es lo mismo que estimar (5.14) junto con Issioeionesh : 52 =

0, expresables asi:
0 0\ (5. 0
G0z - 6 619

En consecuencia, podemos deducir cuanto necesitamostsaidendo uso de los
resultados en la Seccién 3.2. Las siguientes conclusi@messs inmediatas.
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= El estimado;ﬁyl) obtenido en el modelo “escaso” (5.15) es, en general, sesgad
El sesgo puede obtenerse haciendo uso de (3.15). Tenenmeasi

Y) - <@1) — (X'X)TTA[AX'X)TTA 7Y (AB - 0) (5.17)
0 B2

y en consecuencia:
EBM -3 = - {(X’X)lA’[A(X’X)lA’]l (9 )} (5.18)
2/ 4 (px1)
en que[M],q) designa el bloque superior izquierdo cefilas y ¢ columnas

de la matriz)/. La ecuacion (5.18) muestra que el sesgo introducido depdad
la magnitud de los parametros asociados a los regresoradasni

= La ecuacién (5.18) muestra también que hay un caso panieulque@h) es
insesgado par@ ; cuando las columnas dE; y las deX, son ortogonales,
X1 X5 =0, lamatrix(X’X)~! es diagonal por bloques, y

—1
yo1 g (XIXT 0 00
(X'X) A_( 0 X, 07 (5.19)

tiene sus primergsfilas de ceros. Ello hace que el bloque considerado en (5.18)

esté formado por ceros.

= El estimador de la varianza de la perturbacién

N-p N-p '

no es insesgado. En efectd; — XBY‘)) es un vector aleatorio de media no
nula, y sin dificultad se prueba gq9& E en (5.20), convenientemente reescalado,
sigue una distribuciég? no central, cuyo valor medio supera(N — p); véase
el Ejercicio 5.2.

5.4. Consecuencias de orden practico

Los resultados de las dos Secciones anteriores puederragadaomar decisiones
a la hora de especificar un modelo. Hemos visto que sobrep#iaan no introduce
sesgos: tan solo incrementa la varianza de los estimadoestaygrados de libertad.
Errar “por exceso” tendra por ello en general consecueteias, y tanto menos im-
portantes cuanto mayor sea el tamafio muestral. La pérdida deado de libertad
adicional originada por la inclusion de un parametro es mém@ortante cuando los
grados de libertad restante¥ — p) siguen siendo muchos.

La sola circunstancia en que la inclusidon de un regresoces@io puede perju-
dicar gravemente la estimacién se presenta cuando la mwessimuy pequefia o el
parametro adicional es aproximadamente combinaciénllohedos ya presentes. A
esta Ultima cuestién volveremos en el Capitulo 7.

Omitir regresores relevantes tiene consecuencias enajenas graves y que no
se atendan al crecer el tamafio muestral: el sesgﬁfhdeen el modelo “escaso” no
decrece hacia cero al credsr
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En este capitulo hemos rastreado las consecuencias desibep@rrores de es-
pecificacidn “puros”; falta o sobra de regresores. En latm@tos dos tipos de errores
se pueden presentar conjuntamente y sus efectos se combinan

Conocidos los problemas de una mala especificacion se alehfgroblema de
como lograr una buena. Esta cuestion se trata en el Capfllulalgunas técnicas de
andlisis grafico de residuos que pueden ser de ayuda en kGifesméon de modelos
se consideran en la Seccion 11.2.1.

CUESTIONES, COMPLEMENTOS Y COSAS PARA HACER

5.1 Ladistribuciény?(§) no central con parametro de descentramiérge
introduce en Trocéniz (1987a), Seccion 22.2.VIIl. Obt&myeazonadamente su
media.

5.2 Demuéstrese que el numerador de (5.20) dividido emtreigue una
distribuciony?(8) no central. ¢,Cual es el parametro de descentramiento?
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Capitulo 6

Inferencia simultanea.

6.1.

Problemas que plantea el contrastar multiples hi-
potesis simultaneas

6.1.1. Evidencia contra una hipotesis

Si examinamos la teoria sobre contrastes de hip6tesisypaelseen la Seccion 4.2
veremos que el método ha sido el habitual en Estadisticayesiama. Los pasos se

pueden esquematizar asi:

1.
2.

Fijar una hipotesiél, sobre los pardmetros de un modelo.

Seleccionar un estadistico cuya distribucion sea cdaatiandd, es ciertay
gue se desvia de modo predecible de dicha distribucién oudpao es cierta.

. Calcular el valor del estadistico en una determinada treues

. Si el valor de dicho estadistico es andmal@especto de lo que esperariamos

bajo Hy, rechazar H.

La légica subyacente es: “Como cuanHg es cierta es dificil que se de un valor
del estadistico como el observado, lo méas plausible edfgu® sea cierta.”

Cuando el estadistico que empleamos en el contraste tiengistribucién conti-
nua, todos los valores posibles tienen probabilidad cesmidé$tante, podemos escala-
fonarlos en mas o menos “raros” de acuerdo con su densidaettes.

Ejemplo 6.1 Para una muestrA, ..., X,, procedente de una distribucion
N(u, o?), todos los posibles valores del estadisti€dienen probabilidad cero.
No obstante, la distribucion de dicho estadistico —(@, o /n)— genera de
modo frecuente observaciones en las cercanias gles6lo raramente valores en
las colas. Consideraremos a estos Ultimos “raros” y faiemdo el rechazo d&.
Tienen densidad menor que los cercangs a

59



60 CAPITULO 6. INFERENCIA SIMULTANEA.

Tendré interés en lo que sigue la nociomilesl de significacion empirido

Definicion 6.1 Llamamosnivel de significacion empiricasociado al valor observado
de un estadistico a la probabilidad de obtener en el muegtrajp H,) valores tan o
mas raros que el obtenido.

Ejemplo 6.2 En el Ejemplo 6.1, supongamos gig : 1 = 0. Supongamos
conocidas? = 1. Sea una muestra con= 100, e imaginemos que obtenemos
un valor deX de 0.196 £ 1,96 x +/100—1). El nivel de significacion empirico (u
observadd seria 0.05, porque bajiy, hay probabilidad 0.05 de observar valores
de X igual o més alejados geque el que se ha presentado.

Si en ocasiones al abordar un contraste de hip6tesis prefijdenantemano el nivel
de significacion que deseamos utilizar (y la region critiea)muy frecuente el realizar
el contraste sin una region critica preespecificada y tomaivel de significacién
empirico como una medida del acuerdo (o desacuerdo) dedarmia con la hipotesis
de interés. Niveles de significacién empiricos muy pequbébsian asi de entenderse
como evidencia contra la hipétesis nula objeto de contraste

6.1.2. ¢Cbmo de “raro” ha de ser algo para ser realmente “rarty?

El siguiente ejempfilustra que un resultado aparentemente muy raro puede no
serlo tanto.

Ejemplo 6.3 Consideremos un mono frente a una maquina de escribir. Ima-
ginemos que tras un periodo de tiempo observamos el corgerfaios tecleados
por el mono y constatamos que jha escrito sin una séla fabetdgrafiaHamlet

Bajo la hipotesis nuldy: “mono irracional”, tal resultado es absolutamente
inverosimil. La probabilidad de que golpeando al azar uta¢ecun mono logre
tal cosa es ridiculamente baja. Supongamos que una obraldamietrequiriera,
entre blancos y caracteres, de 635000 digitaciones. Sapwgyque hay 26 le-
tras mas caracteres de puntuacion, etc. totalizando 3Bijidesiles de digitacion.
ComponerHamlettotalmente al azar consistiria en apretar la tecla cormate-
sivamente 635.000 veces, algo que, suponiendo las 32 lemileis de digitacion
equiprobables, tendria probabilidad:

1 635000
p= (—) ~ 5,804527 x 1072771, (6.1)
32

La observacion de un mono que teckdamletseria practicamente imposible bajo
Hy: habriamos de rechazaf, y pensar en alguna alternativa (¢,quiza Shakespeare
reencarnado en un mono?)

Imaginemos ahora una multitud de monos a los que situamue frenaquinas
de escribir, haciéndoles teclear a su entero arbitrio 8®85digitaciones. Especi-
ficamente, imaginemok)®>°""! monos. Supongamos que examinando el trabajo
de cada uno de ellos, nos topamos con que el meésimo jha compuestdam-
let! ;Lo separariamos de sus congéneres para homenajearloreentarnacion
de Shakespeare? Claramente no; porque, entre tantos, Rvafejue uno, por
puro azar, haya tecleadtamlet De hecho, si todos los conjuntos de 635.000 di-
gitaciones son equiprobables, del trabajdaf€°>""* monos esperariamos obtener
un promedio en torno &,8045 transcripciones exactas thamlet Lo observado
no es raro en absoluto.

10 p-valug en la literatura inglesa.
2parafrasis de un célebre comentario de Bertrand Russell.
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El ejemplo anterior, deliberadamente extremo e inverdsiostra un punto impor-
tante. Algo, aparentemente lo mismo, puede ser raro o nandap®lo del contexto.
Observar un mono tecleanttamletes rarisimo, pero sieleccionamosl mono entre
una miriada de ellggrecisamente porque ha tecleado Hamyetno podemos juzgar el
suceso observado del mismo modo. jHemos seleccionadodavabgn por su rareza,
no podemos extrafiarnos de que sea rara!

Cuando seleccionamos la evidencia, hemos de tenerlo eta@ldwacer inferencia.
De otro modo, estaremos prejuzgando el resultado.

6.1.3. Analisis exploratorio e inferencia

Es importante entender lo que el Ejemplo 6.3 intenta trativsisi error, frecuente
en el trabajo aplicado, eseleccionar la evidencia ignorar este hechal producir
afirmaciones o resultados de tipo inferenct@lmo rechazar tal o cual hipétesis con
nivel de significaciom, construir tal o cual intervalo con confianda— p). Es el valor
de p que reportamos el que resulta completamente irreal a mar@sajrijamos el
efecto de la seleccion.

Ejemplo 6.4 Regresemos al Ejemplo 6.3. Imaginemos la segunda situacion
descrita en que uno entre [98°°>""' monos examinados compok@amlet Seria
incorrecto rechazar la hipotesi: “Los monos son irracionales.” atribuyendo a
esta decision un nivel de significacion 8804525 x 1025571 Por el contrario,
la probabilidad de que ninguno de los monos hubiera tecleadadetseria:

10955771

po = (1—-p)

635000
32

~ 0,0030138,

10955770

el ultimo valor calculado haciendo uso de una aproximaceéRalsson (con media
A = 5,804527). Por tanto, la probabilidad de observar una o més trarcerips
deHamlet(un suceso tan raro o mas raro que el observado,gjges tan gran-
de comol — 0,0030138 = 0,9969862! Dificilmente considerariamos evidencia
contra la hipétesis nula algo que, bdijf, acontece con probabilidad mayor que
0.99.

Nada nos impide, sin embargo, hacer andlisis exploratexeminar nuestros datos, y
seleccionar como interesante la evidencia que nos lo parezc

Ejemplo 6.5 De nuevo en el Ejemplo 6.3, no hay nada reprobable en exami-
nar el trabajo de cada uno de los monos y detenernos con &Gt a examinar
al animal que producelamlet Seguramente le invitariamos a seguir escribiendo.
Seria del mayor interés qese mongrodujera a continuacidMacbeth

Lo que es reprobable es seleccionar el Gnico mono que tdal®éety reportar
el hallazgo como si ese mono fuera el Unico observado.

6.1.4. Inferencia simultdnea y modelo de regresion lineakdinario

Pero ¢ qué tiene ésto que ver con el modelo de regresion, loigato de nuestro
estudio?

Bastante. En ocasiones, hemos de hacer uso de modelos cammanongrande
de parametros. Cuando ello ocurre, hay muchas hip6tesipapemos plantearnos
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contrastar. Si lo hacemos, hemos de ser conscientes de giueaalhipétesis seran
objeto de rechazo con una probabilidad mucho mayor que el di& significacion
nominal empleado para contrastar cada una de ellas. Esigugjemplo lo aclara.

Ejemplo 6.6 Supongamos el modelo
Y = BoXo+5X1+... 409X o9+ €.

Supongamos, por simplicidad, normalidad de las pertuobasi y ortogonalidad
de las columnas de la matriz de disefio. Dicho modelo tiengigaroen nuestra
completa ignorancia acerca de cudl de las cien variablesse@s consideradas,
si es que alguna, influye sobre la respuesta.

Si quisiéramos contrastar la hipotesls : 3; =0, ¢ =0, ..., 99, podriamos
(si se verifican los supuestos necesarios) emplear el statpresentado en la
Seccion 4.2.2. Podriamos ser mas ambiciosos e intentasalartiempo ver cudl
o cualesB; son distintos de cero. Seiifecorrectooperar asi:

1. Contrastar las hipétesigo; : 3; = 0 al nivel de significaciorx comparan-
do cada-ratio en valor absoluto ccnji/fp.

2. Si alglnt-ratio excede&i/fp, rechazar la hip6tesiHy;, y por consiguiente

Hy, reportando un nivel de significacian

Es féacil ver por qué es incorrecto. Baj# hay probabilidad tan séle de que
unt-ratio prefijado exceda en valor absolutot@;éfp. Pero la probabilidad de que

alglint-ratio exceda def\,/fp es
ProbAlgin 3; #0) =1 — (1 — a)”. (6.2)

mayor (en ocasionasucho mayodrque«. Tomemos por ejemplo el caso exami-
nado en que = 100 y supongamos: = 0,05. La probabilidad de obtener algin
t-ratio fuera de limites es — 0,95'°° = 0,9940. Lejos de tener un nivel de signi-
ficacion den = 0,05, el que tenemos es @9940. Contrastar la hipétesif, de
este modo tiene una probabilidad de falsa alarma de 0.9940.

Si nuestro propdésito fuera puramente exploratorio, nate désuadirnos de
estimar el modelo con los cien regresores y examinar luepealdables asociadas
at-ratios mayores, quiza estimando un modelo restringidacoestra adicional.
Lo que es inadmisible es dar un nivel de significacion inatamente calculado.

El problema de inferencias distorsionadas es grave y muawEs indetectable.
Pensemos en el investigador que hace multitud de regrasigniea miles, a cual mas
descabellada. Por puro azar, encuentra una pocaB<tamuy alto, escribe un articulo
y lo publica. Si el experimento es reproducible, cabe espgpra otros investigadores
trataran de replicarlo y, al no lograrlo —&# alto era casualidad—, la supercheria
guedara al descubierto. Pero si la investigacion versaspbr ejemplo, Ciencias So-
ciales, en que con frecuencia una y s6lo una muestra es@nditgp todo lo que sus
colegas podran hacer es reproducir sus resultados corclia rimiestra a mano. A me-
nos que el primer investigador tenga la decencia de sefiadal@ltoR? obtenido era
el mas alto entre miles de regresiones efectuadas (lo quatpé calcular correcta-
mente el nivel de significacién y apreciar de un modo readistealor como evidencia),
es facil que su trabajo pase por ciencia.

De nuevo es preciso insistir: no hay nada objetable en lzae#n de miles de re-
gresiones, quiza con caracter exploratorio. Tampoco etaiid¢ el concentrar la aten-
cién en la Unica (o las pocas) que parecen prometedoras:@d,rello es muy sensato.

3Bajo la hipotesis de independencia entre los respectiagios, hipotesis que se verifica en por la
normalidad y la ortogonalidad entre las columnas de la mdéidisefio.
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Lo que es objetable es reportar dichas regresiones comerarflas Unicas realizadas,
el resultado de estimar un modelo prefijado de antemanopdanahpresién de que la

evidencia muestral sustenta una hipétesis o modelo paglestdos, cuando lo cierto

es que la hipotesis o modelo han sido escogidos a la vistasdedaltados.

6.2. Desigualdad de Bonferroni.

Consideremo# sucesosF;, (i = 1,...,k), cada uno de ellos con probabilidad
(1 — «). La probabilidad de que todos acaezcan simultaneamente es:

Prob{n}_ E;} =1 —Prob{n*_E;} =1 —Prob{Ul_|E;} >1—ka (6.3)

Se conoce (6.3) conaesigualdad de Bonferroni de primer ordefis una igualdad
si los E; son disjuntos. Muestra que la probabilidad conjunta devsamicesos puede,
en general, ser muy inferior a la de uno cualquiera de ellosefemplo, sik = 10
y Prob{E;} = 0,95 = 1 — 0,05, la desigualdad anterior solo permite garantizar que
Prob{n*_,E;} > 1 —10 x 0,05 = 0,50.

Consideremos ahora el modéfo= Xﬁ + € y los siguientes sucesos:

E1 : [(Bl + &élt?\f/fp) cubre 51] (64)
: (6.5)
By :[(Bu %6552, cubre By (6.6)

CadaF; por separado es un suceso cuya probabilidad-esy. De acuerdo con
(6.3), sin embargo, todo cuanto podemos asegurar acefeotén?_, F;} es que su
probabilidad es superiorla— ka.

Las implicaciones son importantes. Si regresérafﬁbre)?m e ,)?p,l y qui-
siéramos obtener intervalos de confiasizaultaneosy para los parametrgs, - - - , Bp—1,

seria claramente incorrecto emplear los que aparecen®r(@.6). Si actuasemos de
este modo, el nivel de confianza conjunto no seria el deseatle-dv, sino que tan
s6lo podriamos afirmar que es mayor que ka.

Si queremos intervalos de confiarsmaultaneosi nivel 1 — «, podriamos construir
intervalos para cada uno de los parametros con un nivel d@aoae) = {;. Haciendo
ésto, tendriamos que la probabilidad de tpdoslos 3; fueran cubiertos por sus res-
pectivos intervalos, seria mayor, de acuerdo con (6.3)l que) = 1 - k(%) = 1—a.
Ello se logra, sin embargo, al coste de ensanchar el intedeatonfianza correspon-
diente a cad#@; quizd mas de lo necesario. En lo que sigue veremos procedosie
para lograr el mismo resultado con intervalos en generakestéschos.

6.3. Intervalos de confianza basados en la maxinta

Supongamos que tenemdsvariables aleatorias independientgs,...,t; con
distribuciont-Student, y nimero comunde grados de libertad. La variable aleatoria
méax{|t1],...,|tx|} sigue una distribucion que se halla tabufada

4Véase, por ej., Seber (1977), Apéndice E.
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Seauj; ,, el cuantill — « de dicha distribucion, es decir, un valor que resulta su-
perado con probabilidad pormax{|t|,. .., |tx|}. Entonces,

Prob{ni; [[t:| < uf ]} =1 - o,

dado que siij;,, acota con probabilidatl — o al maximo, acota simultaneamente con
la misma probabilidad la totalidad de las variables aléagor
Siad; /5/5’@ ' (i=1,...,k)fueranindependientes,y la hipétesis nula @, '8 =

0(i=1,...,k) fuera cierta, tendriamos que:
k - A
Prob{ﬂ [ G ' Sugyn‘|}_1—o¢ (6.7)
i=1 || %a: 3
Es claro quei; ’B/&ai .5 (i = 1,...,k) no son independientes en general. Sin

embargo, la distribucion aludida del maximo valor absoligd: variablest de Stu-
dent esta también tabulada cuando dichas variables ti@meglacionp por pares. Ni
siquiera ésto es cierto en genéraiin asi, (6.7) es de utilidad. Suministra intervalos
simultaneos de confianza aproximdda «. En caso de que conociéramgemplea-
riamos la expresion (6.7) carf. ,, reemplazado poxy ,, , extraido este ultimo de la
tabla correspondiente.

Es importante sefialar que, si nuestro objetivo es contrastahipétesis del tipo
h: A3 = &con ranggA) > 1, tenemogjue emplear un contraste como el descrito en

la Seccién 4.2. El comparar cada una de las variables am@ "6 — ¢i)/6z,.5 (i=

/2 . . g .,
1,...,k) con unaty -, supone emplear un nivel de significacid@yorquec. Como

caso particular, es inadecuado contrastar la hipétesi = --- = 5, = 0 compa-

rando cada uno de lagsratios cont%/_gp; tal contraste tendria un nivel de significacion
sensiblemente superioka en especial g es grande.
En el caso de que el contraste conjunto rectiacd = ¢y queramos saber qué

filas de A son culpables del rechazo, podriamos comp}aml‘ﬁ —ci)/65,.5 (i =

1,...,k) conug (k= numero de filas del). Nétese que es perfectamente posible
rechazar la hipétesis conjunta y no poder rechazar ninganasdhipotesis parciales
correspondientes a las filas de

6.4. Método S de Scheffé.

Este método permite la construccidon de un ndmero arbitdgriotervalos de con-
fianza simultaneos, de manera muy simple. Necesitaremapi@ste lema:

Lema 6.1 Seal una matriz simétrica de ordenx k definida positiva, ¥, b vectores
k x 1 cualesquiera erR. Se verifica que:

sup<[ /b]2> = b'L7'% (6.8)

Pl =7 =
@40 c'Le

oL

5Salvo en casos particulares, como el de ciertos disefios dlisisrde Varianza equilibrados, en que
es ademas muy facil de calcular.
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DEMOSTRACION

SiendoL definida positiva, existe una matriz cuadrada no singular tal qué:=
RR'. Sidefinimos:
R'¢C (6.9)
R™'b (6.10)

SIST]

y tenemos en cuenta que por la desigualdad de Schwarz,
< U, T >2

T —
[Kcaimi|

(6.11)

entonces sustituyendo (6.9) y (6.10) en (6.11) obtenem8} (6

Podemos ahora abordar la demostracion del método de ScBefféngamos que
tenemosk hipétesis lineales,;: @ = ¢; (i = 1,...,k) cuyo contraste conjunto
deseamos efectuar. Si denominamos:

dll C1
>
a o C
A=|" N (6.12)
5k/ Ck

dichask hipétesis se pueden escribir comoAS = & Cuandoh es cierta, sabemos
(Seccibn 4.2) que:

(AB - AX'X) AT (AB-9) .
q62 ¢,N—p

siendog = min(d, p), en qued = rango A y p = rango(X’X). Las inversas pueden
ser inversas generalizadas, si los rangos de las matriclessxegen.
Llamemos: a Aj3. Bajo h, sabemos que:

l1—a = Prob{(e—¢&)[AX'X)"A' |7 (¢—-¢) < q6°Fyn_p} (6.14)
= Prob{(¢—¢)L™"(e—2) <q6*Fn_,} (6.15)

(6.13)

1—a = Prob { sup <[h;2(67_)]2> < qfrz]-"ng_p} (6.16)

h#0

(6.17)

|
g
=
o
lon
=
>
I
1
= [ ~—
IN
—~
L)
Q
[ V)
X
T
=
N
N

1 .
La ecuacion (6.17) muestra q(g> ;pr) 2 es un valor que acota con probabi-

lidad 1 — o un nimero arbitrariamente grande de cocientes como:

h'(e—¢)

— (6.18)
h'Lh
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Por consiguiente, cuantos intervalos plar@ construyamos de la forma:

R ek J(h LR (@62 Fo ) (6.19)

tendran confianzaimultdneal — «.

Esto esmasde lo que necesitamos —pues sélo queriamos intervalos diarzen
simultaneos para, ..., cx—. El método de Scheffé proporciona intervalos de con-
fianza conservadores (méas amplios, en general, de lo astgate necesario).

Obsérvese que, en el caso particular en 4ue I, ., los intervalos de confianza
en (6.19) se reducen a:

B3 (R (X X0) ) (062 g ) (6.20)

expresion que sera frecuente en la practica. Cuando elronjle hipdtesis simul-
taneas que se contrastan configure una matrde rangog < p, sera sin embargo
conveniente tener en cuenta este hecho, ya que obtendmemesios menos amplios.

R: Ejemplo 6.1 (uso del método de Scheffé)

El siguiente cédigo implementa el método de Scheffé paraastar la igual-
dad entre todas las parejas de parametros intervinientes srodelo. La matriz
de disefio es una matriz de ceros y unos. Si, por ejem}lofuera “uno” cuan-
do laj-ésima parcela se siembra con la varied@dima de semilla y la variable
respuesta recogiera las cosechas obtenidas en las difepanrtelas, los parame-
tros 3; serian interpretables como la productividad de las difesemariedades
de semilla (suponemos que no hay otros factores en juegpataslas son todas
homogéneas. En la Parte Il se considera este problema car generalidad).

En una situaciéon como la descrita tendria interés contrésdas las hipote-
sis del tipo:h;; : B; — B; = 0. Aquellas parejas para las que no se rechazase
corresponderian a variedades de semilla no significativentiferentes.

Facilmente se ve que el contraste de todas las hipotesisatésragrupadas
(h : A=Z) no es de gran interés: no nos interesa sabkagalgunas variedades
de semilla diferentes, simuales sonFacilmente se ve también que, incluso para
un nimero moderado de variedades de semilla, hay bastameggapque podemos
formar y el realizar maltiples contrastes comg : 3; — 3; = 0 requerira el uso
de métodos de inferencia simultanea.

--- Obtenido mediante R BATCH demo7.R

> options(digits=5)
> # #
> # Generamos artificalmente los datos
> #
> options(warn=-1) # la instruccion siguiente genera un
> # warning benigno.
>
> X <- matrix(c(rep(1,5),rep(0,25)),25,5)
> X
(1] [.2] [.3] [4] [.5]
[1,] 1 0 0

(2]
3]
[4.]
[5.]

e R
oooo
oooo
ocoocoooo
ocooooo
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] 0 1 0 0 0

7] o 1 0 0 O

B] 0 1 0 0 O

@] o 1 0 0 0
o] o 1 0 0 0
M1] o o0 1 0 0O
[12] O ©O0 1 0 0O
3] O ©O0 1 0 0O
4] O O 1 0 0O
5] O ©O0 1 0 0O
6] O O 0 1 0
7] o o0 0 1 0
8] O O 0 1 0
9] ©Oo ©O0 0 1 0
0] O O 0 1 O
1] o o o0 o0 1
2] O o0 0 o0 1
23] 0 o0 0 o0 1
4] 0o o0 0 o0 1
25] O o0 0 o0 1

> b <- ¢(3,4,4,55)

>y <- X %*% b + rnorm(20,sd=0.1)

> #

> p <- ncol(X) # namero de parametros

> N <- nrow(X) # numero de observaciones

> A <- chind(1,diag(-1,p-1)) # las comparaciones pueden tom arse
> # como combinaciones lineales de las

> # filas de A

>q < p-l # Este es el rango de A.

> A

(1] [2] [3] [4] 9]
[1.] 1 -1 0 0 0
[2,] 1 o -1 0 0
[3.] 1 0 0o -1 0
[4,] 1 0 0 0o -1
> H <- matrix(0,p  *(p-1)/2,p) # matriz de comparaciones.

> <-0

> for (i in ((p-1):1)) {

+  H[(+1):(+),(p-i):p] <- cbind(1,diag(-1,i))

+ j<-j+i

+}

> H # esta es la matriz de comparaciones
(1] [2] [3] [4] [8]

[1] 1 -1 0 0 0

[2,] 1 0o -1 0 0

[3.] 1 0 o -1 0

[4,] 1 0 0 0o -1

[5.] 0 1 -1 0 0

[6.] 0 1 o -1 0

[7.] 0 1 0 0o -1

[8,] 0 0 1 -1 0

[9.] 0 0 1 0o -1

[10,] 0 0 0 1 -1

> #
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fit < Isfit(X,y,intercept=FALSE)

betas <- fit$coefficients

s2 <- sum(fit$residuals"2) / (N - p)
gsf <- g *s2=*¢f(0.05,9,N-p)

XXi <- solve(t(X) % *9% X)

L <- A %*% xxi %*% t(A)

#

# El siguiente bucle construye todos los intervalos de conf ianza
# simultaneos. NoOtese que ejecuciones sucesivas daran nor malmente
# valores diferentes, dado que cada vez se genera una muestr a

# artificial diferente

#

for (i in 1:nrow(H)) {
cat("Intervalo comp. "HI[i,])

++++++++VVVVVVVVVVYVYVYV

z <- sqrt(t(H[i,]) % *% xxi %*% H[i,] =* gsf)
d <- t(H[i,]) % *% betas
cat(" es: ("d -z, "d+z,")")
if((d-z < 0) && (d+z > 0))
cat("\n")
else
cat(" * \n")
+}
Intervalo comp. 1 -1 0 0 0 es: ( -0.9869 , -0.89046 ) *
Intervalo comp. 1 0 -1 0 0 es: ( -1.0243 , -0.92784 ) *
Intervalo comp. 1 0 0 -1 0 es: ( -1.9448 , -1.8484 ) *
Intervalo comp. 1 0 0 0 -1 es: ( -2.0482 , -1.9518 ) *
Intervalo comp. 0 1 -1 0 0 es: ( -0.085598 , 0.010846 )
Intervalo comp. 0 1 0 -1 0 es: ( -1.0061 , -0.90968 ) *
Intervalo comp. 0 1 0 0 -1 es: ( -1.1095 , -1.0131) *
Intervalo comp. 0 0 1 -1 0 es: ( -0.96875 , -0.8723) *
Intervalo comp. 0 0 1 0 -1 es: ( -1.0722 , -0.97572 ) *
Intervalo comp. 0 0 0 1 -1 es: ( -0.15163 , -0.055188 ) *

6.5. Empleo de métodos de inferencia simultanea.

Si el desarrollo anterior es formalmente simple, puede nols&o, en cambio, en
que situaciones es de aplicacién. Las notas siguientegaslatgunas ideas sobre el
particulaP.

= Emplearemos inferencia simultdnea cuaadwiori, y por cualquier motivo, es-
temos interesados en miltiples contrastes (o intervalosmféanza) y queramos
gue el nivel de significacion conjunto séa- «. Esta situacion se presenta con
relativa rareza en la practica estadistica.

= Mas importante, emplearemos los métodos anteriores cuaredeccion de hi-
potesis o parametros objeto de contraste o estimagdraga a la vista de los
resultados Esta situacion es muy frecuente en el analisis exploatBgria in-
correcto, por ejemplo, estimar una ecuacion con veinteeseges, seleccionar
aquel/@i con el maximo t-ratio, y comparar dicho t-ratio con unde Student
con grados de libertad adecuados. Dado que hemos seledwiehd; de in-
terés como el de mayor t-ratio, hemos de comparar éste cauéogiles de la

Spuede consultarse también Troconiz (1987a) Cap. 5y Cox arideyl (1974), Sec. 7.4.
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distribucion del maximo dé (k = 20 en este caso) variables aleatorias con
distribuciont de Studentis, n_5()-

= Por Gltimo, conviene resaltar la diferencia entre el catérale varias hip6te-
sis simultaneas,’3 = ¢; agrupadas eal = & medianteQ), (Seccion 4.2)
y el que hace uso de (6.7). El primero es perfectamentealiléz el segundo
sera, en general, conservador —menos rechazos de los geeeseignivel de
significacién nominal—, pero tiene la ventaja de arrojardalare cuales de las
“subhipétesis’m’ﬁ = ¢; sonresponsables del rechazo, caso de que se produzca.
Esta informacion queda sumergida al empl@ar

Hay otros métodos de inferencia simultanea, si bien de wandenos general. En
la Seccién 13.2.2 nos ocuparemos de uno de ellos (métodokdy Budel recorrido
estudentizado).

CUESTIONES, COMPLEMENTOS Y COSAS PARA HACER

6.1 Un investigador sospecha que la concentracion de una terifesan-
gre puede estar relacionada con la ingesta de algun tipdrderdb. Realiza un
completo estudio en que pafd = 500 sujetos mide la concentracion de dicha
toxina y las cantidades consumidas de 200 diferentes tpafimento. Cree razo-
nable proponer como modelo explicativo,

Y = [Bo+ X1+ ...+ B200X200 + €.

Tras estimar los 201 parametros del mismo, se plantea haweastes de hipotesis
comoH, : B; = 0,y considera las siguientes posibilidades:

= Comparar cada uno de los t-ratiés/&éi con el cuantikn_ ;0 /2.

= Idem con el cuantil correspondiente de una distribueigndel maximo de
k variablest de Student.

= Calcular el estadistic@, para la hipétesisdo : 1, ..., G200 = 0y com-
parar conF200,5000—200;c -

= Hacer iii) y luego i).
= Hacer iii) y luego iv).

Juzga los diferente procedimientos, e indica con cual (esuée ellos tendriamos
al menos garantizada una probabilidad de error de tipo | pergar ala prefijado.

6.2 Preocupado por el posible impacto de las antenas de tedefodvil
sobre la salud de los nifios, un politico solicita un lista p&to de las 15320
escuelas del pais a menos de 500 metros de una antena.gavagirobabilidad
de contraer leucemia y la probabilidad de que por puro azaresenten los casos
de leucemia que se han registrado en dichas escuelas.

Aparece un caso llamativo: en la escuela X con 650 nifios lesyque han
contraido la enfermedad, lo que, de acuerdo con los célce#dizados por nues-
tro politico, asistido por un epidemidlogo, aconteceriag®ar con probabilidad
0,0003. Al dia siguiente acude al Parlamento y pide la dimisién dilidtro de
Sanindad: “Hay —dice— evidencia concluyente de que lasastde telefonia mo-
vil influyen en la prevalencia de la leucemia entre la poBiaénfantil. Un evento
como el registrado en la escuela X solo se presentaria pocezgrobabilidad
0,0003". Comenta.
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Capitulo 7

Multicolinealidad.

7.1. Introduccion.

Hemos visto (Capitulo 3) que, en presencia de multicolidadlexacta entre las
columnas de la matriz de dised, la proyeccion dej sobreM = R(X) sigue sien-
do Gnica, pero no hay una Gnica estimaciénideDeciamos entonces que el vector
de parametros no estaba identificado. Este Capiaializa esta cuestion con mayor
detalle. En particular, aborda las siguientes cuestiones:

1. ¢Es estimable una cierta combinacién Iirié(£ de los parametros?

2. Si¢’fp es estimable, ¢cudl es la varianza de la estimacion?. ¢ Deegeéde
la precision con que pueden estimarse distintas combinesitineales de los
parametros?

3. ¢ Como escoger la matriz de disefie—u observaciones adicionales a la misma—
si el objetivo es estimar determinadas combinacioneslés€ds con varianza
minima?

Responder a la primera requiere que caractericemos lagédimeales estimables.
La segunda pondra de manifiesto que la varianza en la esfimdei depende de
la direccion del vectof en R(X’X). La tercera cuestion hace referencia a un tema de
graninterés; el de disefio 6ptimo, en los casos en que sdmes tle escoger o ampliar
X.

Las dos cuestiones anteriores desvelan en buena medidaifaleza de la multi-
colinealidad aproximada. Quiza el problema de mas interdgtipo sea el previo de
detectar su presencia; la Seccién 7.5 trata brevementetestton.

1Basado en Silvey (1969).

71
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7.2. Caracterizacion de formas lineales estimables.

Teorema 7.1 La forma linealé '3 es estimable si, y solo si,es una combinacion
lineal de los vectores propios d€’ X asociados a valores propios no nulos.

DEMOSTRACION:

Observemos que el enunciado no es sino una parafrasis deiffe®.1 (Capitu-
lo 3). La siguiente cadena de implicaciones, que puedeneyseren ambas direcciones,
establece la demostracion.

¢'F estimable <= 3d:¢'F = E[d'Y] (7.1)
— ¢'f=d'X3 (7.2)
— ' =d'X (7.3)
— ¢=X'd (7.4)
< e RX) (7.5)
<~ € R(X'X) (7.6)
= C=ath + -+ ap_jUp—j (7.7)
siendowy, ..., ¥,—; los vectores propios deX’X) asociados a valores propios no

nulos. El paso de (7.5) a (7.6) hace uso del hecho de que @simlumnas d&”’
como las deX’X generan el mismo subespacite R”. La equivalencia entre (7.6) y
(7.7) hace uso del hecho de que los vectores propid®(d& X ) asociados a valores
propios no nulos generaR(X'X).

Hay una forma alternativa de llegar al resultado anteriog, gpsulta interesante
en si misma y (til para lo que sigue. SEala matriz diagonalizadora d&’X, y
definamos:

Z = XV (7.8)
Entonces, com®V’ = I tenemos que:
X3 =XVV'j3 =25 (7.10)

y por consiguiente el modeld = Xﬁ + ¢ setransformae’ = Z7 +¢.
El cambio de variables y parametros ha convertido la magrdisefio en una matriz
de columnas ortogonales:

77 =(XV)(XV)=V'X'XV = A (7.11)

siendoA una matriz cuya diagonal principal contiene los valorepip®deX’X . Sin
pérdida de generalidad los supondremos ordenados de farensp — j primeros
X's son no nulos, y los restantgson cero\, = A\p_1 =--- = A,—_;j41 = 0.

2Es inmediato ver qu&k(X’X) C R(X'), pues sit € R(X'X) = Ja: ¢ = X'Xa = X'd,
siendod = X@. Por otra parteR(X’X) no es subespacio propio d& X’), pues ambos tienen la misma
dimensién. Para verlo, basta comprobar que toda depeadimeal entre las columnas d€’X es una
dependencia lineal entre las columnasieEn efecto X' Xb=0=bX'Xb=dd=0=>d=0=
Xb=0.
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Observemos que de (7.9) se deduce, dadolges ortogonal, qué = V4. Por
consiguiente, es equivalente el problema de estifnalrde estimaf, pues el conoci-
miento de un vector permite con facilidad recuperar el dtes. ecuaciones normales

al estimary son:

(Z'2)y =Ny =2y (7.12)
o en forma desarrollada:
A0 L. 0 ... 0
0 X ... 0 ... 0
0 0 ... Ny ... 0|4=2Z2y (7.13)
0o 0 ... 0 ... 0
0o 0 ... 0 ... 0

El sistema (7.13) es indeterminado; solo(ps- j) primerosy’s pueden obtenerse
de él. Obsérvese ademas que de (7.13) se deduce qug wad(/\;, (i =1,...,p —
7).

Consideremos una forma lineal cualquié’l‘ﬁ. Tenemos que:

'3 =eVV'g = (@'V)y =(V'e)y (7.14)
y consiguientemente una estimacionale vendra dada pof’’c)'4. Por tanto?’ 3

sera estimable g es estimablep si @ /3 depende sélo de aquellgés que pueden
ser estimadasEs decir, en el caso de rango— ;) correspondiente a las ecuaciones

normales (7.13);’3 podra estimarse $i/'¢)’ tiene nulas sus Ultimascoordenadas,
lo que a su vez implica:

¢ L @, (7.15)
¢ L W, (7.16)
¢ L Ty (7.17)

: (7.18)
¢ L Ty (7.19)

Por consiguiente, para q&’éﬁ sea estimable; debe poder escribirse como com-
binacion lineal de los vectores propios (&’X) que no figuran en (7.15)—(7.19):
¢= a1l + - + a,_;T,_;, y toda forma estimablé’s debe poder expresarse asi:

— —

glﬁ = (041’171 + -4 ap_jz_)'p_j)'ﬁ (720)

7.3. Varianza en la estimacion de una forma lineal.

Si premultiplicamos ambos lados de las ecuaciones norrsles) 3 = X'Y por

v, (i=1,...,p—j), tenemos:
7(X'X)3 = w'X'Y (7.21)
Ny’ B ' X'Y (7.22)
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y tomando varianzas a ambos lados:

Mvar(7/8) = var(@/X'Y) (7.23)
= /X0’ IX; (7.24)
= /X' Xv;0° (7.25)
= M\o? (7.26)

De la igualdad (7.26) se deduce que:

var (') = " (7.27)
Ademas, para cualquierZ j se tiene:
cov(B/B,T'8) = US40 (7.28)
= 171/((X /X))716j0'2 (729)
= '\ 007 (7.30)
= 02)\3‘71’1_})1‘/17]‘ (731)
0 (7.32)

La varianza de cualquier forma estimabléF , teniendo en cuenta que puede es-
cribirse como en (7.20), y haciendo uso de (7.27) y (7.323, se

var(Z'B) = var[(an@ + -+ ap_jTp_;) 5] (7.33)
= Zvar(?/B) + -+ af)fjvar(ﬁp,j/ﬁ) (7.34)

2 2

_ 2|7 2 g

2 2
2 | Q1 Yp—j

N L . ) 7.36
N A,,_j] (7.36)

La expresion (7.36) es reveladora; la varianza en la esiimate ¢ /3 dependera
de la varianza de la perturbaciéfl y de la direccion de&. Si ¢ no puede expresarse
como combinacién lineal de los vectores propios con valopiorno nuloc’3 no es
estimable. SE = oy + - - - + op—;U,—; Y l0s a’s multiplicando a vectores propios
con reducido valor propio son sustanciales, los correspates sumandos tenderan a
dominar la expresion (7.36).

En definitiva, la varianza en la estimacién de una forma Iiéﬁ depende, fun-
damentalmente, de cuan colineakaon vectores propios de reducido valor propio.

7.4. Eleccion 6ptima de observaciones adicionales

La expresion (7.36) y comentario posterior muestran qum, gaarecernos de va-
rianzas muy grandes en la estimacion de algunas formatdme@bemos actuar sobre
los valores propios mas pequefiog @€ X ), incrementandoldsEn lo que sigue, exa-
minamos esta cuestion con mas detalle.

30 suprimiéndolos. Los métodos de regresion sesgada ded@BSasiguiente hacen explicita esta idea.



7.4. ELECCION OPTIMA DE OBSERVACIONES ADICIONALES 75

Supongamos gue tenemos un conjuntaNdebservacione§y | X), y nos plan-
teamos ampliatX con una fila adicionakx 1’ (e ¢ con el correspondiente valor
observado d&”) de modo que se reduzca al maximo la varianza en la estimdeién
una determinada forma line@! 5 en que estamos interesados. Emplearemos los sub-
indicesN + 1y N para designar estimaciones con y sin esta observaciéroadici
Tenemos entonces que:

T, = oH((X'X)7 (7.37)
Bnvir UQ(X/X+fN+1fN+1/)71 (7.38)
o2, = ofE(X'X)e (7.39)
D = OCCXX +Envndnn) e (7.40)
Entonces,
025~ 02 = (XX) T = (XX + Evadyn ) e (7.42)

y el problema es encontraty; maximizando esta expresion. SEala matriz que
diagonaliza 4 X’ X'). Denominemos:

i = Ve (7.42)
7 = Ving (7.43)
D = V(X'X)V (7.44)

Entonces, (7.41) puede transformarse asi:

02 5 =, = O VVI(X X)) = (XX + En @y )7 V7'45)
= @' D' -V (X'X +@nmina ) WV]ad (7.46)
= o%@' D' - (V(X'X + Enidng V) Ya (7.47)
= @' D' - (D+zz2")Ya (7.48)
Pero (véase Teorema A.2, pag. 179):
D 1lzz'D?
D+zzZ)y =Dt~ 7.49
(D+277) 1+2' D17 (7.49)
Sustituyendo (7.49) en (7.48):
D 1zz'D1
2 2 o 21 N
Torpn — &'BNt1 aa [1+5’D15]a (7.50)
2
Z a;z;
. )\1,
o2~ . (7.51)

Obsérvese que el problema de maximizar (7.41) carece dd@shho imponemos
restricciones, pues la expresion equivalente (7.51) e®tooa creciente al multiplicar
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Z por una constante > 1. Necesitamos una restriccion del tigéz = Y22 =K?
para obtener una solucién Unica. Formando entonces ehigigre,

o 2

(%)
@(3):02172
)

y derivando respectoa, (i = 1, ..., p), obtenemog igualdades de la forma:

—u <Z 2 _ K2> (7.52)

: —pz; =0 (7.53)

Denominando:

S
I

(Z “;) (7.54)
<1 +)° i—2> (7.55)

lasp igualdades anteriores toman la forma:

B

—0 (7.56)

Multiplicando porz; cada una de las anteriores igualdades y sumandolas, pugde de
pejarse:

A2,
y por consiguiente de (7.56) se obtiene:
a; A Zi A2 A2 .
1 1 B a; .
Zl(/\_z+ﬁ) = I (i=1,...,p) (7.59)
0 sea:
2i X 1‘” — = ‘“A_ (7.60)
Ad ()\—1 + W) 1+ %
para; = 1,...,p. Las anteriorep igualdades pueden expresarse en notacion matricial
asi:

7 x(I+K™?2D)'a (7.61)
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Por tanto, la fila a afiadir & para mejorar al maximo la estimacionde3 sera:
i =VZ=(I+K2X'X)"'¢ (7.62)

Este resultado se mantiénsi ¢ /3 era inicialmente inestimable y se hace estimable
mediante la adicion a la matriz de disefiaitie, ; .

Recordemos que hemos obtenido una solucion Unicazpaalo mediante la im-
posicién de una restriccién de escaly z? = K?. Es decir, podemos determinar la
direccion dez, pero no su norma. El examen de (7.51) hace evidente que umano
tan grande como sea posible es lo deseable.

Cabe hacer dos comentarios sobre esta Ultima afirmaciénnkdm, que es légico
que asi sea. Si2 es fija, es claro que siempre preferiremos filas de modulo mandg,
pues si:

Yi=mi+e =00+ +Bp-1Tip-1t+6 (7.63)

incrementar el modulo d&y 1 equivale a incrementam;|; y haciendom;| > ¢;
podemos reducir en términos relativos el pese;dmy;.

En la practica, sin embargo, hay un limite al valorjdg|, cuyo crecimiento des-
aforado podria llevarnos a regiones en las quéjadejan de ser una funcién apro-
ximadamente lineal de los regresores. Por ejemplo, si eletoddtenta ajustar una
constante biolégica como funcion lineal de ciertos tiposidiientes, hay un limite
practico a los valores que pueden tomar los regresorespelasto por las cantidades
gue los sujetos bajo estudio pueden ingerir.

En definitiva, el desarrollo anterior suministralieeccionen que debe tomarse una
observacién adicional para mejorar al maximo la varianzkaerstimacion de& 3.
Tomaremos: 1 tan grande como sea posible en dicha direccion. Si no tuxEsa
una forma estimable Gnica como objetivo, una estrategisasarconsistiria en tomar
observaciones de forma que se incrementasen los menooess/piopios de la matriz
(X’X). Podriamos también aceptar como criterio el de maximizdetrminante de
X'X. Este criterio se conoce como de D-optimalitiad

7.5. Deteccion de la multicolinealidad aproximada

Hay algunos indicios y estadisticos que pueden ayudar aagridtico de multi-
colinealidad.

Elevado R? y todos los parametros no significativos. La multicolinealidad apro-
ximada se pone de manifiesto en elevadas varianzas de losgieré estimados que,
como consecuencia, son de ordinario no significativos yfretemente toman signos
contrarios a los previstos.

Una situacion tipica es aquélla, aparentemente paradéjicpue todos los parame-
tros enf son no significativos y sin embard®? es muy elevado. jParece que ningln
regresor ayuda a ajustar el regresando, y sin embargo tadms@into lo hacen muy
bien! Ello se debe a que la multicolinealidad no permiteiddal la contribucién de
cada regresor.

4Véase Silvey (1969) para més detalles.
5Véase Silvey (1980), una monografia que trata el tema déalietimo.
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Valores propios y nimero de condicion de(X 'X). La existencia de relaciones
lineales aproximadas entre las columnasXdee traduce en relaciones lineales apro-
ximadas entre las columnas (& ' X) (ver nota al pie de la pagina 71). Los métodos
usuales para examinar el condicionamiento de una matrin&is& numérico son por
tanto de aplicacion. En particular, puede recurrirse autaldos valores propios de la
matriz (X 'X); uno o mas valores propios muy pequefios (cero, en caso dieatiult
nealidad perfecta) son indicativos de multicolinealidacbaimada.

A menudo se calcula el “nimero de condicion” de la mathiZ X ), definido como
A1/Ap; nimeros de condicion “grandes” evidencian gran dispdrifstre el mayor
y menor valor propio, y consiguientemente multicolineaticaproximada. Hay que
notar, sin embargo, que se trata de un indicador relativ®, euparticular, depende de
la escala en que se miden las respectivas columnas de la Katralgo perfectamente
arbitrario—.

Factores de incremento de varianza (VIF). Otra practica muy usual consiste en
regresar cada columna dé sobre las restantes; k¥ muy elevado en una o0 mas de
dichas regresiones evidencia una relacion lineal apradéneatre la variable tomada
como regresando y las tomadas como regresores.

LlamemosR2(i) al R? resultante de regresaf; sobre las restantes columnas de
X. Se define efactor de incremento de variangaariance inflation factor) VIE) asi:

def 1

(7.64)

valores de VIFi) mayores que 10 (equivalentega(i) > 0,90) se consideran indica-

tivos de multicolinealidad afectanda’a; junto a alguna de las restantes columnas de
X.

Observacion 7.1 El nombre de “factores de incremento de varianza” tiene
la siguiente motivacion. Supongamos gkigiene sus columnas normalizadas de
modo que(X ' X) es una matriz de correlacion (elementos diagonales wsdari
La varianza de3; eso?(X ' X)%, en que(X ' X)* denota el elemento en la fila y
columnai de la matriz((X ' X))~

Si X tuviera sus columnas ortogonaléX, ' X) (y por tanto((X ' X)) ') se-
rian matrices unidad y V&8;) = o; por tanto,(X ' X )" recoge el factor en que se
modifica en general V48;) respecto de la situacién de minima multicolinealidad
(= regresores ortogonales). Se puede demostraf Fue )™ = (1 — R?(i))™",
lo que muestra que se trata precisamente dg.IF



Capitulo 8

Regresion sesgada.

8.1. Introduccion.

De acuerdo con el teorema de Gauss-Markov (Teorema 2.218adps estimado-
res minimo cuadraticos ordinarios (MCO) son los de variamzema en la clase de los
estimadores lineales insesgados. Cualesquiera otroogs&leremos, si son lineales
y de varianza menor, habran de ser sesgados.

Observacion 8.1 De ahi la denominacion colectiva de métodos de regresion
sesgada. Denominaciones alternativas isgmesion regularizada métodos de
estimaciénpor encogimientq“shrinkage estimators”), esta ultima abarcando un
conjunto de estimadores mucho mas amplio que el considacado

Pese a ello, si consideramos adecuado como criterio erclei@bede un estimador
su ECM (error cuadratico medio) y reparamos en que:

Elée—d? = Ele—E[d+Eld - (8.1)
(8.2)
= Ele—E[dP+E[EE - +2E[¢— E[d][E[] - (83)
=0
= var(é) + (sesgo ¢)* (8.4)

podemos plantearnos la siguiente pregunta: ¢ Es posibleireél ECM en la esti-
macién tolerando un sesgo? Si la respuesta fuera afirmptdaiamos preferir el es-
timador resultante que, aunque sesgado, tendria un ECMrpmoducido por una
disminucién en la varianza capaz de compensar el segundamsianen (8.4).

El Capitulo anterior ponia de manifiesto que vectores psogégX ' X ) con valor
propio asociado nulo o muy pequefio eran responsables dsstairabilidad (en el caso
extremo de valores propios exactamente cero) o estimaaigrimprecisa de formas
linealesé '3 en los parametros. Si es posible ampliar la matriz de dissfidecia,

79
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conviene hacerlo de modo crezcan lo mas posible los valoogsgs mas pequefios.
Analizaremos ahora las implicaciones del analisis reddiza

Si los valores propios pequefios son causantes de elevadazeaen las estima-
ciones, caben varias soluciones:

1. Incrementarlos mediante observaciones adicionalgénsse indica en el Capi-
tulo anterior.

2. Incrementarlos mediante procedimientos “ad-hoc”, quesquieren la toma de
observaciones adicional@idge regression)

3. Prescindir, simplemente, de ellgsgresién en componentes principalesy regre-
sion en raices latentes)

Nos ocuparemos de procedimientos tomando las altern&tjvas3) para reducir la
varianza de los estimadores. De acuerdo con los comentariesores, los procedi-
mientos que disefiemos habran perdido la condicién de iadesgSi se utilizan, es
con la fundada creencia de que, en presencia de multicitladaacusada, la reduc-
cién de varianza que se obtiene compensa la introducciéest® sExiste incluso un
teorema que demuestra la existencia de un estimador seggadiomina (en térmi-
nos de ECM) al MCO; su aplicacion préactica esta limitada ptieeho de que no es
inmediato sabetual precisamente es este estimador.

8.2. Regresion ridge.

8.2.1. Error cuadratico medio del estimador minimo cuadraico
ordinario

Dado que hay varios parametros a estimar, definiremos cor d&Cestimador
MCO:
~ ~ = ! A —
ECM(B) = E[(B—8) (B—5)] (8.5)
que podemos ver también como el valor medio del cuadrado distincia euclidea
ordinariaentredy 3. ComoE[s] = § y X5 = 0*((X 'X)) !, tenemos que:

~ ~ !’

ECM(3) = Eltraza (8- 58) (8- 7))
= Eltraza (8- 3 /
= o“traza (

( vy’ (V = diagonalizadora de ((X'X))™1)
= o’traza V/((X'X))"'V

_ 2 zp: 1 (8.6)
i=1 Ai .

Il
)
[l
=
&
N
s

8.2.2. Clase de estimadores ridge
Definicion 8.1 Definiremos el estimador ridgele parametrd: asi:

AR = (X'X)+kD)'X'Y (8.7)

lvéase Hoerl and Kennard (1970), o cualquiera de los mancitde®s en la Bibliografia.
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siendok una constante positiva a determinar.

El estimador ridge es idéntico al MCO en el caso particulaguek = 0. La relacion
entre ambos para un valor arbitrarioldgueda de manifiesto en la siguiente cadena de
igualdades:

B® = (XX) + kD)X X (X X)X Y (8.8)
(X'X)+ kD)"Y X' X)p (8.9)

= [(xX'X) (X' X)+ kD] A (8.10)

= [I+kx'X) '8 (8.11)

_ 75 (8.12)

Lema 8.1 El error cuadratico medio del estimador ridge de parametreiene dado
por la expresion

P k22
(Ni + k)2

p
ECM[BP] = o> o +k S+ (8.13)
=1

i=1

en que los\; son los valores propios de la matriX 'X)ya = V'3, siendoV una
matriz cuyas columnas son vectores propio$ He.X).

DEMOSTRACION:

De acuerdo con (8.12), el ECM del estimador ridge que halsel@aomparar con
(8.6) es:

E[(3%W - 8)Y(B* - B)] = E(zB8-8)(Z28-5)]
E(23- 23 +2ZB - 3) (23— 23 + Z8 - )]
o?traza [(X'X))"1Z'Z]
(a)
+3"(z-1(Z-1)j3 (8.14)
®)

Examinemos por separado los dos sumandos de (8.14).

(@) = o2traza [((X’X))*1[1+k(X’X)*1} [T+ k(X'X)1]" 1}
[(X'X) + kI + I+ K((X'X)7]
_ Qtraza{ [(X'X) +2kI + K2((X' X))~ 1vv}

= o2traza

= o’traza [V'[(X'X)+2kI +k*(X'X))"']7'V] (8.15)
= 0?2y — 8.16
U;)\ +2k+)\1k2 (8.10)

p .
= o2 As (8.17)

(N + k)2

i=1
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En el paso de (8.15) a (8.16) se ha empleado el hecho de Guelisigonaliza a
(X'X) diagonaliza también a cada una de las matrices en el corghpt® consi-
guiente a la matriz inversa de la contenida en el corcheteotPoparte:

b = F(z-1zZ-15
= A (r+rx'x)71 7 - 1)' (r+r(x' X)) 1) 3
= Kd(A+ kD) %a (siendo @ = V'3)
= traza [K*d (A + k1)~ *d]
P k2a?

= ; e (8.18)

Por consiguiente, el ECM del estimaddf) es, de acuerdo con (8.14), (8.17),y
(8.18):

)\1‘ P /€2042
i + k)2 ()\i + k)2

ECM[p®] = UQZP: ( (8.19)
1=1

i=1

Teorema 8.1 Hay algun valor deék > 0 para el que (8.19) es estrictamente menor que
el ECM del estimador MCO dado por (8.6).

DEMOSTRACION:

Hemos visto mas arriba que cuankle= 0, el estimador ridges® coincide con
el MCO. Por consiguiente, pata= 0 la expresion (8.19) debe coincidir con (8.6),
como en efecto puede comprobarse que sucede. Derivand) (8specto dé:, es
facil comprobar que la derivada én= 0 existe y es—202>""_| /\;2, claramente
negativa. Por consiguiente, siempre podremos (incremeathgeramente:) lograr
que:

ECM[3®] < ECM[3©] = ECM[] (8.20)

lo que demuestra el teorema.

Una percepcién intuitiva del resultado anterior puededosgg comparando las ex-
presiones (8.6) y (8.14), valores medios respectivamenté ¢ 3 )’ (6 — ) y (8% —
ﬁ)’(é(’“ - ﬁ). Se observa que (8.6) puede hacerse arbitrariamente gsakhde: 0
para alguni. La expresion (8.17) esta a cobijo de tal eventualidad, pueguno de
los sumandos puede crecer por encimagé?2. La definicion (8.7) puede verse como
una manipulacion de la diagonal principal €’ X) tendente a incrementar cada va-
lor propio enk. No deja de ser sorprendente que una manipulacion tan teviga la
potencialidad de reducir el ECM.
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8.2.3. Eleccién dé:

Sabemos que existe &r{de hecho, un intervalo de valoresidmejorando el ECM
del estimador MCO; pero nada en la discusién anterior nasipedecidir cual es su
valor. En la préctica, se recurre a alguna o varias de lagesitas soluciones:

Uso de trazas ridge. Se prueban diversos valores representandose las difeesite
timaciones del vectq@ (trazas ridge) se retiene entonces aquel valorida partir del
cual se estabilizan las estimaciones.

La idea es intuitivamente atrayente: pequefos incremeigbgartiendo de cero
tienen habitualmente un efecto drastico sqﬁra&l coste de introducir algin sesgo.
Incrementaremos por tanto hasta que parezca que su influencia s6bse atentia
—hasta que las trazas ridge sean casi horizontales. Elidééitte ocurre esto es no
obstante bastante subjetivo.

Eleccién de k por validacion cruzada. La idea es también muy simple, aunque
computacionalmente algo laboriosa. Sga . la prediccion que hacemos de la ob-
servaciony; cuando empleamos el estimador ridge de paranietistenido con una
muestra de la que excluimos la observaciésima.Definamos

N
CV(k) = Z(yz‘—@(i),k)Q;

=1

es decirCV (k) es la suma de cuadrados de los residuos obtenidos al ajadtapb-
servacion con unaregresion que la ha dejado fuera al edomparametros. Entonces,

kcy = arg mkl'n CV(k),

y la idea es emplear este valasy . En principio, calculaCV (k) para un valor dé:
requeriria llevar a cab®y regresiones, excluyendo cada vez una observacion distinta
En la practica, el calculo puede agilizarse de modo coredidier

Eleccién dek por validacion cruzada generalizada (GCV). Es un criterio estre-
chamente emparentado con el anterior. Sean

A(k) X((X'X)+ kD)X’
jo= XA = A(k)y;

entonces, elegimos

. —112
by argmi 10— A®)T|

ko [trazdl — A(k))]* (8.21)

Sobre la justificacién de dicha eleccién puede verse EubES®8) o Brown (1993),
por ejemplo; no podemos entrar aqui en detalles. Baste geei(8.21) se reduce a
SSE/(N —p)? cuanddk = 0 (minimos cuadrados ordinarios), como resulta inmediato
de la definicion ded(k); una expresion cuya minimizacion parece razonable. Paya ot
valores dek el numerador de (8.21) contindia siendo una suma de cuaddadios
residuos y el denominador al cuadrado del nimergrddos de libertad equivalentes
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Otros criterios.  Nos limitamos a mencionarlos. Detalles adicionales puedeon-
trarse en Brown (1993) o en los trabajos originales de sp&ctigos proponentes.

PN

kuks = (r—2)6°/3 3 (8.22)
kow = (r—2)a2traza(X'X)/(rG’(X'X)B) (8.23)
kvyur = argmm 022 py /\ " k kQZ /\ + AE (8.24)

El criterio (8.22) fue propuesto por Hoerl et al. (1975) yn8auna justificacion baye-
siana. El criterio (8.23) fue propuesto en Lawless and WABF®). El criterio (8.24)

estima el ECM del estimador ridge insesgadamente y tontagele minimiza dicha

estimacion.

8.2.4. Comentarios adicionales

Es evidente que la forma del ECM propuesto pondera por igsadliscrepancias
en la estimacién de ufi; cuyo valor real es muy grande que aquéllas en la estimacion
de uno cuyo valor real es muy pequefio. Por ello, es aconsejaiés de emplear
el procedimiento normalizar los regresores. Alternatieata podria reproducirse el
desarrollo anterior empleando como ECM una expresionpiel s — 3)' M (3 — 3),
siendoM una matriz definida positiva adecudda

Finalmente, es habitual no s6lo normalizar sino tambiétraetanto las columnas
de X comoy . El parametrgd, se sustrae asi al proceso de estimacion ridge, restauran-
dolo al final.

R: Ejemplo 8.1 (ejemplo de regresion ridge)

El siguiente codigo muestra el uso de regresion ridge sabreonjunto de
datos acusadamente colineal. La Figura 8.1 muestra laastradge de los seis
parametros estimados y el valor del criterio GCV para distivalores dé. En
ambas gréficas, que comparten la escala de abscisas, seslda wiaa recta vertical
al nivel dekgcv . Los valores dé x5 Yy kw son también output de la funcion
Im.ridge y podrian haberse utilizado. El primero es practiente idéntico &ccv
y no se ha representado en la Figura 8.1; el segundo si.

--- Obtenido mediante R BATCH demo8.R

#

# La biblioteca MASS contiene una funcién para hacer regres ion
# ridge de manera facil y comoda.

#

options(digits=4)

options(columns=40)

library(MASS)

VVVVVVYV

Attaching package: 'MASS’

The following object(s) are masked _by .GlobalEnv :

UScrime

2Es decir, empleando una métrica distinta de la euclidemaridi para medir la discrepancia enftey
B; M = (X'X) seria una eleccién natural.
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> data(longley) # datos con acusada
> names(longley)[1] <- "y"
> # multicolinealidad
> longley[1:3,]

y GNP Unemployed Armed.Forces Population Year Employed
1947 83.0 234.3 235.6 159.0 107.6 1947 60.32
1948 88.5 259.4 232.5 145.6 108.6 1948 61.12
1949 88.2 258.1 368.2 161.6 109.8 1949 60.17
>
> Im(y ~ ., longley) # MCO
Call:
Im(formula = y ~ ., data = longley)

Coefficients:

(Intercept) GNP Unemployed Armed.Forces Population
2946.8564 0.2635 0.0365 0.0112 -1.7370
Year Employed
-1.4188 0.2313
> Im.ridge(y ~ ., longley) # Por omision de lambda, MCO
GNP Unemployed Armed.Forces Population Year
2946.85636 0.26353 0.03648 0.01116 -1.73703 -1.41880
Employed
0.23129
> #
> # Todas las regresiones ridge para lambda desde 0 a 0.1 en
> # incrementos de 0.0001
> #
> longley.rr <- Im.ridge(y ~ ., longley,
+ lambda = seq(0,0.1,0.001))
> summary(longley.rr)

Length Class Mode

coef 606 -none- numeric
scales 6 -none- numeric
Inter 1 -none- numeric
lambda 101 -none- numeric
ym 1 -none- numeric
Xm 6 -none- numeric
GCvV 101 -none- numeric
kHKB 1 -none- numeric
kLW 1 -none- numeric
> #

> # Proporciona lambda éptimo segun tres diferentes criteri 0s.
> #

> select(longley.rr)

modified HKB estimator is 0.006837
modified L-W estimator is 0.05267
smallest value of GCV at 0.006

> #

> # Lugar que ocupa el lambda que minimiza GCV
> #

> nGCV <- order(longley.rr$GCV)[1]
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> IGCV <- longley.rr$lambda[nGCV] # Lambda minimizador.

> #

> # Hacemos ahora regresion ridge con el lambda seleccionado
> #

> |Im.ridge(y ~ ., longley,lambda=IGCV)

GNP Unemployed Armed.Forces Population

-3.144e+02 1.765e-01 1.937e-02 6.565e-03 -1.328e+00 2.55

Employed
-5.812e-02

postscript(file="demo8.eps",horizontal=FALSE,
width=5,height=9)
par(mfrow=c(2,1))
matplot(longley.rr$lambda,
t(longley.rr$coef),type="1",
xlab=expression(k),
ylab=expression(beta[i])) # Trazas ridge; podriamos
# usar plot(longley.rr)
abline(v=IGCV)
mtext(expression(k[GCV]),side=3,
at=IGCV)
titte(main="Trazas ridge")
plot(longley.rr$lambda,
longley.rr$GCV, type="I",
xlab=expression(k),ylab="GCV",
main="Criterio GCV") # GCV; forma tipica
abline(v=IGCV)
mtext(expression(k[GCV]),side=3,
at=IGCV)
abline(v=longley.rr$kLW)
mtext(expression(k[LW]),side=3,
at=longley.rr$kLW)

+VV+VV+++VV+HVVYV+++V YV +VYV

8.3. Regresidon en componentes principales.

8.3.1. Descripcion del estimador

Consideraremos, por conveniencia notacional, el modddiued en que la colum-
na de “unos”, si existe, ha sido segregada, y los restangjess@es han sido centra-
dos y normalizados. Esto tiene por Unico efecto multiplioarparametros —y sus
estimadores— por constantes respectivamente igualesartarde las columnas de
X afectadas. Con este convenio, el modelo de regresion lipngatonsideramos se
puede escribir asi:

—

G=18+ WG +¢ (8.25)

Supondremos, consistentemente con la notacién antemﬁ*qes un vectofp —
1)x 1,y W unamatrizN x (p—1). La matrizW’W es una matriz con “unos” en la dia-
gonal principal, simétrica, y definida no negativa. Exiséenpre una diagonalizadora
ortogonalV’ tal que:

VIWW)V =A (< WW =VAV) (8.26)

Year
6e-01
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Bi

GCV

20

10

-10

0.130 0.140

0.120

Figura 8.1: Trazas ridge y GVC para los dalmsgley

CV

Trazas ridge

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
k
Criterio GCV
K cV k W
I I I I I I
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10



88 CAPITULO 8. REGRESION SESGADA.

Seant’ , ..., Up—1 los vectores columna d€é. Llamaremosomponentes princi-
palesde W a los vectores; ,. .., u,_; definidos asi:
. = Wi
iUy = Wih
Up—1 = Wi (8.27)

o abreviadamente:
U=WV (8.28)

La matrizU esN x (p— 1), con columnas combinacion lineal de lasiéfe Es ademas
aparente que las columnas Heson ortogonales/’'U = V/(W'W)V = A, y que
generan el mismo subespacio € que las déV’.

SiendoV ortogonal, (8.25) puede transformarse asi:

g = 1B+WG +¢ (8.29)

= 180+ WVV'F +¢ (8.30)

= 16+ U7* +¢ (8.31)

Teniendo en cuenta (ver Problema 8.2) que ;, (t=1,...,p— 1), el vector de
estimadores puede escribirse asi:

(gg) = ((U’U)y_lU'g) = (A—?U/g) (8.32)

Todo lo que hemos hecho hasta el momento es tomar una dédrasé del es-
pacio de proyeccion —la formada por las columnag/den lugar de la formada por
las columnas dé’—. Llegados a este punto, tenemos que recuperar los pacametr
originalesﬁ* a partir de losy*. Silo hacemos mediante

estaremos obteniendo exactamente los estimadores MCQlebhadel estimador en
componentes principaleg. , es emplear solo algunos de los términog/én

Bep=V (%"’) : (8.33)

Necesitamos por tanto criterios para escoger los parasigtoue incluirmos e%)
y los que reemplazamos por cero en (8.33).

8.3.2. Estrategias de seleccion de componentes principgle

Hay varias estrategias. Una discusién mas pormenorizaslalqesumen a conti-
nuacién puede encontrarse en Brown (1993) o en Jolliffe@)L98

Eleccion basada en\;. Como quiera que la varianza dﬁeSO'Q)\;l (véase (7.27),
pag. 74), una estrategia consistiria en tomaffoasociados a; mas grande (es decir,
con menos varianza), despreciando los restantes. El nideeromponentes principa-
les a retener (= el nimero dg's “grandes”) es en buena medida subjetivo.

Noétese que puede ocurrir que componentes asociadas a pragfiecon mucha
varianza —y por tanto desechados— tengan no obstante gdem predictivo de;.
En este caso, podria ser preferible emplear la estrategiatengacion.
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Eleccion basada en el contraste de nulidad de Igg. Se procede asi:

1. Se caleuld Pyyl|* = ||[UA*]|* = 472|dy || + - - - + 4321 ||dp—1 | |°, esta dltima
igualdad haciendo uso de la ortogonalidad entre las colarde&’. Entonces,
SSR = ||Pugl|*,y SSE = ||§ - yI|* — |[U5"]]*.

2. Se contrasta la hip6tesis de nulidad para cada uno defdéseaos(H,;: v; =
0, i=1,...,p— 1), mediante el estadistico:

12

N—-p ’AV'*ZHG:i
P = L ~ - 8.34
Q 1 X SSE FiN—p ( )
gue sigue la distribucién indicada bajo los supuestos halleis mas normalidad
cuandaH; es cierta. Obsérvese que, gracias a ser ortogonales lasradudd/,
la fraccion deS'S R atribuible a cada regresor es independiente de los que pueda

haber ya incluidos en la ecuacién de regresion.

3. Se introducen todos los regresores cuyo estadig§ticupere un nivel prefijado.
Sin pérdida de generalidad, supondremos que éstos sgplimseros, formando
el vectorﬁ(*q).

4. Los/3 se obtienen mediante la transformacién (8.33).

Notese que mientras que la estrategia precedente cormistiasechar compo-
nentes principales asociadas a reducigola presente propone desechar las asocia-
das a reducidd@);; frecuentemente, no suele haber conflicto entre ambosiaiget
l|@:]]? = \i = 0 = Q; ~ 0 amenos que simultaneamente>> 0. Puede ocurrir,
sin embargo, que una componente principal asociada\a nmuy pequefio tenga apre-
ciable valor predictivo (si; es grande). Procederia incluir dicha componente principal
como predictor si el valor d@; lo justifica y la prediccion es el objetivo del analfsis

Estrategia mixta. Propuesta por Jolliffe (1986), ordena Kjsde menor a mayak;

y realizaen este ordemn contraste como el del apartado anterior sobre cada uno de
ellos. Cuando se encuentra el primgrsignificativo, se retiene junto a todos los que

le siguen (com\; mayor, por tanto). Todos I6%" retenidos componen el vectot.

Validacion cruzada. Computacionalmente muy laboriosa. Puede ocurrir que al omi
tir distintas observaciones, dos componentes princigadesiuten su orden. Véanse
detalles en Brown (1993).

8.3.3. Propiedades del estimador en componentes princigs

El sesgo des, » es:

2% p—1
ElBzp—-G = E [V (7(—)?)) - VV*} == > i (8.35)

i=q+1

3Pero este criterio no es unanimemente compartido. Véasergo@ 976).
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y su matriz de covarianzas:

Sp = V<a2 (*gq 8) AL (Ig 8))1/’ (8.36)
= aQiAglmﬁi’ (8.37)
-
< Y N (8.38)
= aQ(Z;;’W)*l (8.39)

en que el simbolgl indica elementos no mayores en la diagonal principal. Lerelif-
cia entre la matriz de covarianzas de los estimadores MCQlg las estimadores en
componentes principales es:

p—1
o Y AN (8.40)

0
i=q+1
y serda importante si entre las componentes principalesiielad como regresores hay
alguna asociada a un muy pequefio.
Las expresiones (8.35) y (8.36)—(8.39) muestran el confliatianza-sesgo en el
caso de la regresion en componentes principales. De (&3 duce la siguiente ex-
presién para la suma de los sesgos al cuadrado:

p—1
[E@ep) - 01 [EGep) - 61= 3 2 (8.41)

i=q+1

Es interesante comparar el resultado anterior con el pcapw@do por el estimador
ridge, y examinarlo a la luz del analisis efectuado en el @ap7. En realidad, todo
cuanto hace el estimador en componentes principales esnegtmizar el modelo, es-
timarlo por MCO, y obtener los estimadores de los parametigmales despreciando
informacion (alguno$;) de gran varianza (si se sigue el criterio de despreciar 481 m
componentes principales con pequedpo de reducidd); o« ;2);; este Ultimo esta-
distico puede contemplarse como relacion sefial/ruido.

El estimador ridge no hace una eleccion tan drastica sinpmediante la intro-
duccion del parametrb, atenla las componentes principales responsables en mayor
medida de la varianza d& Esto se hace evidente si comparamos la siguiente expre-
sion:

S _ Iq 0 —lyr— Iq 0 oo
ﬁCP—V(O O)A Uy—V(O 0)7 (8.42)

con la del estimador ridge equiparable

R = (W'W + kD)W (8.43)
= VV/(W'W + kD 'VV'W'y (8.44)
= V(A+kD)'U'Y (8.45)

4Es decir, tras haber centrado los regresores y segregadiutara de “unos”.
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En (8.42) solog columnas del/’y se utilizan; en (8.45), todas, si bien las que
corresponden a componentes principalesX;anas pequefio reciben una ponderacién
menor, al ser divididas po¥; + & en lugar de poh;. Por ejemplo, sh; = 5, Ay = ,002
y k = 0,01, la primera columna d&’y seria dividida pob,01 ~ 5, mientras que la
cuarta resultaria dividida por012 > 0,002, es decir, su ponderacion se reduciria a la
sexta parte. de la original.

+++++++++++++++++++++++++++++VVVVVVVVVVVVVVVVY

R: Ejemplo 8.2 --- Obtenido mediante R BATCH demo9.R

#
# La funcion regCP admite como argumentos la matriz de regre sores,
# el vector respuesta, y uno de dos argumentos:
tomar : Vector de indices de las componentes principales a
retener. Por ejemplo, tomar=1:3 tomaria las tres primera S.
sig . nivel de significacion de las componentes principal es a

retener. Se toman todas aquéllas --sea cual fuere su valor
propio asociado-- significativas al nivel sig.

La funcion es ineficiente, no hace comprobacion de errore s y tiene
s6lo interés didactico.

HoHHHHHHHHFHR

options(digits=4)
options(columns=30)
regCP <- function(X,y,tomar=NULL,sig=0.05) {

X.c <- scale(X,scale=FALSE) # datos centrados
W  <- scale(X.c,center=FALSE) /
sqrt(nrow(X)-1) # datos centrados y normalizados
WW  <- crossprod(W) # matriz de momentos
factores.escala <- X.c[1,] / WI[1,] # para restaurar los bet as a las
# unidades originales

N <- nrow(X) ; p <- ncol(X) # NUm. observaciones y parametros
res <- eigen(WW)
\% <- res$vectors # Vectores propios de W'W
landas <- res$values # Valores propios de W'W
U <-W %% V # Componentes principales
gamas <- (1 / landas) * t(U) % «% y # Falla si algin landa ==
if (is.null(tomar)) { # Si no se ha indicado que

fit < Isfit(X,y) # CP tomar, se contrastan

SSE  <- sum(fit$residuals"2) # todas al nivel de significac ion

qi <- (N-p) * (gamas *landas)*2 / SSE # sig
tomar <- (1:p)[gi > (1 - pf(qi,1,N-p))]

}

betas <- V[itomar] % * 0 gamas[tomar] # Los betas obtenidos se corrigen
betasCP <- betas / factores.escala # con los factores de esc ala
m.X <- apply(X,2,mean) # Se calculan las medias de las

m.Y <- mean(y) # X ydelay..

betaO <- m.Y - sum(m.X *betasCP) # ...y con ellas, betaO.

#

betasCP <- c(beta0,betasCP)
names(betasCP) <- c("Intercept", # Rotulado coeficiente s, para
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+ dimnames(X)[[2]]) # mayor legibilidad.
+ return(list(betasCP=betasCP,landas=landas,

+ CP.usadas=tomar))

+}

>

> library(MASS)

Attaching package: 'MASS’

The following object(s) are masked _by .GlobalEnv :

UScrime
> data(longley) # datos multicolineales
>y <- longley [,1] # Primera columna es respuesta
> X <- as.matrix(longley[,-1]) # Resto columnas regresores
> #
> # Veamos ahora como funciona regCP. Si quisiéramos tomar, p or €j.,
> # tres componentes principales, la invocariamos asi:
> #
> regCP(X,y,tomar=1:3)
$betasCP
Intercept GNP Unemployed Armed.Forces Population Year
-9.731e+02 2.459e-02 9.953e-03 1.553e-02 3.391e-01 4.967 e-01
Employed
7.239e-01
$landas
[1] 4.5478430 1.1858692 0.2517070 0.0124261 0.0018422 0.0 003126
$CP.usadas
[1] 123
> #
> # Si tomamos tantas componentes principales como regresor es hay, hemos
> # de obtener precisamente la misma solucién que con MCO
> #
> regCP(X,y,tomar=1:ncol(X))
$betasCP
Intercept GNP Unemployed Armed.Forces Population Year
2946.85636 0.26353 0.03648 0.01116 -1.73703 -1.41880
Employed
0.23129
$landas
[1] 4.5478430 1.1858692 0.2517070 0.0124261 0.0018422 0.0 003126
$CP.usadas

[1]123456

> Isfit(X,y)$coefficients # Comprobacién
Intercept GNP Unemployed Armed.Forces Population Year
2946.85636 0.26353 0.03648 0.01116 -1.73703 -1.41880
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Employed
0.23129
#
# Para dejar que la funcién seleccione el niumero de componen tes
# tomando aquéllas significativas al nivel, por ejemplo, O .10,
#
regCP(X,y,sig=0.10)
$betasCP
Intercept GNP Unemployed Armed.Forces Population Year
-961.37468 0.02372 0.01373 0.01991 0.33197 0.49223
Employed
0.66205

V VV VYV

$landas
[1] 4.5478430 1.1858692 0.2517070 0.0124261 0.0018422 0.0 003126

$CP.usadas
1] 1 2

8.4. Regresion en raices latentés

Consideramos el modélo
G=16g+Wh* +¢& (8.46)
o0 alternativamente:
gr=Wg*+¢é (8.47)

en que tanto los regresores como la variable respygstean sido normalizados y
centrados. Es decif;* = =1 (7 — ) siendon? = Zf-vzl(yi —%)2. Si construimos la
matriz N x p siguiente:

A=y | W] (8.48)

tenemos que la matrizd’ A) es una matriz de correlacion (tiene “unos” en la diagonal
principal, es simétrica y semidefinida positiva). 3&a= (v | --- | ¥j,) la matriz que
la diagonaliza:

VI(AAV =A< VAV = A'A (8.49)
Entonces:
Aﬁj :Uoljg*-i-Wl_}'j(O) (_7 = 17---,]9) (850)
y:
N p—1 2
||U0jy_’i* —+ Wﬁj(o) | |2 — (g’i*voj —+ Z Wik“kj) (851)
i=1 k=1
= (A’ A)7; (8.52)
= ) (8.53)

5El trabajo original sobre este procedimiento puede verseé/ester et al. (1974). Puede consultarse
también Troconiz (1987a), pag. 247y ss.
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dondewy; es lak-ésima coordenada dg(o), Wi el elemento en la filda-ésima y
columnak-ésima de la matrizl/, y denominamos*j(o) av; desprovisto de su primer

S ~(0) '
elemento; " = (vo; | ;7 ).
Por consiguiente, cuandg ~ 0 el médulo del lado derecho de (8.50) es cercano
a cero, o lo que es lo mismo:

p—1
yivoj ~ — Y Wirv; Vi€ [l,...,N] (8.54)
k=1

Sivg; # 0, podemos escribir:

- ~x def — —
gt ROG) = —vojlej(O) (8.55)

— =,

Comoy* =y~ (§—7), =7 +ny*y denominandg ;) =7y + 1y ;) tenemos:

T=96)"T=96) = G —95)" T ~9) (8.56)
2
=k Ak — % Ak T]
= (vo;4" — Uij(j)) /(Uij - vij(j))E (8.57)
J
’ 772
= (A7) (A7)~ (8.58)
Vg
2
- A{? (8.59)
Chf;

Notese que la aproximacion gé en (8.55), y correspondiente suma de cuadrados
de los residuos en (8.59, hacen uso exclusivamente de uteadmta informacion
disponible; la de que; es aproximadamente cero para un determinadéodemos
pensar en hacer uso de toda la informacién disponible apendoy mediante una
combinacion lineal dg(;) (i = 1,...,p), debidamente ponderadas por coeficientes
d; a determinar:

<>
Il

p
Z difi) (8.60)
=1

&[T + W (—vo 7)) (8.61)

|
VM“

@
Il
A

(8.62)

Il
&/
(3=
&
~
<y
+
S
/|\
(=
&
S
!
el
2
=
~—

1
ol + W (8.63)

lo que proporciona:

p
Bo = 7L <Zdi> (8.64)

B = —nzdivoflﬁi(o) (8.65)



8.4. REGRESION EN RAICES LATENTES 95

Como los regresord§’” estan centrados, es claro géie= 7, y por tanto de (8.64)
se deducé_?_, d; = 1. Haciendo uso de (8.59), (8.64), y (8.65) obtenemos:

G-9)'G-9 = @G —9)G -9

p ! p
= 772 g* + WZ divoilﬁi(0)> <§* + WzdiUOilﬁi(0)>

i=1

p . 2
= 7722(%) (8.66)

Podemos ahora minimizar la expresion (8.66) sujeta &afie d; = 1. El lagran-
giano es:

. p )\ng p
@(d):nQZ (Ké) —u Zdi—l (8.67)
i=1 * i=1
cuyas derivadas

ov(d) 5 [di) B o
od, =27 (UOZ‘Q)_M_O (i=1,...,p) (8.68)

permiten (multiplicando cada igualdad en (8.68) m?)\i_l y sumando) obtener:

p 122» -1
1= 2n? <Z %) (8.69)
i=1 "
Llevando (8.69) a (8.68) obtenemos:
—1
/\i P 1)21-
20%d; 5 = p = 2n° (Z i) (8.70)
y por tanto:
-1
02 [P 2.
d; = 2 ~0i 8.71
y <§j y (8.71)

Los estimadores deseados se obtienen llevando (8.71)H{865):

fo = (8.72)

<

gro= == AL ()7 (8.73)
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Podriamos detenernos aqui, pero hay mas. Cabe distingutipde de multicoli-
nealidades entre las columnas de la mdffiz | WW]; aquéllas en quey; > 0 (que
llamaremogmulticolinealidades predictivasy aquéllas en que,; ~ 0 (multicolinea-
lidades no predictivas)as primeras permiten despejf, y son aprovechables para la
prediccion, en tanto las segundas son multicolinealidadetamentalmente entre los
regresores.

El estimador anterior pondera caﬁﬁ) en proporcién directa ay; e inversa a\;;
es lo sensato. Pero podemos eliminar en (8.73) términos nasyables, cuandg,

y A; son ambos muy pequefios, para evitar que el sumando cordéspienen (8.73)
reciba gran ponderacion, si parece evidente que se trataadmulticolinealidad no
predictiva. La relacion (8.73) se transformara entonces en

. Yier(F)T”
B =-n ( Zv)g_ (8.74)
siendoP’ un subconjunto dél, ..., p).

La determinaciéon d& es una tarea eminentemente subjetiva; se suele desechar una
multicolinealidad cuanda; < 0,10 y vg; < 0,10, Si ademé@‘i(o) “se aproxima” a un

vector propio dévV'WV.

CUESTIONES, COMPLEMENTOS Y COSAS PARA HACER
8.1 Alfinal de la Seccién 8.2 se proponia emplear un criterioigel t
(6 Y M3 - )
conM = (X 'X). Dése una justificacion para esta eleccionde

8.2 Demuéstrese que 8j es definida como en (8.27), se verifica due

8.3 Sea una muestra formada poobservacionesXs, ..., X, generadas
por una distribucion con media. Demuéstrese que, para algtid es mejor es-
timador (en terminos de error medio cuadratico, ECM) gles Es esto un caso
particular de alguno de los procedimientos de estimaciamexados en este ca-
pitulo?

8.4 Es facil realizar regresioridge incluso con programas pensados sélo
para hacer regresion minimo cuadratica ordinaria. Bastamgar el vectog/ con
p ceros, y la matriZ conp filas adicionales: las de la matizkI,,. Llamamos
X e alamatriz de regresores y vector respuesta asi ampliatioacér regresion
ordinaria dej sobreX obtenemos:

B o= XXX (8.75)
= (X'X+kI)""(X'§ + VKIO) (8.76)

= (X'X+kI)'X'y (8.77)
B® (8.78)

Alternativamente, se puede form&rafiadiendo & las filas de una matriz unidad,
y realizar regresion ponderada (dando a cada observacadmati’ peso unitario
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y a lasp seudo-observaciones afiadidas pg¢&). La alteracién de los pesos es ha-
bitualmente mas comoda que la creacion de una nueva matrégosores. Este
sera de ordinario el método a utilizar cuando hayamos deapnwlichos valo-

res diferentes dé y dispongamos de un programa para hacer regresion minimo
cuadratica ponderada. Las funcionst vy Im (disponibles en R y SHRJS)
admiten ambas el uso de pesos y por tanto se prestan al usitaddszlibreria
MASS contiene no obstante la funcifim.ridge , que hace estimacion ridge de
modo mas comodo para el usuario.

8.5 Supongamos una muestra formada por pares de valgres;), i =
1,..., N.LavariableY es peso, la variabl& es edad, y las observaciones corres-
ponden aV diferentes sujetos. Estamos interesados en especificaieci®n del
peso con la edad. Podriamos construir la matrix de disefio

1 oz 2 2% . 2!
1 oz 22 2 ... xSi
2 3 -
X = 1 z3 x5 =x3 ... 28 (8.79)
1 oy ok % ... 2
y contrastar hip6tesis tales conify : 82 = 33 = ... = Bp—1 = 0 (tendencia
no mas que lineal)tlo : B3 = ... = Bp—1 = 0 (tendencia no mas que cuadra-

tica), etc. Sucede sin embargo, como es facil comprobarugaeanatriz como la
anterior adolece de una acusada multicolinealidad, sesrsctueren los valores
L1y.-.,LTN.

Podriamos ortogonalizar los vectores columna de la matizlisefio (por
ejemplo mediante el procedimiendo de Gram-Schmidt: véaafe@L985) o cual-
quier libro de Algebra Lineal), para obtener una nueva madidisefio. Los nue-
vos vectores columna generan el mismo espacio y el conastée hacerse del
mismo modo que con los originales, pero sin problemas deculittealidad.

Otra posibilidad es sustituir las potencias creciente;dm las columnas d&
por polinomios ortogonales evaluados para los mismosesigr(ver por ejemplo
Seber (1977), Dahlquist and Bjérck (1974), o cualquiera@d Analisis Numéri-
o).

Ambos procedimientos tienen por finalidad encontrar una loagonal o
aproximadamente ortogonal generando el mismo espaci@guedtores columna
originales de la matriz de disefio.

8.6 (1 8.5) ¢ Por qué, para lafinalidad perseguida en el Ejercijm8.seria
de utilidad hacer regresién en componentes principales?
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Capitulo 9

Evaluacion del ajuste.
Diagnosticos.

Ya hemos visto en lo que precede estadisticos para evallmnidad de ajuste
de un modelo, com@Q; pero se trata de estadisticos que dan una idea global del
ajuste. Puede ocurrir que & encubra el hecho de gue localmente —para unas ciertas
observaciones— el ajuste es muy deficiente.

En lo que sigue abordaremos esta cuestion, considerartdamentos para exami-
nar el ajuste localmente (para observaciones individugiemminaremos también la
cuestion intimamente relacionada de cuando una obsem@aci@rias) son muy influ-
yentes, en el sentido de condicionar de modo importantditaasén del modelo.

9.1. Analisis de residuos.

En general, como se ha indicado ya en el Capitulo 10, no cammxta forma en
gue se generan los valores de la variable respﬂ?’esTa)dos los modelos que ajustemos
son en alguna medida provisionales, y su adecuacion a los dabe ser objeto de
andlisis. El desarrollo que se hace a continuacion sigueipalmente a Cook and
Weisberg (1982). Otras referencias de utilidad son HawKifi80), Barnett and Lewis
(1978), Belsley et al. (1980), Myers (1990) y Troco6niz (1887

La forma mas natural de examinar el ajuste consiste en @rasitbs residuos

E=7—XB=I-XX'X)"'X")j=(I-X(X'X)"'X")¢e (9.1)
Podemos contemplar Iés como “estimaciones” de las perturbaciorgg§inobserva-
bles) que han intervenido en la generacion deYlasveremos sin embargo que, en

general, s6lo vagamente reprodéad comportamiento d& En particular,

Teorema 9.1 Bajo los supuestos habituales se verifica que:

99
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1. Los residuos no son, en general, homoscedasticos, smcliendo las perturba-
ciones lo son.

2. Losresiduos no son, en general, incorrelados, inclusmdo las perturbaciones
lo son.

DEMOSTRACION:

Ye = E[(é - E(&))(é — E(6))] (9-2)

ComoE(é) = 0, (9.2) se reduce a:

Eeé' = E[(I-XX'X)"'X"g5'(I-X(X'X)"'X")] (9.3)
= (I-X(X'X)"'X"o?I (9.4)
= o*(I - P), (9.5)

gue en general no tiene elementos iguales a lo largo de larthagrincipal. El aparta-
do 2) del enunciado es inmediato a partir de (9.5), dadd filue P) es una matriz no
diagonal.

Sea,

Dij = fi /((X /X))ilfj (96)

un elemento genérico de la mat#tz(z; ' denota la-ésima fila deX). De la igualdad
(9.1) se deduce:

€& = (1 —pii)ei — Zpijﬁj 9.7)
i#]

Por tanto, el residué-ésimo es un promedio ponderado de la perturbacién comespo
diente a dicha observacion y las de todas las demas obsmreaccon ponderaciones
(1—pi;) ¥ (—psj). Dependiendo de los valores que tomen estos coeficiéntespgera
con desigual fidelidad el valor de.

Los valorew;; dependen solo de la matrix de disefio y son del mayor intevés ¢
veremos mas abajo.

9.1.1. Residuos internamente studentizados.

Los residuos MCO definidos en (9.1) son, por causa de su leettasticidad, des-
aconsejables para la deteccion de observaciones anormndiagndstico de modelos
de regresion. Es sin embargo facil corregir dicha hetematezidad. De (9.5) se deduce
que una estimacién de la varianzasgdeiene dada po#2(1 — p;;). Por tanto,

= (9.8)
+v/62(1 = pis)

parai = 1,..., N son residuos de varianza comun. Se llashadentizaciora la
eliminacion del efecto de un parametro de escala (a¢uiediante division por una

estimacion adecuada. Se denomiimarnamente studentizadados residuos definidos
en (9.8).
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Es de notar que, a pesar de su denominacionyloe siguen una distribuciGnde
Student, pues numerador y denominador no son indepensligntea intervenido en
el computo de2). Es facil demostrar, sin embargo, que bajo los supuestiitulates
mas el de normalidad en las perturbaciongg(N — p) sigue una distribucién beta
B(L,1(N —p—1)).

Al tener losr; la misma varianza, se prestan mejor a ser examinados gréfitam
para identificar posibles observaciones andémalasiiers.

9.1.2. Residuos externamente studentizados.

Definidos por:
f= — L (9.9)
+1/62(i)(1 — pii)

son formalmente idénticos a las, con la Unica salvedad de haberse tomado en el
denominador un estimadé? (i) deo? que no hace uso dg. Mediante una eleccién
adecuada dé?(i) puede lograrse queg siga una distribucién de Student cofN —
p — 1) grados de libertad. Esto permite, entre otras cosas, haoeateula distribucion
del maximo dé: variablest de Student con correlacion por papewéase Seccién 6.3,
pag. 63) para contrastar la presenciadt#iers Tomaremos,

L de—e(l—pa)te
52(5) = €€ é&( i) €
(@ (N—-p-1)

lo que permite probar el siguiente,

(9.10)

Teorema 9.2 Cons2(i) definido como en (9.10), bajo los supuestos habituales mas el
de normalidad en las perturbaciones, los residupdefinidos en (9.9) (externamente
studentizados) siguen una distribucitde Student colV —p— 1) grados de libertad.

DEMOSTRACION:

Podemos escribit; = G}(I — P)€ siendoG; de dimensiéri x N, con un Unico
“uno” en posicioni-ésima y ceros en los demas lugares. LlamanAde G}(I — P)
tenemos que:

€& = A€ (9.11)
Por otra parte, de (9.10) deducimos:
'l - GiGi(I — P)G,] ' Gl
€' (I -P)I-GiGi(I—- PG| 'Gi)(I~-P)e

B
= ¢'Be (9.12)

(N—p-1)6%(i) =

Es facil comprobar quél B = 0, luegoé¢; y 42 (i) son independientes (Lema 4.3, pag.
40). Por otra parte, es también facil comprobar dues idempotente, con rango (=
traza)(N — p — 1). Por consiguiente,

€; _ &/ o*(1—pii) (9.13)
62(i)(1 — pii) 62(i)/o?
_ __&/vor - pi) (9.14)

Vé'BeJ(N—p—1)o2
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Pero en el numerador y denominador de (9.14) hay respedivi@muna variable alea-
toria N(0,1) y unay? dividida entre sus grados de libertad, ambas independidote
gue demuestra el Teorema.

Para contrastar la hip6tesis de presenciaudiiers podemos comparar el mayor de
los residuos externamente studentizados con el cuantipegato de la distribucién del
maximo valor absoluto dk variables aleatoriag de Student (Seccion 6.3, pag. 63).
Supondremos que son incorrelados, salvo que podamosardigcilmente su correla-
cion por pares, como sucede a menudo en Analisis de Varightxto Seber (1977)
reproduce en su Apéndice E tablas adecuadas. Alternatitappewdemos comparar el
mayor residuo internamente studentizado con los valofésas en las tablas de Lund
(1975), o emplear la desigualdad de Bonferroni.

9.1.3. Residuos BLUS.

La studentizacion, tanto interna como externa, eliminatatocedasticidad de los
residuos, pero no la mutua correlacidon. No es posible obteneector deV residuos
incorrelados y ortogonales a las columnasidd.a razon se ve faciimenté:L R(X)
es un vector aleatorio d&¥ coordenadas, pero constrefiido a yacer en un subespacio
(N —p) dimensional. Su distribucién éR" es degenerada, y su matriz de covarianzas
de rangd NV — p) (supuestaX de rango completoNingunatransformacion ortogonal
puede convertir tal matriz en diagonal de raigo

Si es posible, sin embargo, obteriéf — p) residuos incorrelados, homoscedasti-
cos, y de medi@; de hecho, hay multitud de maneras de haéedependiendo del
subconjunto dé N — p) residuos que escojamos.

Tales residuos, denominados BLUS (o ELIO), son de utilidath gontrastar ho-
moscedasticidad (suministrando una alternativa al colooniétodo de Goldfeld-Quandt),
normalidad, etc. Un tratamiento detallado puede enca®rem Theil (1971), Cap. 5.

9.1.4. Residuos borrados.

SeanX(; e Y (i) la matriz de disefio y vector respuesta desprovistos de kxr-obs
vacioni-ésima. Se@(i) el vector de estimadores de los pardmetros obtenido siadich
observacion, es deci@(i) = (Xéi)X(i))‘lXéi)?(i). Se llamaresiduos borrados (de-
leted residualsh losd; definidos agt

di =y — ;' B (9.15)

Un d; muy pequefio o nulo indicaria que la observaci@sima no se separa en su
comportamiento del recogido por la regresion sobre laaméstNV — 1 observaciones.
Lo contrario es cierto si; es muy grande.

Hay una relacién muy simple que permite calculardgpsin necesidad de realizar
N regresiones diferentes sobre todos los conjuntos posiklds— 1 observaciones.

lyéase Theil (1971), pag. 202 y ss.
2Una denominacion alternativa frecuente en la literaturéaage residuos PRESS (predictive sum of
squares residuals).
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En efecto, de (9.15) se deduce que:
di = yi— fi/(Xfi)X(i))_lXéi)?(i)
= g3 [(XX) - &5 XY o) (9.16)
(X'X) ez, (X'X))™!
-7/ (X'X))"17;
iy {(1 — pi) (X'X) ™1 + (X 'X) i " (X ’X))l]

= y -3 |:((X/X))l+ }X&.)Y(i) (9.17)

= Yi— T 1— pa Xéi)Y(i)
— e [(1 —pa)Z (X' X))} +piifil((X/X))_l] Xéi)?(i)
1 —pi
(XXX Y ()

o, Q)

’ 1 —pi

1—pi)yi — & (X' X)"UX'Y — Ty
(U =pa)yi = (X X)) Tiyi) (9.18)

1 —pi
oy - &((XX)XY
1—pi

= ; _Eip“ (9.19)

en que el paso de (9.16) a (9.17) hace uso del Teorema A.21pagVeremos en lo
que sigue que; esta relacionado con la influencia que la observatiésima tiene
sobre la estimacion de los parametros.

9.2. Andlisis de influencia.

Es en general indeseable que la estimacion de un parameeadiede modo ca-
si exclusivo de una sola observacion o de unas pocas, de angnersu eliminacion
conduzca a resultados completamente diferentes. En genexrado esto ocurre, es ne-
cesario particionar la muestra o replantear el modelo. Ba ¢aso, es necesario saber
hasta que punto observaciones aisladas influencian lasaestines de los parametros
para obrar en consecuencia.

Puede parecer que para determinar qué observaciones mfhégsen el resultado
de la estimacion basta mirar los residuos, brutos o stutatts. Ello es verdad, pero
s0lo en parte: puede haber observaciones extraordinarianméluyentes que resulten
muy bien ajustadas por la regresion, como el ejemplo de I@Figpone de manifiesto.

Claramente, el punt@ tiene una notable influencia en la estimacion de la pendien-
te de la recta, hasta el punto de que su omisién daria lugarrasuitado comple-
tamente diferente (la recta dibujada con trazo disconjinsim embargo, su residuo
MCO es muy pequefio; un examen de los residuos MCO —o inclusmsdesiduos
studentizades- dificilmente delataria ninguna anormalidad.

El examen de los residuos borrados detectaria una situemndo la mencionada:
tendria un residuo borrado grande. Pero todavia es posilaealisis més sofisticado,
gue tenga en cuenta, en particular, los pardmetros sobusina observacion es
muy influyente. Abordamos este analisis a continuacion.
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Figura 9.1: Una observacién comdiene residuo borrado muy grande, y gran influen-
cia en la pendiente de la recta de regresion.
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9.2.1. La curva de influencia muestral.

La forma obvia de examinar la influencia de la observa¢iésima consiste en
comparar los vectores de estimadores obtenidos con y dia digservacion? y /3,
respectivamente. En consecuencia, definimostaa de influencia muestrésIC) asi:

SIC;, = (N =1)(8 - Bu)- (9.20)

El factor(N — 1) tiene por mision corregir el efecto del tamafio muestralgealr
dad de todo lo demas, una observacion altera la estimaaibm n@enos cuanto mas
grande sea la muestra.

La expresion (9.20) es vector-valorada: recoge, debidsnaenmplificadas pofNV —
1), por la raz6n apuntada, las diferencias que introduce lasidn de la observacion
i-ésima sobre cada uno de leparametros estimados. Podemos relacionar (9.20) con
el residuo borradé-ésimo haciendo uso del siguiente lema.

Lema 9.1 Se verifica que

s oa oy (XIX)TMEE -1
(B—=Bw) = w_((X X)) 'Z:d;. (9.21)

DEMOSTRACION:
VIXY — (X'X) - 23 ) HX'Y - Zyi)

X' X))tz (X'X)) !
1-Z(X'X))~ 1
X'X)t@mE (X' X)LX'Y
1 —pi
(X'X)'22 ' (X'X)) "y
1 —pi

)
)
[y | ¥~z

= (X)) -

_|_

X/X _1fi oo
= % {(1 —pi)yi — T B +Pu‘yz}

= ((X/X))_lfil

€

— Dii

En consecuencia,

€

1 — pii
y el célculo de la curva de influencia muestral StGrrespondiente a la observacion
no requiere realizar una regresion para cattados los célculos se se pueden hacer con
ayuda de los residuos ordinarios y diagonal de la matrizalggueion correspondientes
a la matriz de proyeccioX (X 'X) 1 X"

Diferentes versiones de la curva de influencia disponilsigegresion lineal puede
encontrarse en Cook and Weisberg (1982) y Belsley et al.0)1%8ternativas como
la curva de influencia empirica EI€ otras, difieren de la curva de influencia muestral
presentada en el grado en que se coréjg@n la EIC se divide entrél — p;;)?, en
lugar de entrél — p;;) como en (9.22).

SIC, = (N-1)(B-Bu) = (N -1)(X'X)™'%
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9.2.2. Distancia de Cook.

Tal y como se indica mas arriba, la curva de influencia en cigilg de sus versio-
nes es, en nuestro caso, un vegtor 1 (p = nimero de parametros). La coordenada
k-ésima desIC; proporciona informacion sobre la influencia de la obsedracésima
en la estimacion dg;. Aunque esta informacién pormenorizada sea Util, en onasio
gueremos una Unica medida resumen de la influencia de unvatige.

Sea,é(i) el vector de estimadores obtenido sin hacer uso de la olzs@niaésima,

y (8 el computado con la muestra completa. Una posibilidad edgranlas discrepan-
cias en una Unica expresion como:

(B = Biiy)'S(B — Bay)

c

D; = (9.22)

siendosS una matriz definida no negativasyuna constante positiva. Puesto qhie-
(8,0%((X'X))~1), unaeleccién posible que aproximadamente “normaliz&2es:
S = (X'X)yec=ps2 Con esta eleccion, la expresion (9.22) se denomistancia
de Cooky es una medida global de la influencia de la observagigony;). Hay otras
posibles elecciones dey ¢ con diferencias, en general, sélo de matiz
Haciendo uso del Lema 9.1 tenemos que la distancia de Codlemseribirse asi:
& Ti X' XN "N X' X)N((X'X 7141'}'
p, - &% (l ))AQ( (X X))~ Ze (9.23)
po2(1 — pii)?
1 i
= 20 (9.24)
P 1—pi

siendor; el i-ésimo residuo internamente studentizado.

9.2.3. DFFITS.

Se definen asi:

DFFIT; = t;,/—20 (9.25)
1 —pii

Se suele considerar observaciones inusuales a aquéllas con

IDFFIT;| > 24/ % (9.26)

9.2.4. DFBETAS.

Se definen por:
DFBETA;, = M (9.27)
g/ (X'X));;

Los estadisticos DFBETA permiten evaluar la influencia debkservaciéni-ésima
sobre el parametrp-ésimo. En cierto modo desglosan la informacion que la mitsa
de Cook resume en un Unico estadistico por observacion. Liwauion de la expresion

3Una relacién de las mismas puede verse en Cook and Weist882)(p. 124.
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(9.27) es clara: la diferencia entre la estimaciondgesimo con y sin la observacion
i-ésima se divide por una estimacién de la desviacion tigeg d

El criterio que se sigue es el de compdFBETA,| con2/v/N. Més detalles en
Belsley et al. (1980).

9.3. Andlisis grafico de residuos

Al margen del uso que pueda hacerse de los residuos en @ralglei sus varieda-
des para, por ejemplo, contrastar hipotesis de presenoiatlilers, etc., con frecuencia
sera conveniente construir algunos graficos. Es mucha.eetoefa informacion que
cabe obtener de ellos. Presentamos a continuacion algeressab gréaficos; otros apa-
receran en contexto en los capitulos dedicados a seleceiémdelos (Capitulo 10)
y transformaciones de las variables (capitulo 11). Retéasnitiles para ampliar lo
gue se expone a continuacién incluyen Troconiz (1987a) r8M§A990), Ryan (1997)
o Atkinson (1985).

9.3.1. Gréficos de residuos frente a indice de observaci¢n¢;)

Frecuentemente, el indice de cada observacion es el tiarapizcir, las observa-
ciones han sido tomadas secuencialmente una despues.d&l odaresentar’; frente
ai nos podria poner de manifiesto rupturas temporales —popéjeoma brusca dis-
minucién del tamafio de los residuos a partir de un ciertoEn ocasiones podemos
ver también en un gréafico de esta naturaleza pautas comoamgiento de residuos,
gue puede convenir investigar.

Pueden emplearse residuos ordinaricsumlentizadogn cualquiera de sus varie-
dades.

9.3.2. Graficos de residuos frente a variables incluidas:;;, €;)

Los residuos ordinarios son por construccion ortogonal@sagquiera de los re-
gresores. No obstante, un gréfico de esta naturaleza puedarapformacion acerca
del modo en que un regresor interviene en la generacion @spaesta: por ejemplo,
podriamos ver una pauta de relacion no lineal efjtsez;;, sugiriendo quer;; debe
suplementarse con un término cuadratico, entrar comoduriponencial, etc.

9.3.3. Graficos de residuos frente a variables excluidds;;, ¢;)

Laidea es similar a la del apartado precedente, pgreon ahora los valores de una
variable no incluida (y candidato a serlo) en la regresidgngtéfico de esta naturaleza
permitiria ver sila parte no explicada de la respuestaélsisiuos) tiene alguna relacion
evidente con la nueva variable. En su caso, dependiendopdeita que dibujaran los
residuos, tendriamos pistas acerca de si dicha varigbke de incluirse tal cual o tras
alguna transformacién funcional.

9.3.4. Graficos de variable afiadiddéy|x_,, €x;|x_;)

La idea es similar a la del apartado anterior. Se dibujardsisiuos de la regresion
deY sobre todas las variablesenosX; sobre los residuos de regresar dicha variable
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sobre todas las demés. Los residuos de ambas regresiongenetespectivamente,
las partes d& y X; ortogonales al subespacio generado por las restanteblearia

Si hubiera alguna pauta en dicha grafica, podriamos intarfgecomo relacién
entreY y X; eliminado en ambas el efecto de las restantes variables.

9.3.5. Graficos de normalidad de residuos

Aunque, como se ha visto (Seccion 9.1.1 y siguiente), laduesstudentizados
no siguen una distribucién normal, a efectos practicos § tEmafios muestrales mo-
derados (Troconiz (1987a), pag. 174, indica que suelemsta 20) la aproximacion
a la normalidad es muy buena, si las perturbaciones son aswovaales.

Hay multitud de pruebas utilizables para contrastar apstea distribucion. La de
Kolmogorov-Smirnov (véase Trocéniz (1987b), pag. 255)eeasb general con mues-
tras grandes y distribuciones continuas —Ilo que incluyeatenal—. Hay contrastes
como el de Shapiro-Wilk descrito en Shapiro and Wilk (1963hapiro and Francia
(1972), especializados en el contraste de la hipétesismieatidad.

Tan Gtil como pueda ser una prueba estadistica convendi@nabrmalidad, en
ocasiones es util un instrumento que permita visualizaataraleza y alcance de la
desviacion respecto a la normalidad, si existe. Los graBoosapel normal cumplen
esta finalidad.

El principio es muy simple: dada una muesfra}? ,, si procede de una distribu-
cién normal los puntogr;, ® ~*(F.(z;))), en queF.(z;) es la funcion de distribucion
empirica de la muestra, deben estar aproximdamente atise®¥éase por ejemplo
Troconiz (1987b), pag. 270.

El grafico puede hacerse manualmente sobre papel espgmape{‘normal”) en
que la escala vertical absorbe la transformackdrt(.); o puede hacerse mediante
ordenador en cuyo caso basta facilitar los datos y verifeedinkalidad del grafico
resultante.

En cualquiera de los casos se cuenta con un instrumento guégao sélo apre-
ciar si hay desviaciones respecto de la normalidad, sinbieande qué naturaleza son
y a qué puntos afectan.

R: Ejemplo 9.1 (graficos para contraste de normalidad de residuos)

La Figura 9.2 se genera mediante el fragmento de cédigodegido a conti-
nuacioén. Los dos primeros paneles recogen sendos grafioosrdalidad para una
muestra normal y una muestra procedente deting puede verse la llamativa
desviacion de la normalidad en este ultimo caso.

--- Obtenido mediante R BATCH demo9a.R

> #

> # Ejemplo de uso de graficas de normalidad

> #

> postscript(file="demo9a.eps",horizontal=FALSE,

+ paper="a4",width=5,height=6)

> par(mfrow=c(2,2))

> muestra <- rnorm(200)

> qgnorm(muestra,main="Q_Q Plot de\n 200 obs. N(0,1)")

> muestra <- rf(200,1,2)

> qgnorm(muestra,main="Q-Q Plot de\n 200 obs. F con 1,2 g.l ")
> rm(muestra)

> #

> # Probemos ahora con los residuos interna y externamente
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Figura 9.2: Graficos para contraste de normalidad
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> # estudentizados de una regresion
> #
> library(MASS)

Attaching package: 'MASS’

The following object(s) are masked _by .GlobalEnv :
UScrime

data(UScrime)

#

# Ajustamos un modelo a la variable y

#

modelo <- Imly ~ M + Ed + Pol + M.F + Ul + U2 +
Prob + Ineq, data =UScrime)

Extraemos y dibujamos los residuos. Obsérvese que
NO empleariamos para estos graficos residuos
ordinarios, por sus diferentes varianzas.

qgnorm(stdres(modelo),
main="Q_Q Plot residuos\n int. studentizados")
qgnorm(studres(modelo),
main="Q_Q Plot residuos\n ext. studentizados")

V+V+VVVVVYV+VVVYVYV
HHHHFH

a0

Los siguientes dos paneles muestran los graficos de noedatioirespon-
dientes a los residuos interna y externamatiielentizadosle un mismo modelo.
Puede constatarse que son casi idénticos y que sugiereenjuste de la mues-
tra a la hip6tesis de normalidad.

9.3.6. Graficos de residuos ordinarios frente a residuos boados
Un residuo borrado no necesariamente es indicativo de ga®bservacion sea
muy influyente. Lo realmente sintomatico es una gran divesigeentre el residuo ordi-
narioy el residuo borrado, pues ello indica que al omititdaarvacién correspondiente
los resultados varian mucho, al menos en el ajuste de lavatos@mi-ésima.
Por ello se propone como gréfico util en el diagnéstico de utatocel deg; frente
ad;. En general, deberiamos observar puntos aproximadanudmiela bisectrizd; ~
¢;. Puntos muy separados de la bisectriz corresponderiareavab®nes que alteran
sustancialmente la regresion.

CUESTIONES, COMPLEMENTOS Y COSAS PARA HACER

9.1 Demuéstrese que’ /(N — p), bajo los supuestos habituales mas nor-

malidad, sigue una distribucién befa(1, 3 (N —p — 1)).



Capitulo 10

Seleccién de modelos.

10.1. Criterios para la comparacion.

En ocasiones, ajustamos un modelo de regresién teniendaeaalara de las
variables que debemos incluir como regresores. Es masfnegsin embargo, el caso
en gue solo tenemos una idea aproximada de la forma adecamdayestro modelo,

y debemos decidir con criterio estadistico qué regresaiesrdser incluidos.

Para enfrentar este tipo de situaciones necesitamos, pgraute, criterios de bon-
dad de ajuste, capaces de permitirnos comparar distintdelosajustados a una mis-
ma muestra. Por otra, necesitamos estrategias de seléecidmniables que construyan
de manera automatica o semi-automatica subconjuntos de kosl modelos posibles
susceptibles de incluir el “mejor”. Examinaremos en estxi®e el primer punto.

Es claro que no podemos preferir un modelo a otro simplenporgue suSSE
es menor, dado que totigariable que incluyamos en la regresion, tenga mucha o poca
relacién con la variable respuesta, redudaE. Tenemos, pues, que buscar criterios
mas elaborados.

10.1.1. Maximizacion deﬁz.
Se define etoeficiente de determinacion corregidsi:

N -1
N-—p

—2
R,=1-[1-R}]x (10.1)

1Las Unicas excepciones son aquellas variables corregtesia columnas de la matriz de disefio
ortogonales @&, o que son combinacion lineal exacta de columnas correggued a variables ya presentes
entre los regresores.

111
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haciendo referencia el subindigel nimero de regresores presentes en el modelo. Si
reescribimos la ecuacién (10.1) en la forma:

—2 N -1
1-R, = [1—R§]XN_p (10.2)
_ SSE, N-1
= 55T “Nop (103)

vemos que mientras que el primer término de la derecha d8)(&8.mon6tono no
creciente corp, el segundo es mondétono creciente. Por consiguiente, dupto de
ambo$ puede crecer o decrecer al creper

Es frecuente por ello utiliza_Rf) como criterio de ajuste. Aunque Util, veremos
sin embargo que debe complementarse con otros critericesx@usiva aplicacién da
lugar con gran probabilidad a modelos sobreparametrizado® pone de manifiesto
el siguiente teorema.

o =2 . .z -
Teorema 10.1El estadistica,, crece con laintroduccion de un parametro en la ecua-

cion de regresion si el estadisticg, asociado al contraste de significacion de dicho
parametro verificaQ;, > 1.

DEMOSTRACION:3

Para contrastar la significacion del+ 1)-ésimo parametro, empleamos (Seccién
4.2, pag. 45):

SSE, - SSE,;; N-p-—1

— 10.4
@ SSE, 1 (104
R2, . — R2 —p—
_ B _ o)  Nop-1 (10.5)
1-R2| 1
de donde:
1-R,)Qn = (R, —R)(N—-p-1) (10.6)
Qn—QwR:,, = (N-p-1)R. ,—(N—-p—1)R, (10.7)
Qn+(N—p-1R; = Ry [(N—p—1)+Q] (10.8)

Despejandd??, ; tenemos:

2 . Qh+(N_p_1)R2
Ry = o (109)

1 2
N—p—T@n + By
1+ x==Qn

(10.10)

2Expresiones como la anterior con un término funcién de lassdencuadrados de los residuos y otro
interpretable como “penalizacién” por la introduccién @egmetros adicionales, son ubicuas en la literatura
estadistica. L&, de Mallows que se examina méas abajo tiene la misma forma, cometios criterios de
ajuste utilizados sobre todo en el andlisis de series teatg®orCriterio de Informacion de Akaike (AIC),
FPE, BIC, etc.

3Sigue a Haitovsky (1969).
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De (10.10) y de la definicion dﬁiﬂ se deduce que:

—2 N-—-1
Rp+1 = 1- [1 — R127+1] X m (1011)
Sustituyendo en esta expresién (10.10) llegamos a:
— 1 - R2] N -1
R,pw = 11— 5= % (10.12)
P ]\}D—pj_l h N — p— 1
N-—-1
= 1-1-R]—e— 10.13
- Rl 1o (10.13)
N -1 N —
= 1-[1-RY P (10.14)

PN—-—pN-p-—1+Q

5 M
RP

Es evidente de (10.14) qLTE-z+1 > Ff, siQy > 1,y viceversa. Maximizarﬁf, im-
plica introducir en la ecuacién de regresion todos aquedigeesores cuyo estadistico
Q@n sea superior a la unidad; pero esto ocurre con probabiidad0 incluso cuando
h: B; = 0 es cierta. Consecuentemente, el emplear este critericcersaa conduciria
con gran probabilidad al ajuste de modelos sobrepararagtsz

10.1.2. Criterio C, de Mallows.

Supongamos que la variable aleatorid se genera realmente como prescribe el
modeloY = X3 + & , no obstante lo cual ajustamos el modelo equivocHde
X 3+¢ conp parametros. Una vez estimado, dicho modelo suministraéatiqziones
Y ). Un criterio para evaluar la adecuacién del modelo estinahdeal, seria el error
cuadratico medio

ECM = E(Y® — x3) (v® — x3) (10.15)
que sumando y restandg(Y (?)) dentro de cada paréntesis podemos descomponer asi:
ECM = E [(y@) _EY®)) (v _ E(y@)))}
+E [(E(Y@) ~ X3 (BEY®) - xj )] (10.16)
= Var(Y®)) + (Sesgoj. (10.17)
El primer término no ofrece dificultad. Como
v = X(X'X)1XY = XX X)X (XF +e), (10.18)
tenemos que
EY®] = X(X'X)'X'Xxp
y
(Y® —BY®) (¥ - By®) = XXX X'XX'X)'X'e
= eXx(x'x)'x'e
~ 02)(127. (10.19)

40Obsérvese que si el términen (10.14) fuera la unidad —lo que acontece cuafgo= 1—, el lado
derecho seria precisamer@%. SiQp > 1, t es menor que 1y, como sélo multiplica al sustraendo en

(10.14), el resultado emayorqueﬁf,.
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Falta el término de sesgo. Observemos que

E(Y —-Y®Y'(¥ —Y®)] = E [(Xﬁ _XEX'D)X'x5) (x5 _X(X’X)*X’Xﬁ)}
SSE (Sesgol
+ E [g’(.r - X(X ’X)—lx’)g] .
Por consiguiente,
(Sesg9® = E[SSE] — Elo°Xxy_,]- (10.20)
Sustituyendo en (10.17) tenemos entonces que
ECM = EI[SSE—od’x%_,] +E[0°x;] (10.21)
= E[SSE]—d*(N —p) +o?p, (10.22)
y por consiguiente:
ECM SSE
= { = ] — N +2p. (10.23)
Minimizar esta Ultima expresién es lo mismo que minimizar
E [SSQE} + 2p, (10.24)
(o

ya queN es constante. Como quiera que el valor medio en la expresi@ni@ no
puede ser calculado § es desconocida, todo lo que podemos hacer es reemplazar
(10.24) por la expresion analoga,

SSE

A esta Ultima expresion se la conoce co@pde Mallows.

Para que se verifique la aproximacion en (10.25) es precsé7s o2, lo que se
consigue si la muestra es lo suficientemente grardey SSEWN—2=%) /(N —p—k),
estando entre lo§ + k) regresores incluidos Igsnecesarios. Incluso aunque entre
dichos(p + k) regresores haya algunos innecesardses insesgado; el precio que
se paga por emplear mas parametros de los debidos en la@étindgo? es una
reduccidn en el nUmero de grados de libertad (véase Sec@jpn 5

De acuerdo con el criterio de Mallows, seleccionaremos elaltoque minimice
C,. La expresion (10.25) es otro ejemplo de criterio de ajustepenalizacion. Cada
nuevo parametro que introducimos, reduce qWis4., pero esta reduccion tiene un
precio: el incremento del segundo sumando de (10.25) enefeEfo neto indica si el
nuevo regresor es 0 no deseable.

Observacion 10.1De acuerdo con el criterié’, de Mallows, dada una
ecuacion de regresién con unos ciertos regresores presamteduciremos un
nuevo regresor si éste puede “pagar” su inclusion reducisittF en, al menos,
dos vece$2. La maximizacion dé_%i, en cambio, requeriria en analoga situacion
introducir el mismo regresor si disminuges E en al menos una ve#. El criterio
C)p de Mallows es mas restrictivo

5La comparacion es aproximada tan solo. El valosdeque se emplea en el criteri@, se obtiene,
tipicamente, ajustando el modelo mas parametrizado (eistioniza el riesgo de introducir sesgos en la
estimacion des?, aunque seguramente nos hace despilfarrar algunos graditedad). Por el contrario,
al utilizar el criterio basado eﬁi introducimos el nuevo regresor &, > 1 en (10.4), es decir, si la
disminucidnSSE,—SSE,+1 enlasumade cuadrados de los residuos es mayarque SSEp+1/(N—
p — 1), varianza estimadan el modelo cop + 1 regresores
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Observacion 10.2Un estadistico se enfrenta con frecuencia a este dilema
en su trabajo. ¢ Hasta dénde procede llevar la complejidadatielo a emplear?
¢ Qué mejora en el ajuste de un modelo a la muestra justifickdi@ma de un nue-
vo parametro?. O, si se prefiere, ¢ Cuan afilada debe ser jja dav®ckham? En
el caso del modelo de regresion lineal, el criteripsuministra seguramente una
navaja con el filo adecuado; argumentos alternativos llevaiterios equivalentes
o similares alC),. Es un hecho notable y llamativo que por diversas vias sedleg
siempre a analogos resultados, que tienen en comun el netbniplejidad del
modelo empleado como una funcién lineal o aproximadamémealldel nime-
ro de sus parametros; mas sobre esto en la Seccién 10.1.8.F&etion 10.1.4
se introduce la idea de lalidaciéon cruzadaque proporciona una forma alter-
nativa de evaluar la bondad de ajuste de un modelo soslaydmaopleo de una
penalizacién basada en el nmero de parametros.

10.1.3. Ciiterio AIC

Relacionado con el criteri¢’, de Mallows, aunque valido de modo mucho mas
general y motivado de modo muy diferente, esta el criterio fkaike’sInformation
Criterion, oAn InformationCriterion). Consiste en seleccionar el modelo minimizan-
do

AIC(p) = —2log, m;jx verosimilitudz, 6) | + 2p

El primer término en la expresién anterior es, como efijale Mallows, una medida
de bondad de ajuste (disminuye al crecer el maximo de la weilitad); el segun-
do penaliza el nimero de parémetros?erPuede verse una justificacion en Akaike
(1972) (y en Akaike (1974), Akaike (1991)). Una explicacgdmplificada que sigue
esencialmente a de Leeuw (2000) puede encontrarse en [RG@&3), Seccién 9.2.2.
Cuando consideremos modelos de regresion lineal con nioladakl uso de los
criterios AIC yC,, darfa resultados exactamente equivalentes si conociéeehfam-
bos criterios difieren en tal caso en una constante; ver \lenand Ripley (1999a),
pag. 185). Cuande? es desconocida y ha de ser estimada a partir de los datossambo
criterios pueden diferir, pero son a efectos practicogéatabiables. El criterio AIC
no obstante es de ambito mucho més general, y puede seadnildondequiera que
tengamos una verosimilitud, sea o no normal la distribugEmeradora de la muestra.

10.1.4. Residuos borrados y validacion cruzada

Hemos visto que el problema de emplear como criterio pasddasion de modelos
alguno de los estadisticos de ajuste obvios (suma de cuadegidual 22, o similar)
estriba en que hay que tomar en consideracion el diferememide parametros en
cada modelo.

El problema consiste en que, al incrementar el niimero dengdras, el modelo
puede “seguir’ mas a la muestra, ajustando no solo el comparhto predecible sino
incluso el puramente aleatorio Se adapta muy biemamuestra —la que hemos
empleado para estimarlo—, pero quiza no a otras.

Una solucién consistiria en estimar los modelos con unatrau@suestra de entre-
namiento o aprendizaje) y evaluarlos examinando su comp@rhto en la prediccién
de otra diferente (muestra de validacion). Actuando asi, estarfamsalvo de im-
presiones excesivamente optimistas: la suma de cuadrados desiduos d?? que
calcularamos para cada modelo reflejaria su capacidad éeadjeacion: su compor-
tamiento con otras observaciones distintas de las que hadseara estimarlo.
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Lamentablemente, esto requiere dividir nuestra displddéal de observaciones en
dos grupos: uno para estimar y otro para validar. El obteméiagnéstico realista por
este procedimiento requiere sacrificar en aras de la vadidana preciosa fraccion de
muestra que habria permitido, quiza, estimar mejor.

¢ Realmente es esto asi? No; una vez que hemos decidido parcetimiento
anterior de fraccionar la muestra en dos para selecciorrapéélo mejor, podemos
empleattodaslas observaciones en reestimarlo.

La idea de lavalidacion cruzadancorpora una mejora adicional al planteamiento
anterior. No tenemos necesariamente que usar solo unagfiade la muestra para
validar. Podemos dividir la muestra en dos (0 mas) partespleantodas ellas en la
validacion. El ejemplo que sigue detalla los pasos a seguiehdo validacién cruzada
por mitades.

Ejemplo 10.1 Consideremos una muestra de tamafio= 100. Tenemos
una coleccion dé& modelosM;, i = 1,..., K, posiblemente con diferente nu-
mero de parametros, de entre los que queremos selecciomaPaotiemos dividir
la muestra en dos trozogl y B, de tamafios respectivi€s = N = 50, y
proceder asi:

1. Con la muestral estimaremos cada uno de los modebds.

2. Examinaremos el ajuste de los modelos asi estimados aktnrald, compu-
tando sumas de cuadrados residuales para cada uno de IdemSGE§A).

3. Con la muestrd® estimaremos cada uno de los modelds.

4. Examinaremos el ajuste de los modelos asi estimados &k&tmad, compu-
tando sumas de cuadrados residuales para cada uno de Idemﬁ@éfi(B)

5. TantoSSEZ.(A) comoSSEZ.(B) son estimaciones de las sumas de cuadrados
de los residuos del modeld1;, cuando se utiliza en prediccion sobre una
muestra diferente de la que se ha empleado en su estimaoemBs pro-
mediar ambas para obtener un Unico estadisf&e; = %(SSEZ?A) +
SSEP).

6. Seleccionaremos el modeld; tal queSSE; es minimo.

Observemos que nada nos constrifie a dividir la muestra epatites; podriamos
dividirla ens partes, y proceder exactamente del mismo modo: utilizarsasuce-
sivamentes—1 partes para estimar y la restante para eva‘}uhEi“), {=1,...,s,
(suma de cuadrados de los residuos al predecir en la mdestediante el modelo
M estimado con las restantes observaciones). PromediwsiuamresSSE,f“
obtendriamos &S E; del modeloM ;.

El caso extremo consistiria en tomar= N, y realizar el proceso dejando
cada vez fuera una Unica observacion (validacién cruzatipaleave one ot

En muchas situaciones esta estrategia puede requerir ugraside calculo
formidable: jcada modelo ha de ser reestiméifo— 1) veces, dejando cada vez
fuera de la muestra de estimacion una observacion diféreénteegresion lineal,
sin embargo, la diferencia entre la prediccion de la obséma-ésima haciendo
uso de todas las restantes y el valor observado de la misnsarggemente, el
residuo borrado, de cémoda y rapida obtencion (véase $e8cdt). Por tanto,
utilizando la notacion de dicha Seccion,

SSEf = di (t=1,...,N)

N
SSE; = N~') SSE;.
=1
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El modelo seleccionado es aquél al que correspond®sin; mas pequeffo

10.1.5. Complejidad estocastica y longitud de descripcidminima*

En esencia, seleccionar un modelo entrafia adoptar un corigarentre la bondad
de ajuste y la complejidad, medida por el nimero de sus pamsn&abemos que un
modelo lineal suficientemente parametrizado podria ajpstdectamente la muestra,
pero que ello no significa que sea idoneo: puede tener muyqapeidad de genera-
lizacién. Por el contrario, un modelo que no incluya los peetios suficientes dara un
ajuste susceptible de mejora. Se trata de alcanzar untaguintre los dos objetivos
en contradiccion: un modelo dando buen ajuste y con los nofparametros precisos.

Una aproximacion intuitivamente atrayente al problemasgjuiente: tratemos de
dar una descripcion tan corta como sea posible de la evaldaanuestra). Esto puede
de nuevo verse como una apelacion al principio de Ockhanstieon“explicaciones”
de la realidad que hacen uso del minimo nimero de entidades.

La aproximacion propuesta exige medir la longitud de ladgsion que hagamos,
y podemos para ello hacer uso de la Teoria de la Informaciérpddemos elaborar
esta cuestion con detalle aqui (véase una buena introdueciBissanen (1989), y de-
talles en Legg (1996)). En esencia, dado un modelo probabdipodemos describir o
codificar unos datos de modo compacto asignando a los méas™fanenos probables)
los cédigos mas largos.

Observacion 10.3Esta estrategia, de sentido comun, es la que hace que al
codificar en el alfabeto telegrafico de Morse la letra “e” (mfneguente en inglés)
se adoptara el cédigo, reservando los cédigos mas largos para caracteres menos
frecuentes (ej..- parala“x”).

Ademade codificar los datos tenemos que codificar los parametiaaaiielo pro-
babilistico. La longitud total de descripcion de la muegtreuando hacemos uso del
modelo probabilisticoV;, haciendo uso del vector de paramettqses entonces

MDL(My;ij) = (Cédigo necesario parg) (10.26)
+  (Codigo necesario patg,).  (10.27)

Un mal ajuste hara que el primer sumando sea grande; losmatstrales se desvian
mucho de lo que el modelo predice. Un modelo con un perfeasteajendria un primer
sumando nulo (porque las se deducirian exactamente del modelo, y no requeririan
ser codificadas), pero requeriria quiza muchos pardmetcosmentando el segundo
sumando.

El criterio MDL propone seleccionar el model;, que minimiza (10.27). En el
caso de modelos de regresion, el criterio MDL da resultattoaamente emparentados
asintoticamente con los precedentes (suma de cuadrad &PRE); véanse detalles
en Rissanen (1989), Cap. 5.

10.2. Seleccion de variables.

Una aproximacioén ingenua al problema consistiria en estuaireduccion en un
. . . =2 .. . ., .
cierto criterio SSE, R, Cy, ...) originada por la introduccién de cada variable, y

6Notese queSSE; es lo que se conoce también como suma de cuadrados de lasoepigdictiva o
PRESS; véase nota a pie de pagina de la Seccion 9.1.4.
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retener como regresores todas aquellas variables que dligia a una reduccion sig-
nificativa. Desgraciadamente, esta estrategia no tienearta el hecho de que, a me-
nos que las columnas de la matriz de dis@fisean ortogonales, la reducciong6FE
originada por la inclusién de una variable depende de qaé wtriables estén ya pre-
sentes en la ecuacion ajustada.

Se impone, pues, emplear procedimientos mas sofisticadtaci®hamos algunos
de los mas utilizados.

10.2.1. Regresion sobre todos los subconjuntos de variable

De acuerdo con el parrafo anterior, la adopcion de una egteaingenua podria
dificultar el hallazgo de un modelo adecuado. Por ejemplegebien suceder que una
variableX;, que debiera ser incluida en el modelo, no origine una rédinis@nifica-
tiva de SSE cuando la introducimos después de. Si esto ocurre, es claro que;
no mostrara sus buenas condiciones como regresor mas caisogucida conx;;
ausente.

Una posible solucién seria, dadesegresores, formar todos los posibles subcon-
juntos de regresores y efectuar todas las posibles regessiceteniendo aquélla que,
de acuerdo con el criterio de bondad de ajuste que hayamptagdoparezca mejor.

El inconveniente es el gran volumen de calculo que es prezddiaar. Piénsese que
conp regresores pueden estima®se- 1 diferentes regresiones. pi= 5, 2P — 1 = 31;
pero sip = 10, 2P — 1 = 1023, y parap > 20 habria que realizar por encima de un
millon de regresiones. Hay procedimientos para reduciilizagel calculd, pero ain
asi éste puede resultar excesivo.

10.2.2. Regresion escalonadatepwise regression).

Se trata de un procedimiento muy utilizado que, aunque nangjaa obtener la
mejor ecuacién de regresién, suministra modelos que faiviante son éptimos o
muy préximos al 6ptimo, con muy poco trabajo por parte delistaaDescribiremos el
procedimiento de regresién escalonada “hacia adeléiot®iiard selection procedurg)
la regresion escalonada “hacia atrélsackward elimination)o mixta son variantes
faciles de entender.

En cada momento, tendremos una ecuacion de regresidnipralisgjue incluye
algunas variables (regresores incluidos) y no otras (seges ausentes). Al comienzo
del procedimiento, la ecuacién de regresién no incluye imnggresor. El modo de
operar es entonces el siguiente:

1. Calcular los estadistic@g;, para todos los regresores auseiitess; = 0).

2. SeaQ); el maximo estadistico de los calculados en 1)Q$i < F, siendoF
un umbral prefijado, finalizar; la ecuacion provisional eddéinitiva. Si, por el
contrario,(); > F, se introduce la variable correspondiente en la ecuacion de
regresion.

3. Si no quedan regresores ausentes, finalizar el procadonien caso contrario,
reiniciar los calculos en 1).

En suma, se trata de introducir las variables de una en unargen de mayor
contribucién a disminuis SE, y mientras la disminucién sea apreciable.

7Véase Seber (1977), pag. 349y ss.
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El procedimiento de regresion “hacia atras” procede de naamealoga, pero se
comienza con una ecuacién que incluye todos los regresosesyan excluyendo de
uno en uno, mientras el incremento®£f FE que dicha exclusién origine no sea excesi-
vo. En el procedimiento mixto, por fin, se alterna la inclasgi@xclusion de variables
en la recta de regresion; ello permite que una variableitielsea posteriormente de-
sechada cuando la presencia de otra u otras hacen su coidinifaula reduccion de
SSFE insignificante.

Los criterios de entrada y salida de variables se fijan efipanio sendos valores
Fentrada Y Fsalida que deben ser superados (no alcanzados) @@} ebrrespondiente
para que una variable pueda ser incluida (excluida) en les&m. Ambos umbra-
les pueden ser el mismo. Mediante su seleccion adecuadde pagrarse un algo-
ritmo “hacia adelante” puro (fijand®;.i:0. = 0, con lo que se impide el abandono
de cualquier variable introducida), “hacia atras” purca(fdo Fentrada Muy grande,

y comenzando con una ecuacion de regresion que incluye laslasriables), o un
procedimiento mixto arbitrariamente proximo a cualquiedos dos extrem8s

R: Ejemplo 10.1 (seleccién automatica de modeldd)ejemplo siguiente
muestra el uso de las funcionksps (en el paquete del mismo nombre) para
hacer regresion sobre todos los subconjuntos con critRﬁoE2 0 Cp, stepAIC
(en el paquet®MASS para hacer regresion escalonada con criterio AIC y algunas
otras funciones ancilares.

La Figura 10.1 muestra el comportamiento tipico de losroge”;, y R .se
aprecia que, aunque de forma no muy notoria en este (:asdi,eeibcﬁ2 tiende a
seleccionar modelos mas parametrizados.

--- Obtenido mediante R BATCH demol0.R

10.3. Modelos bien estructurados jerarquicamente

La facilidad con que los algoritmos presentados en estd@apiroducen modelos
candidatos no debe hacer que el analista delegue demasiadio® Un modelo ha
de ser consistente con los conocimientos fiables que sertermgaca del fendmeno
bajo estudio. Debe ser también interpretable. Prestergosial atencion a este ultimo
requerimiento.

Imaginemos un modelo como el siguiente:

y = Bo+5X+PX?+e (10.28)

En un caso asi, frecuentemente el interés se centrara eiddilsi la relacion de¥
conY es lineal o cuadratica —es decir, en contrastar la hipotesjs, = 0—.

Es frecuentemente el caso gkiese mide en unidades en que tanto la escala como el
origen son arbitrarios (como ocurria, por ejemplo, en eldig® 2.8, pag. 27); y seria
inconveniente que el contraste Wedependiera del origen y de la escala empleadas.

8Podria pensarse en fijar niveles de significacion para ladaty salida de variables. Esto no se hace
porque serian considerablemente arduos de computaryebséjue en un procedimiergtepwisese selec-
ciona para entrar o salir de la ecuacion de regresion lablar@n un@;, mayor (menor). Bajo la hipétesis
de nulidad del correspondiente pardmetro,Qin cualquiera se distribuye como ufade Snedecor con
grados de libertad apropiaddsl mayor (o menor) de los estadistic@3;, en cada etapa, sigue una distri-
bucién diferente (véase Capitulo 6). El nivel de signifiacisociado al contraste implicito en la inclusién
0 exclusién de un regresap esla probabilidad a la derecha (o izquierda) Bg,sraqa (0 Fsalida) €N UNA
distribucionF con grados de libertad apropiados.
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Figura 10.1: Valores d€’, y R para 141 modelos ajustados a los dal§&srime
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Lo menos que debemos esperar de nuestra inferencia es qirvagante frente a
cambios en las unidades de medida.
Si en (10.28) reemplazamadépor Z = a X + b, obtenemos

y = Bo+Bi(aX +b)+ Ba(aX +b)* +e
(Bo + B1b+ B2b*) + (Bra + 2abB2) X + a?BoX? + €
= Bi+BX+BX +e (10.29)

En este nuevo model@; = %3, absorbiendo el cambio de escala erXlaEs facil
ver que es equivalente contrastar 5, = 0 en (10.28) ok : 55 = 0 en (10.29); el
contraste de la hipoétesis “efecto cuadraticaXisobreY™, al menos, no se altera por
el cambio de unidades. Sin embargo, sean cuales fugrem,, habra coeficientes,

b anulandg3; = (f1a + 2abfz) en (10.29). Ello hace ver que:

= No tiene sentido contrastar efecto lineal en un modelo quleye término cua-
dratico, porque el contraste tendria un resultado diferdependiendo de las
unidades de medida.

= La inclusion de un término eiX? debeir acompariada de un término lineal y
constante, si queremos que el modelo sea invariante frearahios en el origen
y la escala.

La conclusion que extraemos es que los términos de ordemigugeben estar
acompafiados de todos los términos de orden inferior —es degicluimos un tér-
mino cubico, deben también existir términos cuadraticaisgales, etc.—. Un modelo
qgue cumpla con dicho requisito se dice que esta jerarquitnestructurado y en él
podemos contrastar no nulidad del coeficiente del térmndodeico de orden superior,
pero no de los inferiores. La misma conclusién es de aplcazitérminos recogiendo
interacciones: si introducimos una variable compuestaoc&nX ; en el modeloX;

y X, deben también ser incluidas. Se suele decir que un modélgjjgcamente bien
estructurado verificaestricciones de marginalidag que, por ejemploX; y X; son
ambas marginales.d; X ;.

Si regresamos al Ejercicio 2.8 en que se arguia la necesidatilidar un término
8o veremos que se trata del mismo problema: necesitamos éhtéjerarquico inferior
(la constante) cuando incluimd$ dado que las unidades y el origen son arbitrarios.
No es imposible que un modelo siy sea adecuado, pero lo normal es lo contrario.

Dependiendo de los programas que se utilicen, un algoritradgeliminar del mo-
delo de regresion un término jerarquico inferior mantedéeatro de orden superior.
Es responsabilidad del analista garantizar que ello naacoranteniendo la interpre-
tabilidad de los pardmetros en toda circunstancia.

CUESTIONES, COMPLEMENTOS Y COSAS PARA HACER

10.1 Supongamos gue hacemos regresion escalonada “haciatatied&ué
valor deFentrada €quivaldria a introducir regresores en el modelo en tantwan-
. —2
to incrementeri?,,?

10.2 Las estrategias de regresion escalonada descritas (lumténie, ha-
cia atras, o mixta) exploran un subconjunto de los modelstbles, afiadiendo
(omitiendo) en cada momento el regresor que parece con nfiEgmIor) capaci-
dad explicativa de la variable respuesta. Puede perfentaratcanzarse un 6ptimo
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local, al llegarse a un modelo en el que no es posible mejbiaiterio elegido
(C,, o cualquier otro) afiadiendo u omitiendo regresores, pesisigr otro modelo
mejor en términos de dicho criterio. ¢ Mejoran nuestrasaafieas de encontrar
el 6ptimo global mediante regresion escalonada cuand®lamoas de la matriz
X de regresores son ortogonales? Justifiquese la respuesta.

10.3 En la Observacién 10.1 se comparan los criterios de seledeidno-
delos consistentes en maximizﬁﬁ y Cp, viendo que el segundo es en general
mas restrictivo.

Consideremos ahora dos posibles modelos B de regresién con sumas de
cuadrados de los residuos respectivamentdr, y SSE . El primer modelo
utiliza s6lo un subconjunto de los regresores presentes ssgendo (por tanto,
SSEa > SSEBR).

Para escoger entre los modeldy B podriamos adoptar uno de los siguientes
criterios:

1. Seleccionar el modelB si la disminucién en la suma de cuadrados respecto
al modeloA es estadisticamente significativa, es decir, si:

(SSE4 — SSEB)
q6?

Qn = > fr?,N*(erq)

siendop el nimero de parametros presentesdey g el de los adicionales
presentes ef.

2. Seleccionar el modelB si su estadistic@’, es menor.

Supongamos ademas que el modgles el mas parametrizado de los posibles
(incluye todas las variables de que disponemos). ¢ Quédelexiste entre ambos
criterios?



Capitulo 11

Transformaciones

11.1. Introduccion

Nada nos obliga a utilizar los regresores o la variable restautal cual; es posible
que la relacion que buscamos entre una y otros requiera paexgresada realizar
alguna transformacion. Por ejemplo, si regresdramos elheh de sdélidos aproxi-
madamente esféricos sobre sus mayores dimensiones, datead probablemente un
ajuste muy pobre; seria mucho mejor, en cambio, regresanituenen sobreel cu-
bo de la mayor dimensién —dado que la férmula del volumen de EM&ES%WTg,

y cabria esperar una relacion similar en los sélidos apradamente esféricos que
manejamos—.

En el ejemplo anterior, bastaba tomar un regresor —la maywersion— y ele-
varla al cubo para obtener un ajuste mejor. Ademas, la fenardel problemay unos
minimos conocimientos de Geometria sugieren el tipo dafivamacion que procede
realizar. En otros casos, la transformacion puede distseidgbvia. En ocasiones, es la
variable respuesta la que conviene transformar. En lagos@sogue siguen se muestran
algunos procedimientos para seleccionar un modelo, aassfarmando regresores,
variable respuesta, o ambas cosas.

11.2. Transformaciones de los regresores

En ocasiones, teoria 0 conocimientos previos acerca deidfitamiento del fené-
meno bajo analisis puede sugerir transformaciones endosseres. Alternativamente
podemos recurrir a métodos exploratorios, graficos o noofoé sigue se mencionan
algunas posibilidades.
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11.2.1. Gréficos de residuos frente a regresores

Se trata de representar graficamente los residuos en oedefradte a cada uno
de los regresores en abscisas. La motivacién es muy singgleesiduos recogen la
fraccion de la respuesta que el modelo no ha podido recogehsBrvamos alguna
pauta al representar dichos residuos frente a un regrestemmws intuir la transforma-
cion precisa en dicho regresor. Por ejemplo, en la Figurhselmuestran residuos que
frente a los valores d&; toman forma de parabola; ello sugiere introducir el regreso
X?2. En efecto, esto permitiria recoger una part&’dae la que el modelo actual no da
cuenta, y que por este motivo aflora en los residuos.

Figura 11.1: Disposicion de residuos sugiriendo una toansdicion cuadratica del re-
gresorX;
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11.2.2. Transformaciones de Box-Tidwell
Consideremos los regresor&s, . .., X, y transformaciones de los mismos defi-
nidas del siguiente modo:
X3 sia; #0
W; = Y I 70, (11.1)
1D(Xj) Sla; = 0.

Para diferentes valores dg, la transformacion (11.1) incluye muchos casos particu-
lares de interés: transformacion cuadrado, raiz cuadhagiaritmo, etc. U, = 1
significaria que el regresor aparece sin ninguna transfoémaEl problema esta en
seleccionar para cada regresosreladecuado.
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El modo de hacerlo propuesto por Box and Tidwell (1962) eggeliente. Consi-
deremos el modelo,

Y = 50+51X?1+...+ﬂpX§p+6 (11.2)
= Bo+ 5 W —i—...—i—ﬁpr'f‘E. (11.3)
Si realizamos una linealizacién aproximada mediante uarda en serie de Taylor
en torno al puntda, ..., ax) = (1,1,...,1)’, obtenemos:
Y = 60—|—51X1+...—|—5PXP—|—’}/121+...—|—’7pr—|—6, (114)
en donde
Vo= Biley—1) (11.5)
Zj = Xj 1D(XJ) (116)
Tenemos pues un modelo en el que podemos estimar los pavar@ir. . ., Bp, Y1, - - -, Vp)-

De ellos podemos recuperar valores estimaddswle . . , «,) asi:

aj =22 41, (11.7)
j
Podemos detenernos aqui, pero cabe pensar en un procatedtae refinado de la so-

lucién obtenida. Llamemoﬁzg), k=1,...,p, alos estimadores de los parametros de
transformaciony;, obtenidos como primera aproximacion al estimar (11.4)riaatbs
ahora definir

(1)

wit = X (11.8)
7z = whmw?) (11.9)
y estimar
Y = Go+ B+ 4 B WD 4z 4 420D e, (11.10)
Obtendriamos asi estimacionesWéQ), ceey W,SQ), y podriamos proseguir de modo

analogo hasta convergencia, si se produce.

11.3. Transformaciones de la variable respuesta

11.3.1. Generalidades

Ademas de transformar los regresores, o en lugar de hapedemos transformar
la variable respuestd. Es importante tener en cuenta que si realizamos transfiwma
nes no lineales de € los modelos ya no seran directamente comparables en t&&¥mino
de, por ejemploR? o suma de cuadrados residual. Comparaciones de esta eatural
requeririan reformular el modelo en las variables origigal

Ejemplo 11.1 Supongamos que nos planteamos escoger entre los dos mo-
delos alternativos,

Y = Bot+fiXite (11.112)
log(Y) = ~o+mXi+wv (11.12)
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La transformaciériog deforma la escala de Ig; si el logaritmo es decimal, por
ejemplo, valores d& entre 1y 1000 quedan convertidos en valores entre 0y 3 (si
hubiera valores d& cercanos a cero, por el contrario, al tomar logaritmos sa&-sep
rarian hacia—oco). Esta deformacion puede ser bastante dréastica, y afectzran
a la suma de cuadrados de los residuos, independientenaedér predictivo
del Unico regresokX;.

Para efectuar la comparacion podemos convertir todo a desdeomunes.
Asi, no serian comparables las sumas de cuadrados

> (i — o — fi1Xa)? (11.13)
> (log(¥i) = do — 11 Xur)?, (11.14)
pero si lo serian
> (Y= o — i1 Xa)? (11.15)
> (Vi —exp{do + 11 X })*; (11.16)

no obstante, véase la discusién en la Observacion 11.1 gue. si

Observacion 11.1Las sumas de cuadrados de los residuos de dos modelos
son comparables cuando ambos poseen el mismo nimero despasiestima-
dos. Sino es el caso, y los modelos son lineales, podemasgaoet efecto del
diferente nimero de parametros penalizando la suma deaziezd(por ejemplo,
adoptando criterios como (@, de Mallows; véase la Seccién 10.1.2). En el caso
en que se hace alguna transformacion, ¢hay que “contanad parametro? En
cierto modo, la transformacion efectuada es una manigulaeindente a mejo-
rar el ajuste a los datos, habria que tener esto en cuenta, especialmente si la
transformacion se escoge a la vista de los datos

No esta claro, sin embargo, cémo “contar” una transfornmaditha posibi-
lidad que elude el problema es renunciar a penalizar la soreliente suma de
cuadrados y hacer validacién cruzada (ver la Seccion 30.1.4

11.3.2. Latransformacién de Box-Cox.

En ocasiones puede resultar inadecuado suponer que lalgagapuestd” esta
relacionada linealmente con I&S, y, sin embargo, ser plausible un modelo como el
siguiente:

g(Yi) = & 'B+e (11.17)

Una familia de funcioneg(.) de particular interés y flexibilidad es la proporcionada
por la llamaddransformacion de Box-Coxsustancialmente idéntica a la adoptada para
los regresores en la Seccién 11.2.2. Definamos,

(YA —1)/X cuando\ # 0,

Wiy =95 A) =
o =9 ) {lnY cuando\ = 0.
y supongamos qué’(, se genera de acuerdo con (11.17), es decir,

Wi, = &'8+e (11.18)
€ ~ N(0,0%I) (11.19)
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Podemos, dadas las observaciolNeg, escribir la verosimilitud conjunta de todos los
parametros3, o, y \. Dicha verosimilitud puede escribirse en funciéndast:

e @) = [y @) ]I (11.20)
siendoJ () el jacobiano de la transformacion:
0 = |

0 N
=T (11.21)
=1

Por tanto:

N
1ogver(§,)\,02;}7) = 1og< ) (| 21| )
o

BV (G — X5
x log |exp _ LWy = XB) Wiy £) | (M)
2 o?
= —Elog(Qﬂ') 5 log o
1 (@) — XB)' (@ — X5) o
A=) ]

N
N N,
= —glog(2w)—310ga —I—(A—l)Zlogyi

1 ’Lf)o\) /(I — X(X/X)ilX/)’uﬂ)(k)
2 o2

(11.22)

La expresion (11.22) se ha obtenido maximizando la pred¢edespecto dé. El mé-
ximo, en efecto, se alcanza para aquél valqﬁdme minimiza(w ) — Xﬁ)’(u?w —
Xﬁ) y éste es precisamente @Iminimo cuadratico. La suma de cuadrados de los
residuos es entonces (véase (2.35), pagi%g)(l X(X'X)7 1 X" ).

Si ahora maximizamos (11.22) respecto’a vemos que el maximo se alcanza
para,

)y (1 = X (X'X) 7 X )i
oty =
N

y el logaritmo de la verosimilitud concentrada es:

N
- N
) _ 52 :
logver(\;Y) = ——1og(27r) - —lo Gty — 5 + (- 1);10%11.23)
Podemos escoger como transformacion aquélla cuyeaximice (11.23), o, de
modo equivalente, tras prescindir de las constantes,

N
logver(\;Y) = —glogfr?/\)—i—()\—l)Zlogyi. (11.24)

1La variable transformada depende en todo caso deempleado en la transformacion; omitimos dicha
dependencia para aligerar la notacién, salvo donde itemstizarla.
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Un modo sencillo de hacerlo consiste en tomar un nimero adeate valores d&
equiespaciados en un intervalo susceptible de contenedgtimo, ajustar una regre-
sion para cada, y calcular el correspondiente valor de (11.24). Frecusatge se
suele tomar el intervale2 < A < 2 (que incluye como casos particulares la transfor-
macion raiz cuadrada (= %), cuadrado X = 2), logaritmo A\ = 0), raiz cuadrada
negativa, etc.), y dentro de él unas cuantas decenas devaex.

Es frecuente quing ver(\; 17) como funcion de\ sea una funcion relativamente
plana. Ello suscita el problema de decidir si el valor\dgue la maximiza es signifi-
cativamente distinto de 1 (lo que supondria que no es priaiser ninguna transfor-
macion). Podemaos recurrir a un contraste razon de verdasidek (véase B.3). Bajo la
hipétesist, : A = ), si A denota el estimador maximo verosimil dg L()) el valor
gue toma la verosimilitud, para muestras grandes se tieme qu

21n < LY ) ~ X1 (11.25)

L(Xo)

por tanto, a la vista de (11.23), rechazarerfigsal nivel de significaciém si

N al N
) N ~2 2
) (3 1oga(5\) +(A=Xo) E_l log y; — ) loga()\o)> > X.a- (11.26)

Utilizando la misma idea podemos construir intervalos ddiaaza para\.



Capitulo 12

Regresion con respuesta
cualitativa

12.1. El modelologit.

Con frecuencia se presentan situaciones en que la variefpeiesta a explicar
toma s6lo uno de dos estados, a los que convencionalmegteasis valor 0 6 1.
Por ejemplo, variables de renta, habitat, educacion y aigsl pueden influenciar la
decision de compra de un cierto articulo. Podriamos astgaamos el estimar,

Y =X3+¢ (12.1)

en queY” es una variable tomando dos valores: 1 (= “Compra”) 6 0 (= “bimpra”).
Nada pareceria, en principio, impedir el empleo del modeéal estudiado en una
situacion como ésta. Pero hay varias circunstancias querteEbconsiderar.

1. No tiene ya sentido suponer una distribucion normal epdairbaciones. En
efecto, para cualesquiera valores que tomen los regresares

Yi=0o+5Xa+.. .+ Bp—1Xip—1+6€

se deduce quesoélo puede tomar uno de dos valores: la diferencia que separa

alayY; (0 6 1) de la combinacion lineal de regresores que constiguyparte
explicada”.

2. Tratandose de una respuesta que puede tomar valor 0 @rhrétariamod’;
como su valor medio dados los valores de los regresores.dérjomary; sélo
los valores 0 y 1, su valor medio €%, la probabilidad del valor 1. Por tanto,
valores d&¥; entre 0 y 1 son interpretables. Pero nada impide que el mpdeio
porciones predicciones mayores que 1 (0 menores que @Q)nstancia molesta.
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3. Tampoco podemos ya suponer que hay homoscedasticidade&in, si toma-
mos valor medio en la expresidn anterior tenemos:

EYi|=00+5Xa+...+6p-1Xip-1 =P

En consecuenci&; toma valor 1 con probabilida#; y valor 0 con probabilidad
Qi=1-Fy,

1— P; con probabilidad?
€ = -
) con probabilidad); =1 — P;.

Entonces,
Ele] = (1= P)’P,+ (-P)*(1 - P)) = Qi P + Q:P} = PiQ;. (12.2)

La varianza d&” varia por tanto de observacién a observacién de acuerdo con
los valores que toman los regresores. Adicionalmente?)h2uestra que la dis-
tribucién dec; seria binaria de parametrd.

Eltercer inconveniente podria resolverse haciendo usegtesion ponderada, para
corregir el efecto de la heterocedasticidad. No obstanéde €mplearse una aproxima-
cion alternativa que da cuenta también de los dos primetoso#elo lineal ordinario
hace depender linealmente de las variaBlda mediade la variable respuesta(Y;).
Podemos en lugar de ello hacer depender de los regrasoagsincionde la media
E(Y;); por ejemplo, la conocida comogit,

def P;
UE(Y;) = 1 . 12.3
Er) w2 123)
Notese que com&(Y;) = P;, (12.3) es efectivamente una funcién de la media. Obsér-
vese también qu& E(Y;)) toma valores de modo continuo entreo y +co. Podemos
pensar en hacer qUéE(Y;)), y no E(Y;), dependa linealmente de los regresores:

Pi =13
N (12.4)
y a continuacion especificar la distribucionYeen torno a su medi&(Y;). Ya hemos
visto que una distribucién binaria es una eleccién natuifgj es una variable 0/1.

Observacion 12.1Transformara media E(Y;) es un enfoque alternativo
al de transformat’;, y en muchos aspectos un refinamiento. Una transformacion
de la respuesta como, por ejemplo, las de la familia de Box-tBme que cumplir
varios objetivos, generalmente contradictorios. Por do,ldeseamos que la varia-
ble respuesta se acerque a la normalidad. Por otro, quddazarsea homogénea,
y la dependencia de los regresores lineal.

El enfoque de hacer depender linealmente de los regresoadsincion de la
media de la variable respuesta es mucho mas flexible. Podesooger la funcion
de la media que sea méas aproximadamente funcién lineal degesores, y espe-
cificar separadamente la distribucion de la variable restpien torno a su media.
El enfoque goza asi de una enorme flexibilidad.

Despejandd’; de la expresion anterior,

po— _OP@P) (12.5)
1 +exp(Z;'F)
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12.1.1. Interpretacion de los coeficientes

Los parametros de un modéagit tienen interpretacion inmediatg; es el efecto
de un cambio unitario e ; sobre elogit o logaritmo de la razén de posibilidadésy
odds) Pero pueden en ocasiones ser interpretados de manerare@darndente rela-
cionada con magnitudes de interés. Consideremos primeaselmas simple, en que
tenemos un Unico regresor dicotémico, codificado con valores 0/1. El resultado de
clasificar una muestra d€ sujetos con arreglo a los valores observadds @eespues-
ta) y X (regresor) puede imaginarse en una tabla de doble entraualecsiguiente:

X=1|X=0
Y=1 n11 n12
Y=0 n21 122

Si el modeldogit es de aplicacion, las probabilidades de cada celda en &aat#rior
vendrian dadas por las expresiones que aparecen en laitaléante:

X=1 X=0
eBo+h P
Y=1| 7(1)=1 5w (0) = 155
Y=0 1—W(1):m 1—7T(0):1+%

Definamos laaz6n de posibilidades relativa (relative odds ratia}i:

)/ — (1))
VS A=) (12.6)
Entonces,
(/0w
() =1 (w<o>/<1—w<o>>)

eﬁ0+51 1 650 1
= In —1In
(1+eﬂo+ﬁ1/1+eﬁo+ﬁ1) (14_6[30/14_6(30)
I eBot+b1
n 650

= B (12.7)

Por tanto 3, estimardn (1)), y exp (3;) estimarap.

Observacion 12.2La codificacion deX, al igual que la d&”, es arbitraria.
La interpretacion correcta g& es “incremento dén(t) cuandoX se incrementa
en una unidad”. Por tanto, como se ha indicado, si la pres€eadiina caracteristica
se codifica mediant&X = 1y su ausencia mediant§ = 0, In(¢)) = 1y
)= exp(Bl). Pero si la presencia de la misma caracteristica se codiéideante
X = aysuausencia medianté = b, calculos similares a los realizados muestran
queln(¢) = B1(a—0b). Alahora de interpretar los coeficientes de un modelo logit
es necesario por tanto tener en cuenta la codificacionadaiz



132 CAPITULO 12. REGRESION CON RESPUESTA CUALITATIVA

Interpretamog) como indicand@proximadamenteuanto mas probable es glie
tome el valor 1 cuandd = 1 que cuandoX = 0. Aproximadamentgorque

1) 7))/ (1))
m(0) — w(0)/(1 —(0))

si y s6lo si

1—7(0)

— 0~ 1
1—7(1)

Ello acontece, por ejemplo, cuaniio= 1 se presenta muy raramente en la poblacién
—como cuando estudiamos la incidencia de una enfermedadamaytanto para su-
jetos tratadosX = 1) como no tratadosX = 0)—. En este Ultimo casmzxp(él) se
interpretaria como una estimacion de la relacién de riesgpg; > 0 significara, por
tanto, queX = 1 incrementa el riesgo de qieé= 1, y viceversa.

12.1.2. Laimportancia del disefio muestral

¢ Sélo podemos estimar, y aun aproximadamente, la razéestpsr(1)/x(0)?
¢, Qué impediria estimar el riesgbcorrespondiente a unos determinados valores de los
regresoresy ;, haciendo uso de el analogo muestral de (12.5)? Es imperaservar
(véase Kleinbaum (1994) para una discusion completa d§ gséoen ocasiones ello
no sera posible.

Se hace preciso distinguir dos situaciones que puedengtardudos mismos datos
pero reflejan modos de obtenerlos radicalmente difereltesl primer caso tenemos
undisefio de exposici¢tipico en trabajos epidemiolégicos, en que una muéifda
de antemano sin conocer el valor de la variable respu&starepresentativa del total
de la poblacion en riesgse sigue a lo largo de un periodo de tiempo al cabo del cual se
conoce el valor d& . En este caso, podriamos estimar el rieBgoomo se ha dicho.

Completamente diferente es el disefio muestrabdes-controle€n este caso se-
leccionamos la muesteala vista de los valores dE;. Tipicamente, si examinamos un
evento que se presenta raramente, como una enfermedadrpogerite, tomaremos
todos los individuos enfermos de que dispongafeasos) completando la muestra
con un nimero arbitrario de san@®ntroles) Los coeficienteg, . . ., 3, son inter-
pretables, perd@, no lo es. Ninguna férmula que lo requiera —como (12.5)— puede
utilizarse.

La razén es facil de entendef; depende de la abundancia relativa de casos y
controles, y ésta es como hemos dicho arbitraria. La sitnasg asemeja a la que se
presenta cuando construimos una tabla de contingéncia como:

X=1|X=0 || Total
Y=1| nn n12 ni,
Y=0 no1 n22 no.
| Total | n1 | n2 || n._ |

Si hemos escogido los sujetos completamente al azar, esataedomar el cociente
n1./n.. como estimador de la proporcion de casos &bn= 1 en la poblacion (y
cocientes coma;/n 1 0 ni2/n 2 estimarian las proporciones en las subpoblaciones
caracterizadas poX = 1y X = 0 respectivamente).

Si, por el contrario, hemos fijado los valores y ns_, es claro que dicho cociente
no estima nada, sino que es resultado de una decisién &gbitra
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12.1.3. Estimacion

Consideremos una muestra de tamafidormada por observacionég, 7 ;). Para
cada observacion, es 0 6 1. El modeldogit, sin embargo, le atribuye una probabi-
lidad P; (si se trata de un “1") & — P; (si se trata de un “0"). Por consiguiente, la
verosimilitud de la muestra es

N
LB,7,X) = [[@)va—p)t-v (12.8)
i=1
1—y; — i
a1+ exp(Z;'3) 1+exp(Z;'3) .
N 1—-yi ) Yi
- < L ) < Ti ) : (12.10)
pale} 1+7 1+
cont; = exp(Z; 'ﬁ). Tomando logaritmos en (12.10), obtenemos
N 1 N
1 i In(7;). 12.11
S () + ui (12.1)

Si derivamos (12.11) respecto Eee igualamos el vector de derivadas a cero, obtene-
mos un sistema no lineal; no obstante, puede resolverseritamé&nte para obtener

el vector de estimadores. Alternativamente, podria procederse a la maximizacion
directa de (12.9) mediante un algoritmo conveniente.

Observacion 12.3La verosimilitud en (12.9) es la ordinaria o incondicio-
nal. En determinadas circunstancias —notablemente ediestcon casos y con-
troles emparejados respecto de variables de estratifitagi®s coeficientes care-
cen de interés— podriamos desear realizar estimacion roadmsimil condicio-
nal. Sobre el fundamento de esto puede verse Cox and Hink®8), pag. 298
y siguientes, Kleinbaum (1994) o Hosmer and Lemeshow (1988p. 7. En R
puede estimarse un modelo logit mediante maxima verosgimhiiondicional uti-
lizando la funciorclogit  (en el paquetsurvival ).

12.1.4. Contrastesy seleccion de modelos

Necesitamos criterios para decidir sobre la inclusiéon o e@arametros, y para
comparar modelos. La teoria para ello deriva del contragtiargeneralizada de vero-
similitudes (ver B.3).

Consideremos un modelo saturado, proporcionando el mgjstegposible. Lla-
maremos a éste modateodelo bas® modelo de referencige tratara en general de
un modelo claramente sobreparametrizado, pero que prioparen término de com-
paracion util. Requerira, en principio, un parametro pataceombinacion de valores
de los regresores, y proporcionara valores ajusta?j@s(ﬁl, ceey Pk).

De acuerdo con la teoria en la Seccion B.3, bajo la hipétesisde que el modelo
correcto es (12.4)

o [ED)
21 (L(P)) Xk—p> (12.12)
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en quep es el nimero de parametros estimados.eN cociente (12.12) se le denomina
desviaciérespecto del modelo de referencia parametrizaddpor

El adoptar un modelo menos parametrizado que el de refaranglica una dis-
minucion de la verosimilitud y una desviacion (12.12) geaituya distribucion, bajo
la hipotesis nula, sigue la distribucié@ﬁfp indicada. Si la desviacion fuera excesiva
(es decir, si sobrepaséfp;a para el nivel de significacion que hayamos escogido),
rechazariamos la hipoétesis nula.

Analogo criterio podemos seguir para hacer contrasteg ssbéinico parametro o
sobre grupos de parametros. Por ejemplo, para contragigraiametrgs; es signifi-

cativamente diferente de cero en un cierto modelo paramdtviporﬁ, calculariamos

—2In < LA(Bligr“""sz*l:ijl""’B’i) ) , (12.13)
L(ﬁlvﬁ?a' .. aﬁj*laﬁjaﬁj#*lv" 76]6)

que debe ser comparado con wta valores grandes de (12.13) son evidencia contra
la hipétesish : 5; = 0.

Para contrastar la hipétesis de nulidad de todos los parasnséalvo quiz#, afec-
tando a la columna de “unos”, comparariamos

—2ln< _ L) ) (12.14)
L(Bo, 51,82, - Bk)

a unay;_,; la expresion (12.14) es similar a la suma de cuadrados S$Raeregre-
sion ordinaria. El analogo a SST seria

—21n <L(BP>> . (12.15)
L(P)

Esta analogia puede extenderse para obtener un estadistilew a laC,, de Mallows
asi:

Ap = —2In|— LB 2(k — 1), (12.16)
L(ﬁ07617 ﬁQv v 76]6)
y una “R?” asi:
_ _ Lo
R2 _ 2In (L(/éoﬂ/él-,/?Q-,---wék)) (1217)
—921n (L(ﬁp))
L(P)

Obsérvese que en (12.16) el primer sumando de la derectmasgqioticamente una
distribuciény?_; con grados de libertad bajo el supuesto de que el modelo mas pa
rametrizado no afiade realmente nada. Los grados de liberyagor tanto el valor
esperado de dicho sumando— crecen con el nUmero de paréraptstados. El se-
gundo término que se sustrae a continuacion es, precisanativalor medio de una
X:_,. Mientras que el primero crece mon6tonamente al introdwsros parametros,

el segundo penaliza este crecimiento.

Observacion 12.4Escogeriamos de acuerdo con este criterio el modelo
maximizandoA, 0, alternativamente, minimizando

AIC, = —2InL(Bo,p,Bs,...,0k) + 2k. (12.18)
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La expresion anterior se conoce como criterio AIC (="An hnfiation Criterion”
o “Akaike Information Criterion”, por su proponente). Peesker obtenido de di-
versos modos, incluido un argumento haciendo uso de Teeria ldiformacion:
véase Akaike (1972).

R: Ejemplo 12.1 (estimacién de modelos logit mediamtem)

--- Obtenido mediante R BATCH demoll.R

> invisible(options(echo = TRUE))
> options(digits=5)

> options(columns=40)

> set.seed(123457)

> #

> # Creamos datos sintéticos con parametros conocidos.
> #

> X <- matrix(rnorm(1000),ncol=20)
> betas <- rep(0,20)

> betas[c(3,5,7,12)] <- 1:4

> y <- X %*% betas + rnorm(50)
> datos <- as.data.frame(chind(X,y))
> dimnames(datos)[[2]][21] <- "y"

> completo <- Im(y ~ .,datos)

> summary(completo)

Call:

Im(formula = y ~ ., data = datos)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-1.916 -0.550 -0.107 0.829 2.204

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) -0.0706 0.2227 -0.32 0.75

Vi 0.0408 0.2422 0.17 0.87

V2 0.1720 0.2603 0.66 0.51

V3 1.1884 0.2397 4.96 2.9e-05 ok
V4 -0.0238 0.2067 -0.11 0.91

V5 2.0035 0.2022 9.91 8.le-11 *kk
V6 0.2633 0.2217 1.19 0.24

V7 2.9970 0.1875 15.98 6.5e-16 ok
V8 -0.1074 0.2804 -0.38 0.70

V9 0.0514 0.2105 0.24 0.81

V10 -0.2367 0.2148 -1.10 0.28

V11l -0.2053 0.2042 -1.01 0.32

V12 4.0374 0.2212  18.25 < 2e-16 ok
V13 0.1137 0.2161 0.53 0.60

V14 -0.2115 0.2163 -0.98 0.34

V15 0.0191 0.3076 0.06 0.95

V16 0.1206 0.2328 0.52 0.61

V17 0.0318 0.1972 0.16 0.87

V18 -0.0786 0.2108 -0.37 0.71

V19 0.0879 0.2569 0.34 0.73

V20 0.0162 0.1949 0.08 0.93
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Signif. codes: 0’ #*+ ' 0.001 " =='001" " 005°'01""1

Residual standard error: 1.2 on 29 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.977,Adjusted R-squared: 0.961
F-statistic: 61 on 20 and 29 DF, p-value: <2e-16

#

# Utilicemos fuerza bruta (con 15 regresores, no hay proble ma. Con mas
# puede tardar bastante en una maquina lenta). Necesitamos la funcién

# ‘leaps" y dar regresores y respuesta como una matriz y un ve ctor

#

library(leaps)

mods <- leaps(x=X,y=y,method="Cp") # mods contiene infor macién sobre

# todos los modelos estimados.
postscript(file="demo10.eps",
horizontal=FALSE,
width=5,height=9)
par(mfrow=c(2,1))
plot(mods$size,mods$Cp,
main="Cp versus talla modelos",
xlab=expression(p),
ylab=expression(C[p]))

mods.r <- leaps(x=X,y=y,method="adjr2") # R2 como criter io,
# selecciona modelos "mayores".
plot(mods.r$size,mods.r$adjr2,
main="R2 versus talla modelos",
xlab=expression(p),
ylab=expression(bar(R)"2))

VV+VVVYV+++VVVV+H+H+H++YVYVY++VVVYVYVYVYVYVY

mejores <- order(mods$Cp)[1:15] # Los 15 mejores segun Cp.

regres <- mods$which[mejores,]

dimnames(regres)[[2]] <- # Para facil legibilidad.

dimnames(datos)[[2]][1:20]

Cp <- mods$Cp[mejores] # Las Cp’s correspondientes.

cbind(regres,Cp) # Los mejores modelos

V1l V2 V3 V4 V5 V6 V7 V8 V9 V10 V11 V12 V13 V14 V15 V16 V17 V18 V19 V20
50010112100 0 O 121 0 0 0 0 0 o0 o0 o
6 0 01 011211200 0 O 1212 0 1 0 0 0 o0 0 o
6 0 01 0112100 1 0 1 0 0 0O 0 0 o0 o0 o
4 0 01 01 01 OO0 O O1 0 0 O O O0O O0 o0 o
6 0 01 011211200 O 1 1 0 0 0 0 0 o0 o0 o
500101 01100 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 o
6 0 01 012100 0 0121 0 0 0O 0 o0 o0 1 o
500101012100 O 1 1 0 0 0 0 0 0 0 o
7 0 01 011100 1 0 1 0 1 0 0 0 0 o0 o
6 0 01 0112100 0 012 0 0 1 0 0 0 o0 o
6 1 0 1 011211200 O O 1 0 0O O O 0 o0 o0 o
510101 0100 0 O 1 0 0 0O 0 0 o0 o0 o
6 0 01 011211200 O O 1 0 0 0O 0O 1 0 0 o
7 0 012 0111200 01212 1 0 1 0 0 0 0 0 o
6 0 01 012100 0 0121 1 0 0 0 0 0 o0 o

Cp

5 -4.2251
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-3.4911
-3.4553
-3.4531
-3.2133
-3.1498
-2.6538
-2.5504
-2.5475
-2.5181
-2.4759
-2.4051
-2.3677
-2.3654
-2.3347
#

#

extra innecesarias.

sin reestimar todo.

VVVVVVVVVVVVVVVONOCUOONUIODUOM~MOOO
HHEHFHFHIEREHFH

summary(mod?2)

Call:

# Estimemos el mejor de acuerdo con el criterio Cp.

Podemos probar modelos competidores, afiadiendo o quitan

137

Vemos que el "mejor" modelo de acuerdo con Cp reproduce bas
bien el mecanismo que genera los datos; ha incluido tres va

mod2 <- update(modl, . ~ . + V1 + V2) # afiadimos dos variables

Im(formula =y ~ V3 + V4 + V5 + V7 + V10 + V12 + V16 + V17 +

V1 + V2, data = datos)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-1.611 -0.762 0.122 0.627 2.237

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) -0.03573 0.18316  -0.20 0.85

V3 1.08674 0.19721 551 2.5e-06
V4 -0.00741 0.16766  -0.04 0.96
V5 2.03931 0.16976  12.01 1.1e-14
V7 3.05622 0.14772 20.69 < 2e-16
V10 -0.27977 0.19088 -1.47 0.15
V12 4.10685 0.18483 22.22 < 2e-16
V16 0.08436 0.15101 0.56 0.58
V17 0.05185 0.14567 0.36 0.72
Vi 0.16370 0.18257 0.90 0.38
V2 -0.00659 0.20666 -0.03 0.97

Signif. codes: 0

*kk

*kk

*kk

*kk

#+ ' 0,001 =+'001"' =+ 005'"01""1

modl <- Im(y ~ V3 + V4 + V5 + V7 + V10 + V12 + V16 + V17,data=datos)

tante
riables

do variables
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Residual standard error: 1.11 on 39 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.973,Adjusted R-squared: 0.966
F-statistic: 141 on 10 and 39 DF, p-value: <2e-16

> mod3 <- update(modl, . ~ .-V10-V16-V17) # eliminamos tres v ariables
> summary(mod3)

Call:
Im(fformula =y ~ V3 + V4 + V5 + V7 + V12, data = datos)

Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-2.0289 -0.6955 0.0539 0.7177 2.5956
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 0.0738 0.1596 0.46 0.65
V3 1.0693 0.1819 5.88 5.le-07 ok
V4 -0.0410 0.1567  -0.26 0.79
V5 1.9898 0.1603 1241 5.7e-16 ek
\4 3.0484 0.1400 21.77 < 2e-16 ok
V12 4.1357 0.1642 25.19 < 2e-16 ok
Signif. codes: 0’ #* ' 0001 ' *='001' * 005°'01" "1

Residual standard error: 1.09 on 44 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.971,Adjusted R-squared: 0.967
F-statistic:. 293 on 5 and 44 DF, p-value: <2e-16

#

#

m <- regsubsets(y ~ .,datos, # Como alternativa tenemos reg subsets;
method="forward") # hace también regresién escalonada.

+ V VYV

\

summary(m)

Subset selection object

Call: regsubsets.formula(y ~ ., datos, method = "forward")
20 Variables (and intercept)

Forced in Forced out

V1 FALSE FALSE
V2 FALSE FALSE
V3 FALSE FALSE
V4 FALSE FALSE
V5 FALSE FALSE
V6 FALSE FALSE
V7 FALSE FALSE
V8 FALSE FALSE
V9 FALSE FALSE
V10 FALSE FALSE
V11l FALSE FALSE
V12 FALSE FALSE
V13 FALSE FALSE
V14 FALSE FALSE
V15 FALSE FALSE

V16 FALSE FALSE
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V17 FALSE FALSE
V18 FALSE FALSE
V19 FALSE FALSE
V20 FALSE FALSE
1 subsets of each size up to 8
Selection Algorithm: forward
Vi V2 V3 V4 V5 V6 V7 V8 V9 V10 Vil V12 Vi3 Vi4 V15 V16 V17

3 ( l ) oo PR Moo KMo arnn

4 ( 1 ) rowowomn xooon Koo KW KMo

5 ( l ) wonmowonon Koo T S L KMo nn

6 ( 1 ) rowowomn xoonn KM oM g n oo Koo

7 ( 1 ) rowowomn Koo P T Koo Koo Koo

8 ( l ) wonrowonon PR KMo PR PR oMo
V18 V19 V20

i (z)y" """

2 (1)

3 (1) =mmmnmm

4 (1)

5 (1) """

6 (12)" """

7 (12)m "

8 (1 )" " wmmr"

> #

> # En la libreria MASS tenemos también la funcién stepAlC, qu e emplea

> # el criterio AIC, aproximadamente equivalente a Cp

> #

> library(MASS)

Attaching package: 'MASS’

The following object(s) are masked _by .GlobalEnv :
UScrime

> step <- stepAlC(completo,scope=y ~ . ,
+ direction="both",
+ trace=FALSE)
>  summary(step)

Call:
Im(formula =y ~ V3 + V5 + V6 + V7 + V12, data = datos)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-1.9495 -0.6503 -0.0349 0.5244 2.6196

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept)  0.0514 0.1518 0.34 0.736
V3 1.0256 0.1761 5.82 6.1e-07 Hkk
V5 2.0499 0.1557 13.17 < 2e-16 ok
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V6 0.3046 0.1603 1.90 0.064 .

V7 3.0499 0.1346 22.65 < 2e-16 ok

V12 4.1077 0.1585 2591 < 2e-16 *okk

Signif. codes: 0’ #+ ' 0,001 " +'001" =*"005'01""1

Residual standard error: 1.05 on 44 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.973,Adjusted R-squared: 0.97
F-statistic: 317 on 5 and 44 DF, p-value: <2e-16

>

CUESTIONES, COMPLEMENTOS Y COSAS PARA HACER

12.1 Muéstrese que ldesviaciondefinida a continuacion de (12.12) coin-
cide con SSE cuando consideramos un modelo lineal ordinanmormalidad en
las perturbaciones.

12.2 Compruébese derivando (12.11) que los estimadores maxénosiv
miles de los parametrgs son soluciones del sistema de ecuaciones:

pIEL <yi—1fn):6,

N
i=1

enquer; =7, 'f.
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Capitulo 13

Analisis de varianza con efectos
fijos.

13.1. Introduccion.

Se presenta con frecuencia el problema de comparar el gfieetdiversas circuns-
tancias de tipo cualitativo ejercen sobre un cierto fen@nEhproblema inicial, que
ha estimulado sobremanera en sus origenes la investigeaida Analisis de Varian-
za (ANOVA en lo sucesivo) se describe, en su forma mas sirapletenemos varios
tipos (niveles)de simientes, y estamos interesados en comparar su renthmie
variable enddgena o respuesta es la cosecha obtenida padwte superficie. Para
efectuar la comparacion citada contamos con la posibiligddacer diversos ensayos,
sembrando parcelas (que suponemos homogéneas) con segulides o diferentes.
Todos los ensayos efectuados con un mismo nivel del trataonjparcelas sembradas
con el mismo tipo de semilla en nuestro ejemplo) reciben elbre dereplicaciones
de dicho nivel.

En multitud de circunstancias, podemos pensar en un modétipd:

(i=1,...,I; j=1,...,J) que muestra la cosecha obtenida eft+&sima parcela de
las sembradas con faésima semilla (g-ésima replicacion del nivé) como depen-
diendo de un parametyg que describe el rendimiento de la semillésima, mas una
perturbaciore;; recogiendo factores aleatorios (ambientales, etc.). 8edg#ican los
supuestos habituales (incorrelacion y homoscedastidddése;;, etc.), (13.1) pue-
de verse como un caso particular del modelo de regresidal liogyo rasgo distintivo
consiste en que los regresores toman valores 0 6 1.

Por ejemplo, si hubiera tres tipos de semillas y sembrar@pascelas con cada
tipo, tendriamos que el problema de estimar los rendimsgntfy contrastar hipotesis

143
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sobre los mismos) requeriria estimar el siguiente modelo:

Y11 100 €11
Y12 100 " €12
Y21 0 1 0 €21

= + . 13.2
Y22 010 Zz €22 ( )
Y31 0 0 1 €31
Y32 0 0 1 €32

Todala teoria desarrollada para el caso general puede trastasiarmas al caso par-
ticular del modelo ANOVA!. La razon por la que en ocasiones es objeto de estudio
separado radica en que los calculos son més simples en nuasmsde interés (fre-
cuentemente se pueden realizar a mano). Por otra parteggaad menudo parame-
trizaciones que, aungque exactamente equivalentes a (tidrijugar a una interpreta-
cibn mas intuitiva, al precio de hacer las matrices de disiefrango deficiente; ello no
tiene otra repercusidn que la de obligar al empleo de insgsaeralizadas en lugar de
inversas ordinarias.

13.2. Andlisis de varianza equilibrado con un tratamien-
to.

Decimos que un disefio egjuilibradocuando se realiza el mismo nimero de re-
plicaciones con cada nivel de tratamiento. El ejemplo (1@e2a Seccidn anterior es
equilibrado. Como veremos pronto, esto simplifica los dakan extremo.

Frecuentemente se reescribe (13.2) asi:

Y11 1 1 0 0 €11
Y12 1 1 0 0 « €12
Y21 o 1 0 1 0 a’f‘ €921
Y22 o 1 O 1 0 045‘ T €22 ’ (133)
Y31 1 O O 1 OZ? €31
Y32 1 0 01 €32

y, en general, (13.1) de la Seccién anterior adopta la forma
yi; = a+ai +e; (13.4)

con(z=1,...,I; j=1,...,J). Se dice que el parametrorecoge la media global,
y o los efectos diferenciales de cada nivel del tratamientone{easo presente, en
que hay un Unico tratamiento, podriamos sin problema présael superindice A).
Se deduce inmediatamente de (13.3) que la matriz de diseés de rango defi-
ciente: la primera columna es suma de las restantes. Por tasfparametros no son
estimables. Se recurre por ello a una restriccion de ideatifin (véase Seccién 3.1,

1La mayoria de los manuales citados en lo que precede camtieqétulos sobre ANOVA. Las peculia-
ridades de los modelos ANOVA han dado lugar sin embargo #bitaffia especializada. Un clasico sobre
el tema es Scheffé (1959), y Fisher and McDonald (1978) esnormgrafia Util. Los libros Pefia (1987)
y, particularmente, Trocéniz (1987a) contienen ambos atarimiento detallado del Analisis de Varianza y
Disefio Experimental. Bajo el nombre de Andlisis de Varisseacluyen también modelos de efectos alea-
torios que difieren de los estudiados aqui. Hay generatizasi multivariantes (modelos MANOVA) de las
gue tampoco nos ocupamos.
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final) como la siguiente:

> ol =0 (13.5)

Observacion 13.1La restriccion (13.5) no tiene solo el fin utilitario de so-
lucionar el problema de multicolinealidad; hace ademé&smétables los parame-
trosa, que son el efecto atribuible aksimo nivel de tratamientadicional a la
media global En el ejemplo descrito mas arriba, si el rendimiento de failfe
i-ésima fuerau; y la media de los rendimientos de todos los tipos de semifias a
lizador fuerau, entoncesy* = u; — u, es decir, la diferencia entre el rendimiento
de la semilla-ésima y el rendimiento medio global.

La restriccion (13.5) no implica ninguna pérdida de geneaal ni fuerza el mode-
lo; si Zi]:l aft = 6, siempre podriamos sustragil de caday; e incluirlo ena, para
lograr un modelo exactamente equivalente que verifica J1BI5azonamiento es el
mismo que haciamos en la Seccion 1.3 al indicar que sugojaér= 0 en un modelo
de regresion lineal con término constante no implica niaguérdida de generalidad.

Con el modelo en la forma (13.4), la hipétesis de mas freeuieterés sera la de
nulidad de todos loa#* (= igualdad de rendimiento de todas las semillas). En caso de
rechazarse, tendriamos interés en ver qué parametresn significativamente distin-
tos (mayores o menores) que el resto, pues ello apuntamaillesssignificativamente
mejores o peores.

Hay diversas maneras de abordar la estimacion de (13.4yri@esos poby, 1, . . ., U1
los vectores columna de la matriz de disefio. El problemat@aason consiste en en-
contrar coeficiented, ! (i = 1,...,I) minimizando

J J R I
&= i —a—af)?=|[§ —avo— Y of'G|>  (13.6)
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1
que verifiqguen ademas (13.5). Si escribimos (13.4) en foxparedida tenemos:

— — —

Vo V1 V2 - vr
Y1 1 1 0 ... 0 1
Y1 1 1 0 ... O €1J
Y21 1 0 1 ... 0 “ €21
. . . . . (%]
o S : af ] (13.7)
YaJ 1 0 1 e 0 . €2
i SRR . . i
: o
Y1 1 O 0 1 €11
1 0 0 ... 1
YiJg €1J
Seah el subespacio generado piyry M 4 el generado povy, . .., o;. La restric-

cionS™_ oA = 0impide quey~_ oA, sea cualquier vector def 4; es facil ver que
=1 =1 "1

i
las combinaciones lineales de la forma indicada son pmeeiste aquellos vectores de
M 4 ortogonales &. En efecto, SEle aft =

/A ’

! I

I
i=1

i=1 i=1
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La restriccion de identificacién restringe pues las comtiorees lineales factibles, -, a7
a estar e/, N h*. Por consiguiente,

1. &ty es la proyeccion dg sobreh,
2. Zi]:l a;.Aﬁi es la proyeccion dg sobreM 4 N A .

y los coeficientes pueden ser determinados con facilidadguarado gracias a la mu-
tua ortogonalidad de estos subespacios:

a = (f %) 0y (13.9)
1 I J
i=1 j=1

ety (13.11)

Haciendo uso del Lema 3.3, pag. 34, y dado que- o, + ... + o7 (y por tanto
h C My) tenemos quéy,, npr = Par, — Py Y por consiguiente:

I I
> 0 = Pypyene§ = Paad — Puif = Y 6:0 — y. T (13.12)
i=1 =1

La estructura de la matriz cuyas columnas 8pn . ., vy hace muy facil calcular
losé;:

51 [ (i o
= @ . W) | (13.13)
o1 L \0r’ ur’
—1
J 0 0 J
0 J ... 0 2g=1 Y13
= S : (13.14)
- J
0 0 ... J > =115
Y1.
def |- (13.15)
yr.
Llevando este resultado a (13.12):
I . I
Dot = Yyt -y (13.16)
=1 =1
1 1
= > wbi—y. > 7 (13.17)
i=1 i=1
I
= > (i —v.)u. (13.18)

i=1

y como losv; son linealmente independientes, de (13.18) se deduca%ﬁue (yi. —
y..). La estimacion, pues, es muy sencilla en un modelo equilibr@dos los célculos
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se reducen al computo de medias aritméticas de observa@oneada nivel (lag; ),
y de la media globay, . Ademas, comd y M4 N h+ son mutuamente ortogonales,
tenemos que

I
J = Puff + Papaons + Pars§ = il + Y o' + ¢ (13.19)
i=1
es una descomposicion geen partes ortogonales, lo que permite escribir
17 112 = 11Pg 112 + 1| Pagyon 7 112+ [1Par 7 11, (13.20)
0 equivalentemente,

I J I
TP =2 w5 = ol + D (aMllal* + 1l (@3.21)
=1

i=1 j=1

I
= LIy +7) (4 —v.)

=1
I J
DD i — (i —y.) —v.)? (18.22)
i=1 j=1

La relacion (13.22) es la igualdad fundamental en el asalisivarianza, en el caso
de modelos con un Unico tratamiento. Hay dos circunstadeiasterés a sefialar:

1. Cada sumando es una forma cuadréatica de matriz idempoEat ejemplo, el
primer sumando en (13.20) es:

I1Pu7 | = < Pug, P > = § ' Pr o = § ' Po§ (13.23)
y analogamente para los restantes términos.

2. Dado queh y M4 N k' son ortogonales, la eliminacion dg, ..., v; en el
modelo para nada modifi¢e?, 7 ||>.

Por tanto, si en lugar de ajustar el modgle- aﬁ0+Zf:1 o v; +€ajustasemos
el mas simplg/ = atj + 77, obtendriamos una descomposicion (13.20)-(13.22)
de la suma de cuadrados de la siguiente forma:

W7 112 = (1P 1>+ ||1Pi7 |1? (13.24)
= |lawo||* + ||9]1? (13.25)
= LJy? +|7l]? (13.26)
I J
= LI +> > (v —y.)™ (13.27)

i=1 j=1

La comparacion de (13.27) y (13.22) muestra que la suma dkades de los resi-
duos se ha incrementado precisamentg @1'121(%. —1y.)%; ésta es la fraccion de la
suma de cuadrados gée‘explicada” por los distintos niveles del tratamiento A.aor
gamente se razonaria sobre los demas sumandos de (13.23)mespectivamente
las fracciones de suma de cuadradog d@ribuibles a la media global, al mencionado
tratamiento A, y al residuo.
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13.2.1. Contraste de hipétesis.

Consideremos la hipétesis a* =0 (i = 1,...,I). De acuerdo con el Teorema
4.2, pag. 45, emplearemos para su contraste el estadistico:

(SSE, — SSE)/q

B ) (13.28)

Qn =

que bajo la hipotesis nulase distribuye comd, ;. Tal como acabamos de ver, sin
embargo,

I
SSEn —SSE = [|Pa,rned P =7 (v —v.)° (13.29)
=1

SSE 1Py 9 12 (13.30)

La hipotesish puede expresarse en la notacion empleada en el Capitulsi4d.2 a
1 0 0 0 oA 0
(I-1) 0 1 0 0
= i 13.31
filas Lo Lo : ( )
0O 0 ... 10
Bastan/ — 1 filas en la matriz en (13.31) porque, debido a la restriccémddntifica-
cion, sif —1 parametros son cero el restante ha de ser también ceronRoy ta 7 —1.
Esta misma circunstancia hace que 1 + (I — 1) = I, aunque aparentemente haya
un total del + 1 parametros; solé de entre ellos son libres.
Aunque se pueden aplicar directamente los resultadosidbteen el Capitulo 4.2,
es ilustrativo derivar directamente la distribucion de. 283 bajoh para mostrar que es
unaf;_; ;;_r-Bajoh, ¥ = atp + €'y por tanto

Pyyonry = Puny — Pry (13.32)
= (ath + Pup,€) — (aly + Pré) ya que tp € h C M(43.33)
= (Pma — Pn)e (13.34)

Por tanto, el numerador dg;, en (13.28) es
[(Pary = Pu)|* = €' (Pary — Pu)E~ o?x7_y, (13.35)

en que nos hemos servido del Lema 4.1 (pag. 39) y del hechoedePqu, — P») es
simétrica idempotente de rangoe- 1. Andlogamente, el denominador @ es

1Py 7 IP = I = Pary)7 |12 (13.36)
= ||(I = Puy)el)? (13.37)
= &/(I—Py,)é (13.38)

~ U2X%J—I' (13.39)
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Como (P, — Pn)Py. = 0, el Lema 4.2 garantiza la independencia de (13.35) y
(13.39). En definitiva, %ajo la hip6tesis nula

(SSE, — SSE)/q

Qn SSE/ (V) (13.40)
I
) > OREIR L 12.41)
>im1 Zj:l(yij —vi.)?/(IJ = 1)
(17-1)_ISL . —y.) 142
I=1) ¥ S vy —vi)? (13.42)
~ Frarn-r (13.43)

Habitualmente se resumen los resultados de un analisisrdmza en un estadillo
como el de la Tabla 13.1.

Cuando la hipétesis de nulidad de los respectivos efect@s ruierta, el estadis-
tico correspondiente sigue una distribuciérde Snedecor descentrada (véase B.1).
La regidn critica esta formada por valores grandes del issiza] evidenciadores de
grandes discrepancias enfi®E;, y SSE.

13.2.2. Distribucién del recorrido studentizado.

Supongamos qUE; SN (u,0?) (i =1,...,n). Sea,

w = méix X; — min X; (13.44)
y s% un estimador de? conv grados de libertad (es decir, tal que?/o? ~ x2).
Supongamos, ademas, gifees independiente d§; (i = 1,...,n). Entonces,
w=2Y (13.45)
S

sigue una distribucion conocida y tabuladadistribucion del recorrido studentiza-
do)?.

13.2.3. Busqueda de diferencias significativas.

El contraste utilizando el estadistico (13.28) no indica giveles de tratamiento
difieren significativamente, en el caso de producirse elazzkle la hipétesis nula de
igualdad. Tenemos a nuestra disposicion toda la teoria €agtulo 6 para abordar
multiples contrastes simultaneos de hipétesis calhg: a;l — a;* = 0 con nivel de
significacién conjuntae.

Observemos sin embargo que bajo la hipotesis nula de iglidklios parametros
ail, of* las variables aleatoriaéy, &;* tienen igual media, igual varianza (esto Gltimo
debido a ser el modelo equilibrado), y son ademas indepetedides? (Teorema 4.2,
péag. 45). Por tanto, si hay hipotesis del tipaHy,; (a veces denominadasmpara-
cioneg y Wy, es el cuanti(1 — «) de la distribucion del recorrido studentizado con
pardmetros., v, tenemos que

2Tablas en Beyer (1968), reproducidas en el Apén@Re
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Cuadro 13.1: Analisis de varianza con un tratamiento.

Efecto Suma de Grados de Estadistico Distribucion
cuadrados libertad de contraste bajoH,: efecto nulo
I
! (IJ=DJY (% —y.)
Efecto A I (i —v.)? I—-1 —= Fr_vrior
= (T=1)>> (v — i)’
=1 j=1
_ 2
Media 1Jy? 1 (LT = DIy Firi-1
Z (yl] —Yi )2
i=1 j=1
1 J
Residuo S Wi —wi) 1j—1
=1 j=1
I J
Total S v 1]
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AA A A
Qp — o

< W;fy] —1-a, (13.46)

Prob < () [

k.l

lo que sugiere una forma de hacer el contraste simultaneo.

Obsérvese que (13.46) sélo sirve para contrastes de tipparagion, en tanto que
los métodos de Scheffé o maxim#&Capitulo 6) eran mucho mas generales. Como a
menudo sucede, el método del recorrido studentizado esriiniefa los métodos mas
generales (= da intervalos de confianza menos amplios) @oalé situacion para el
que ha sido disefiado

13.3. Aleatorizacion. Factores de bloque

La aleatorizacién de la experimentacién es una idea rafatwmte nueva, primero
introducida por el estadistico britanico Sir R.A. Fishar.df pasado, la asignacion de
las unidades experimentales, las parcelas en el caso dgblejen la Seccion 13.1,
a los respectivos tratamientos, los tipos de semilla en ginmiejemplo, se ha hecho
de una manera sistemética o en algunos casos incluso gabfgtiuso impropio de
ciertas reglas o procedimientos para realizar esta as@nacede originar muchos
problemas.

Ejemplo 13.1 En un estudio médico disefiado para comparar un tratamien-
to standard para una enfermedad con un tratamiento nuermpptencialmente
arriesgado, el grupo de pacientes recibiendo el nuevanratgo podria estar for-
mado completamente por personas voluntarias. Estas psraomrmalmente esta-
rian en condiciones de salud mas precaria que las persoadsi@gen a recibir
el tratamiento standard, siendo este estado de salud/apteinte peor el que las
impulsa a aceptar el riesgo de un nuevo tratamiento.

Aln en el caso en que ambos tratamientos fuesen igualmewnté/es, el ana-
lisis de los resultados al final del estudio seguramenteraréesun estado de salud
peor en los pacientes asignados al nuevo tratamiento qoe padientes asignados
al tratamiento standard. Obviamente la conclusién debesseria, en este caso
particular, que el tratamiento nuevo es menos efectivo batamiento standard.
La fuente desesgoen este caso se suele llansaisgo de seleccipdebido a que
las unidades experimentales para los dos niveles de tenitomio eran similarés

Como veremos més adelantesesgo de seleccigpuede ser minimizado mediante
el uso de laleatorizacion El uso de laleatorizacidrtiende a establecer un equilibrio
entre las unidades experimentales asignadas a cada tatanmespecto a factores
distintos a los tratamientos y que puedan influir de una urotaera en el resultado
del experimento.

Hemos visto cdmo sesgos significativos pueden ocurrir auisdunidades expe-
rimentales se autoasignan a los diversos tratamientosidra@apuede ocurrir cuando
la asignacion se hace de manera sistematica o de maneravsubje

Ejemplo 13.2 Supongamos que tenemos una lista con las calificaciones, or-
denadas de mayor a menor, de 50 estudiantes en la asignatu@aéremos com-
parar dos métodos distintos de ensefianza en la asignaturau2elacionada a

3Ver detalles en Scheffé (1959), p. 76 y ss.
4En este caso la similitud se refiere a que dentro de lo posiblenidades experimentales sélo deben
diferir en el tratamiento aplicado y no en su condicién dadaticial.
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la anterior, en la que se han matriculado dichos estudisaségnando al primer
método (método nuevo) los primeros 25 estudiantes de |laatsiga Al (es decir,
los que tienen calificacion mas alta) y al segundo método Soe&tantes. Una
comparacion de los dos métodos de ensefianza para la asigAdtuo sélo re-

flejara la diferencia entre los tratamientos, sino tamhaétiferencia entre los dos
grupos, posiblemente dada por las calificaciones obtepitésasignatura Al.

Ejemplo 13.3 La asignacién subjetiva puede darse, por ejemplo, en un ex-

perimento en que se desea comparar dos tipos de semilla yi@llag siembra

(sin utilizar ninguna razoén especifica para hacerlo) undipsemilla en las par-
celas que se encuentran en la parte alta de su finca, y el porale¢i semilla en

las que se encuentran en la parte baja de la finca, en esteesaa® inas fértiles.
Una comparacion de los dos tipos de semillas no solo refligatderencia entre

las semillas, sino también la posible diferencia de feldili entre las tierras altas y
bajas de su finca.

La aleatorizacién distribuye las unidades experimentdlagar con objeto de eli-
minar cualquier efecto, aparente o escondido, que pudiseesente entre los tra-
tamientos. Se trata de que las comparaciones entre tratasimidan sélamente la
diferencia entre ellos. En resumen, la aleatorizaciérdgemeliminar la influencia de
variables externas que no estan controladas directameefesgperimento. Estas va-
riables externas pueden dar lugar a la aparicién de un sesgeleccion, y por tanto
oscurecer el efecto de los tratamientos sobre las unidagesmentales.

Si, por otro lado, nos consta que una variable externa adeateanera directa a las
unidades experimentales, es una buena idea el efectueatam@tacion de una manera
gue tome en cuenta esta circunstancia. En el caso mencienati&jemplo 13.3, sem-
brando ambos tipos de semillas tanto en la parte alta conmmarie baja de la finca.
En cada parte de la finca, y por separado, se aleatorizapé eldisemilla a sembrar en
las respectivas parcelas. Llamarerfastores de bloquea las variables externas que
afecten directamente a las unidades experimentales, yaquario sea necesamon-
trolar (por ejemplo, parte de la finca). Ademas llamareisloguea toda combinacion
denivelesde losfactores de bloquesupongamos que hubiese diactor de bloquesn
el experimento de las semillas, que bien podria ser cualtpgtor presente en ambas
partes de la finca. Por ejemplo, alguna variedad de inseitamnds que los hay de
tipo Ay de tipo B, que afecte el proceso de germinacion deralke y que se sabe
precisamente en qué parcelas de las partes alta y baja deda&rencuentra (es decir,
ambos tipos estan en ambas partes de la finca y nosotros safiénue). En este caso
tendriamos que ubloqueseria terreno alto e insecto A, y asi sucesivamente.

Ejemplo 13.4 Para ilustrar la idea de aleatorizacion tomemos nuevamente
el Ejemplo 13.3 en que tenemos 3 tipos de semilla'y 6 pardglaexremos asignar
aleatoriamente 2 parcelas a cada tipo de semilla. Numerasasircelas arbitra-
riamente del 1 al 6 y buscamos 6 nimeros aleatorios en ceakabila de nimeros
aleatorios (0 en un generador que suele venir en las catzaks)d colocandolos
junto a las parcelas numeradas. En nuestro caso hemosdi@alumeros alea-
torios correspondientes a una variable aleatoria unif@ntee 0 y 1. Esquemati-
camente lo que tendriamos seria:
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Numero
Parcela )
Aleatorio

0.3615
0.6711
0.2095
0.2767
0.7546
0.4547

O WNE

El siguiente paso consiste en ordenar las parcelas de acalendmero alea-
torio correspondiente y una vez hecho ésto se asigna lagidosrags parcelas al
tipo de semilla 1, las dos siguientes al tipo de semilla 2 @éssultimas al tipo de
semilla 3. Es decir:

Namero | Tipode
Parcela

Aleatorio | Semilla

3 0.2095 1

4 0.2767 1

1 0.3615 2

6 0.4547 2

2 0.6711 3

5 0.7546 3

Por tanto en nuestro experimento sembraremos las parcgthsdh la semilla
tipo 1, las parcelas 1y 6 con la semilla tipo 2, y las parcela$Zon la semilla
tipo 3.

CUESTIONES, COMPLEMENTOS Y COSAS PARA HACER

13.1 En los ejemplos mas arriba en que se precisaba aleatoriziiseifio
se ha descrito conceptualmente el proceso para hacerlcageloenimeros alea-
torios. No es necesario en la practica generar explicittem@meros aleatorios y
ordenarlos: la funcidsample (existente tanto en St®s como en R) permite
obtener con comodidad el mismo resultado.

13.2 En todo modelo, los supuestos no son de ordinario sino apemio-
nes, mas o menos razonables. Una cuestion de interés esugjieéecios modelos
de Andlisis de Varianza cuando se incumple: i) El supuestaodmalidad de las
perturbaciones, o ii) El supuesto de homoscedasticidadsipdrturbaciones. El
andlisis tedrico y la experiencia muestran que el segurmmriplimiento es mucho
mas grave que el primero.

Un modo rapido de adquirir una cierta apreciacion de la inflisede los res-
pectivos incumplimientos consiste en estudiar el compagato de los diferentes
estadisticos mediante simulacién. Obténganse aleamnt@n200 muestras gene-
radas por un modelo ANOVA (por ejemplo, con un tratamient@tio niveles y
cinco replicaciones en cada nivel), en el caso en que ehtratdo no tiene ninglin
efecto y la distribucion de las perturbaciones es, por dignupiforme o de Cau-
chy. Comparese el histograma de valores del estadistiacepapntraste dély :
“Tratamiento sin ningln efecto” con su distribucion tearic

13.3 La Compaiiia Cereales Novedosos S.A. desea comparar 3 tipes d
rentes de envases para un nuevo cereal que intentan lanmer@ddo. Quince
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supermercados, con volimenes de venta aproximadameilesgfueron selec-
cionados como unidades experimentales. Se asigné atsatorte cada tipo de
envase a 5 supermercados. Supondremos ademas que todasdiamnes rele-

vantes y distintas del tipo de envase, tales como el presfigoio fisico en los

escaparates, y esfuerzos promocionales especiales, $eviaen iguales para
todos los supermercados en el experimento. Las ventasiddsesfurante una se-
mana determinada para cada tipo de envase fueron:

[EnY

Tipo de Ventas

envase semanales

Tipo 1 4 15 21 10 16
Tipo 2 16 11 9 22 19
Tipo3 | 13 23 22 18 19

. Construye la tabla ANOVA para este experimento.

2. ¢Existe diferencia en las ventas atribuible a los métdd@nvase de cerea-
les?(a = 0,05). Si la hubiese, ¢ cuél de los métodos de envase es estadisti-
camente diferente a los otros?

3. ¢Hay alguna observacion anémala (= con residuo studdotinuy grande)?

4. ¢Hay alguna observacion notoriamente influyente? ¢ Sddpiie parametro
en particular?

5. ¢Cudles de entre los supuestos necesarios podrian decuados en una
situacion como la analizada? (Ayuda: dada la dispersidagieldservaciones
presentadas, ¢ es razonable suponer que las ventas —sienmagativas—
siguen una distribucion normal? ¢Qué efecto tendria ehiptimiento de
este supuesto sobre el analisis efectuado?)

13.4 Un economista obtiene datos sobre las mejoras en la proidizactiel
afio pasado para una muestra de empresas que produceniasges@ equipos
electrénicos. Las empresas fueron clasificadas de acukpdonaedio de los gas-
tos en investigacion y a desarrollo en los ultimos tres afigslés bajo, moderado
y alto). Los resultados del estudio se detallan a contidnata mejora en produc-
tividad se mide en una escala de 0 a 10). Supongamos que elowigie en este
capitulo es adecuado.

Gasto en Mejora productividad

I+D

Bajo 89 85 86 51 61 85 53 64 54 74
Moderado 78 68 84 77 63 77 93 71 72 6{1
Alto 89 87 77 97 86 90 89 88 87 85

1. Construir la tabla ANOVA para estos datos.

2. Basandonos en la mejora de productividad de la empresate; diferencia
atribuible a los distintos niveles de gasto en Ild= 0,05)? Si la hubiese,
¢las empresas que pertenecen a cudl de los niveles de dmstndistadis-
ticamente de las demas?

3. ¢Hay alguna observacion anémala (= con residuo studedotimuy grande)?

4. ¢Hay alguna observacion notoriamente influyente? ¢ Sddpia parametro
en particular?
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13.5 Supongamos que una empresa esta considerando utilizareunesd
politicas para seleccionar a los supervisores en distim&es de trabajo. La poli-
tica A dicta que se promocionaré a los trabajadores que dstéro de la empresa
haciendo que participen en cursos de perfeccionamientartidps por la misma
empresa; la politica B también promocionara a los trabagedde dentro de la
empresa haciendo que participen en cursos de perfeccienampero que en este
caso seran impartidos por una Universidad determinadaoliica C consiste en
seleccionar supervisores experimentados de entre psrgoeano pertenezcan a
la empresa. Supongamos en este caso (aunque de manejajiresials supuestos
de ANOVA son vélidos y que los posibles sesgos han sido dlidus. Los datos
son porcentaje de efectividad de cada uno de los 10 tralvagmdn cada grupo, de
acuerdo a la escala de la empresa (de 0 a 100).

Politica

Productividad

A
B
C

87

50

68 76 62 59

56 63 44 58 57 42

35

26

36 37 39 56

3
3
3
4
53
3

42

1. Construir la tabla ANOVA para estos datos.

2. Basandonos en el porcentaje de efectividad de los sspegsi, ¢ existe dife-
rencia en la productividad atribuible a las diversas pltiutilizadas por la
empresa para seleccionar sus supervisgres 0,05)? Si la hubiese, ¢ qué
politica o politicas difieren estadisticamente de las d@mas

3. ¢Hay alguna observacion anémala (= con residuo studedotimuy grande)?

4. ¢Hay alguna observacién notoriamente influyente? ¢ Sdpie parametro

en particular?
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Capitulo 14

Analisis de varianza con dos y
tres tratamientos.

14.1. Introduccion.

Entendidas las ideas basicas, el desarrollo de todos loslosartuzaddsde ANOVA
es similar y sumamente sencillo. Consideremos ahora dasrientos (por €j., semi-
llas y fertilizantes), que denominaremos A y B, cbly J niveles respectivamente.
Combinamos lod niveles del tratamiento A con lo$ del tratamiento B replicando
cada combinacio veces. Hay dos versiones de modelo que podemos plantear:

Yk = a+ai+ af + €ijk (modelo aditivo) (14.1)

Yijk = a+ a? + ajB + ozf}B + €ijk (modelo no aditivo).  (14.2)

14.2. Modelo aditivo.

El modelo (14.1), que estudiamos a continuacion, suponseméla y fertilizante
inciden sobre la variable respuesta aditivamente: el@fetuna determinada combi-
nacion semilla-fertilizante es la suma de efectos de semiiértilizante;a y of. El
modelo (14.2), con mas parametros, seria el indicado cuamdduraleza del problema
analizado sugiriera la posibilidad de sinergias entrejpame niveles de tratamiento
(alguna semilla reaccionando de manera particularmewbeshle o desfavorable a la
presencia de algun fertilizante); los parélmetltgﬁ}s9 (Ilamados interacciones) preten-
den recoger ésto. Volveremos sobre el particular.

1En oposicién a anidados, de los que nos ocuparemos someeamas adelante.

157
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Restringiéndonos de momento al modelo (14.1), podemossago vectorialmen-
te asi:

I J
J=oato+ Y alti+ Y alw;+é (14.3)
i=1 j=1

0, de modo expandido, tal como aparece a continuacion:

Ty ¥ Uo ... U5 W e ... Wy .
Jiu 1 1.0 ... 0 1 0 .. 0 t
YK 1 1.0 ... 0 1 0 ... 0 €LK
Yo11 1 0 1 ... 0 1 0 ... 0 _ €211
: B ST R : o :
w1 01 o0 1 0 ..o [T ex
) . . : . . . ay .

: OB

1 0 0 ... 1 0 0 ... 1 7
Y L .. . €171

1 0 0 ... 1 0 0 ... 1
YIJK €IJK

Llamaremos, M 4 y My alos espacios generados por la coluriindas columnas
¥1,...,05, ylas columnasi, ..., W  respectivamente. Hay claramente dos relaciones
i e J o S
Ilnea_les exactas entre las columnas de la mafriz ~,_, v; =0y D ima wj = vp. La
matrizX es derangad + (I — 1)+ (J —1). Para hacer estimables —e interpretables—
los parametros, imponemos las dos restricciones de idaiifin:

I
> aft=0 > af =0 (14.4)
=1

Jj=1

Es facil ver, al igual que en el modelo con un sélo tratamiegte las restric-
ciones (14.4) tienen el efecto de hacer las combinacionealbs factibles dé/ 4 y
de My ortogonales al subespadio Del mismo modo puede verse qu? si tgd, aJB
(¢t=1,...,1yj=1,...,J) verifican las restricciones (14.4):'].]:1 af’wj 1,
cualquiera que seaPor consiguiente)/4 N h*y Mp N h't son subespacios ortogo-
nales ah y entre si, y

Poy + Pryont ¥ + Prgons @ + (I = Payont — Prugont — Pr)y

y

J I
= aiy+ Y aPw;+ ) afv+é (14.5)
j=1 i=1
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es una descomposicion geen partes mutuamente ortogonales, lo que permite estimar
los parametros separadamente:

a = (T 'T0) 00§ (14.6)
1 I J K
= TR LD D ik (14.7)
i=1 j=1 k=1
oy (14.8)
I ~
> aly, = Prryansy (14.9)
=1
= Py, § — Pry (14.10)
I
= ) uidi—y.i (14.11)
=1
I I
= N udi-y. > (14.12)
i=1 i=1
I
= D Wiy (14.13)
=1
?a%“ = (Yi.. —v..) (i=1,...,1) (14.14)
y del mismo modo:
af =y —y..) G=1,...,J). (14.15)

Los residuos se obtienen por diferencia:

Gijk = Yigk — (Y. —v.) — (W —v.) —y.. (14.16)
= Yijk —Yi. — Y5ty (14.17)

Los resultados se resumen habitualmente en un estadorsafrdla la Tabla 14.1, con:

€ijk = Yijk —Yi.. — Y4 T Y.
1 I J K
~9 2
= 14.18
7 IJK—I—J+1;;;”’“ (14.18)

14.3. Modelo con interaccion.

Consideramos ahora un modelo como

Yije = o+ o +af +aiP + e (14.19)
o0, vectorialmente,
I J I J
J=aty+Y afti+> alu;+> > afPz;+E (14.20)
i=1 j=1 i=1 j=1
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Cuadro 14.1: Analisis de Varianza con dos tratamientoscagds (modelo aditivo).

Efecto Suma de Grados de Estadistico Distribucion
cuadrados libertad de contraste bajoHy: efecto nulo
I
: JEY (i —v.)
Efecto A JEY (i —v.) I-1 7(:; 052 Froa1ik—1-s+1
i=1 -
I
I IKZ(y.j. - y)2
Efecto B IK ;(y i) J—1 (:} 5 F11iK-I-J11
Media TJKy* 1 IJKy?* /62 FLiik—I-J+1
I J K
Residuo SN ein® IJK —T—J+1
i=1 j=1 k=1
I J K
Total SN IJK
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gue de forma expandida puede expresarse asi:

Vo V1 V2 ... VU7 w1 W2 ... Wy 211 --- RIJ
v 1 1.0 ... 0 1 0 ... 0 1 .. 0
: S . . . . . a
' : : : : : : : : : 04‘14
Y11k 11 0 ... 0 1 0O ... O 1 ... 0 .
Y121 1 1 0 ... 0 0 1 ... 0 0 .. 0 1
: oo : : : : : : aj
aq
Y12K | = 1 1 0 ... 0 O 1 ... 0 o ... 0 ) 4+ e
: b
: B
1 0 0 1 0 0 1 0 1 i
Yyrn i i :
: oAB
1 0 0 1 0 0 1 0 1 rJ
Yrix
El vectorz;; tiene “unos” en los lugares enfrentados a térmipgs (K =1,..., K),

y ceros en los restantes. Las restricciones identificands pdrametros son ahora:

I J

> at=0 > af =0 (14.21)
i=1 j=1
I
> aff =, Vj (14.22)
1=1
J
> P =0, Vi (14.23)
j=1

y es de nuevo facil comprobar que dichas restricciones oma@gan las combinacio-
nes lineales factibles en cada uno de los sumandos de (1R@Gonsiguiente,

I J I J
Jo=ato+ Y ot + Y alw;+) Y allz;4e (14.24)
i=1 j=1 i=1 j=1
es una descomposicion gecuyos tres primeros sumandos son respectivamente pro-
yecciones sobrg, M4 Nht, Mg Nht,y M; = Mag — Manht — Mpnht —h,
siendoM 4 g el subespacio generado por los vect({ré§}j:11’f. De (14.20) se deduce
entonces:

17 117

1P |1* + [1Paraens T 1P+ [ Prrgrnsd |12+ |1Par, 7 17 + []€(E4.25)

I J I J
& T0|[* + D (@211 + Y (PP a]12 + >0 ) (alP)?(|2?
i=1 j=1

i=1 j=1

1,J,K
Y e (14.26)

,5,k=1
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Explotando la ortogonalidad por bloques y siguiendo unguouniento enteramen-
te analogo al empleado con el modelo aditivo, llegariamos aijuientes resultados:

a@ = . (14.27)
af = yi-y. (14.28)
of = yi-v. (14.29)
afP = gy -y sty (14.30)
€ijk Yijk — Yij. (14.31)

Llevados a (14.26), proporcionan:

I
2

E Yijk

=1

IJKy? +JK Z

+IKZ
1=1
I J I J K
KZ Z yzj - -y, + y)2 + Z Z Z yz]k - @bﬁ' %2)

i=1 j=1 k=1

Los calculos y contrastes suelen agruparse en un cuadro ebpresentado en la
Tabla 14.2. Los grados de libertad se obtienen sin mas quedewar el rango de las
matrices de proyeccién correspondientes. Por ejemplo,

rango Py, traza Py,

traza Py, — traza Py, p1 — traza Py npe — traza Py
= traza Py, , — traza Py, + traza P, — traza Py, + traza Pj, — traza P,
= IJ-I1-J+1

y analogamente con las demas.



Cuadro 14.2: Analisis de Varianza equilibrado con dos in&atos replicados (modelo con interaccion)

Efecto Suma de Grados de Estadistico Distribucion bajo
cuadrados libertad de contraste Hy: efecto nulo
I
I JKZ(%‘.. —y.)?
Efecto A JE (yi. —y.)" I—1 =1 F
Yi.. — Y. (I — 1)&2 I-1,I1J(K-1)
=1
J
J IKY (yj —v.)?
=1
Efecto B IKZ(y] —y.)? J-1 ](J )57 ‘7:J—1,IJ(K—1)
j=1
IJ
AB\2
I KZZ(%]‘ )
Iy AB\2 i=1 j=1
Interaccion Kz; 2(0@3) (IJ—1—J+1) e I]— TE1)° Fro—1—J+1,10(5-1)
=1 5=
Media IJKy* 1 IIKy? [6° Fir(x—1)
I J K
Residuo SN e’ 1J(K —1)
i=1 j=1 k=1
I J K
Total SN IJK

‘NOIODDOVHILNI NOO OTddONW "€¥T

€91



164 CAPITULO 14. ANOVA CON 2 Y 3 TRATAMIENTOS

14.4. Aleatorizacion de la experimentacion

Siguiendo las ideas mencionadas en la Seccién 13.3 sobeedsaidad de asignar
adecuadamente las unidades experimentales a los diveatagientos en un experi-
mento, ilustraremos con un ejemplo simple la manera decaiezat cuando se trata de
un experimento equilibrado con dos tratamientos.

Ejemplo 14.1 Supondremos que se tienen dos factores, que por ejemplo po-
drian ser tipo de semilla y tipo de fertilizante. Tenenfios 2 tipos de semillas y
J = 3 tipos de fertilizantes. Contamos con 12 parcelas que debasignarlea-
toriamentea las distintas combinaciones de tratamientos. El expetorensiste
en observar el efecto que el tipo de semilla y el tipo de featite tienen en la
cosecha obtenida por unidad de superficie.

Numeramos las parcelas arbitrariamente del 1 al 12 y sidaiem proceso
similar al utilizado en el caso de un experimento equilibradn un tratamiento,
asignamos 6 parcelas al tipo de semilla 1 y 6 parcelas al gpsediilla 2, a la
vez que asignamos 4 parcelas a cada tipo de fertilizanteedisld asignacion de
parcelas a tipo de semilla y fertilizante quedaria asi:

Parcela | NUmero | Tipode Tipo de
Aleatorio | Semilla | Fertilizante
12 0.0129 1 1
2 0.0261 1 1
8 0.0391 1 2
3 0.0707 1 2
4 0.1284 1 3
1 0.1855 1 3
5 0.2612 2 1
6 0.4036 2 1
10 0.4869 2 2
9 0.7985 2 2
7 0.8358 2 3
11 0.9861 2 3

Lo cual normalmente se mostraria de manera esquematica como

Fertilizante
Semilla 1 2 3
1 Parcelas 2y 12 Parcelas 3y 8| Parcelasl1ly4
2 Parcelas 5y 6| Parcelas 9y 10 Parcelas 7y 11

14.5. Analisis de varianza equilibrado con tres trata-
mientos.

La extension y posterior generalizacion de los resultadteriares a modelos con
tres tratamientos es inmediata, con ciertos matices quenaiebclarificar. Considere-
mos ahora tres tratamientos (por ejemplo: semillas, ifetites y tipo de riego utiliza-
do), que denominaremos A, By C, cdnJ y K niveles respectivamente. Combinamos
los I niveles del tratamiento A con losdel tratamiento B y con lo& del tratamiento
C replicando cada combinacidnveces. Al igual que cuando describiamos el mode-
lo equilibrado con dos tratamientos, en este caso tendrart@acciones dobles (es
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decir, AB, AC y BC) y una interaccion triple (es decir, ABC)tenlos tratamientos
presentes en el experimento. Llamaremos modelo aditivoodefo que no contiene
ningun tipo de interaccion, modelo no aditivo de primer ardeque contiene tan sélo
las interacciones dobles, y modelo no aditivo de segundencatique contiene todas
las interacciones dobles y la triple.

Modelo aditivo:
Yijhi = Q-+ aZA + af + akc + €ijki (14.33)
Modelo no aditivo de primer orden:
Y = a+af +af +af +aiP+ o +abl +en (14.34)
Modelo no aditivo de segundo orden:

Y = a+ai+ af +af + af‘jB +ajf + aﬁc + af‘jfc + €ijx(14.35)

El significado de las interacciones dobles es similar al ddisis de varianza con
dos tratamientos, manteniendo el tercer tratamiento figmerde sus niveles. Lainclu-
sion en el modelo de la interaccién triple, o en este casocetiabmodelo no aditivo
de segundo orden, se justificaria si la naturaleza del preblnalizado sugiriese la
posibilidad de sinergias entre parejas de niveles de dtsrti@ntos cualesquiera (de
entre los tres tratamientos) para los distintos nivelesetekr tratamiento (por ejem-
plo, alguna semilla reaccionando de manera particulamfendrable o desfavorable a
la presencia de algun fertilizante, siendo dicha reacdi@nahte dependiendo del tipo
de riego que se esté utilizando).

Cualquiera de los tres modelos mencionados puede ser esprga sea vecto-
rialmente o en forma expandida de manera inmediata sigoisddeas del andlisis
de varianza equilibrado con dos tratamientos, e imponieledta misma forma las
restricciones que identifiquen a los parametros en esteomaedelo. Los calculos y
contrastes suelen agruparse en un cuadro como el presenté&doTablas 14.3y 14.4
(para el caso del modelo no aditivo de segundo orden). Eistitzo para contrastar la
nulidad de cada efecto se obtiene como cociente de la régpsgina de cuadrados y
la asociada al residuo (dividida cada una por sus gradobeigdd). Bajo la hipétesis
de nulidad, los estadisticos siguen las distribucionesagaeecen en la tabla.
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Cuadro 14.3: Andlisis de Varianza equilibrado con treatré¢ntos replicados (modelo
no aditivo de segundo orden)

Efecto Suma de Grados de Distribucion bajo
cuadrados libertad Hy: efecto nulo
I
Efecto A JKL Z(yz —y..)? I-1 Fr A IIKL-1JK
i=1
J
Efecto B IKL Z(yy —y..)° J—1 F A 1IKL-1JK
j=1
K
Efecto C 1JL Z(yk —y.)? K-1 FRATIKL-1JK
k=1
IJ
|nteraCCiénKLZ Wi = Yi. —ys. +y.)° IJ=T=J+1 Fry 1y k17K

i=1 j=1

AB

I K

InteracciénJLZ Z(yzk ~ Yo =Yk Y. ) TK T - K +1 FIk—I-K+1,1JKL—1JK
i=1 k=1

AC
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Cuadro 14.4: Andlisis de Varianza equilibrado con tresitré¢éntos replicados (modelo
no aditivo de segundo orden). Continuacion.

Efecto Suma de Grados de Distribucion bajo
cuadrados libertad H,: efecto nulo
J K
Interaccion  ILY Y (yje. —y,. JEK-J-K+1 F kK411 JKL—IJK
j=1k=1
BC Yok Fy.)?
Interaccion L Z Z Z(%k + Yi... TJK =1J  Frjg 17— IK—JK+I+J4+K—11JKL—TJK
i=1 j=1k=1
ABC +Yj. T Y.k — Yij.. —IK—-JK+1
—Yik. — Yjk. — Y....)° +J+K—1
Media IJKL?J?.. 1 FirIKL—17K

I J K L
Residuo > > > (yijm — yijr.)* IJKL-IJK

1j=1k=11=1

J K L
Total S vim IJKL

1j=1k=1I=1

M~

2
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CUESTIONES, COMPLEMENTOS Y COSAS PARA HACER

14.1 Consideremos un experimento para medir la pérdida de calsg
tiene cuando se usan 4 tipos de cristal térmico para ven{dnasmiento 1), y
5 temperaturas exteriores prefijadas (Tratamiento 2). Gebpn tres cristales de
cada tipo para cada temperatura exterior y se mide la comdimte pérdida de
calor expresada porcentualmente. Los datos obtenidos son:

Tipo de cristal

Temperatura A B

. C D
exterior

29 72 100 121
15 36 80 112 133
40 7.7 106 126
54 103 126 14.7
10 63 9.8 131 145
58 94 127 15.2
72 107 131 15.2
5 6.7 11.3 143 15.8
6.2 104 13.7 159
7.7 117 143 17.2
0 74 121 147 16.8
79 114 150 16.1
98 133 16.8 185
-5 96 13.7 16.7 189
9.7 142 165 185

1. Construye la tabla ANOVA para este experimento equilibreon dos tra-
tamientos, utilizando el modelo adecuado (es decir, aditino aditivo). Si
decides usar el modelo aditivo, justifica esta decision éef#,d; hay algin
tipo de cristal que tenga una pérdida de calor significatramdiferente a
la que cabria esperar de la consideracion separada de tbsseferistal” y
“temperatura”?).

2. Contrasta la hipétesis de que los cuatro tipos de cristat igual pérdida
de calor.

3. Contrasta la hipotesis de que la pérdida de calor es laapana las distintos
temperaturas.

4. ¢Hay alguna observacion anémala (= con residuo studentinuy grande)?

5. ¢Hay alguna observacion notoriamente influyente? ¢ $dgnia parametro
en particular?

14.2 Un experimento consiste en analizar el efecto que sobrethipcion
de platanos (en cajas de 2 kilogramos por racimo) tieneno$ tife terreno y 2
tipos de fertilizantes. Se observa la produccién promedliona parcela para cada
combinacion terreno-fertilizante. Los datos se muestr@onéinuacion:
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Fertilizante
Terreno | A B
T 0.9 1.4
1.1 1.5
T 0.7 1.2
0.8 1.0
T3 1.8 0.8
2.2 1.0
T4 1.4 1.3
1.2 1.5

1. Construye la tabla ANOVA para este experimento equitibreon dos tra-
tamientos, utilizando el modelo adecuado (es decir, aditiio aditivo). Si
decides usar el modelo aditivo, justifica esta decision éir,dhay algin
tipo de terreno que tenga una produccion de platanos sigtivenente di-
ferente a la que cabria esperar de la consideracion sepdedda efectos
“terreno” y “fertilizante”).

2. Contrasta la hipotesis de que los cuatro tipos de terienert igual produc-
cion de platanos.

3. Contrasta la hipotesis de que la produccion de plataniasneisma para los
distintos fertilizantes.

4. ¢Hay alguna observacién anémala (= con residuo studdotimuy grande)?

5. ¢Hay alguna observacion notoriamente influyente? ¢, Sddpie parametro
en particular?

14.3 En un experimento realizado en la Universidad de fowa queria pro-
bar la rapidez de un programa de ordenador para calculaalpitiolades en una
distribucion t de Student no centrada. Se observaron logte (en microsegun-
dos) que el programa usoé para calcudfl” < t|v, §), para distintos valores de
y grados de libertad cuando el parametro de nocentralidad®ta 2. Supén que
las asunciones del modelo ANOVA con dos tratamientos sddasilLos datos se
muestran a continuacion:

Grados de
libertad

v=5 | rv=>51
363 272
t=0 360 321
214 312
1934 4719
t=2 2205 5066
1994 4769

1. Construye la tabla ANOVA para este experimento equitibreon dos tra-
tamientos, utilizando el modelo adecuado (es decir, aditiio aditivo). Si
decides usar el modelo aditivo, justifica esta decision éir,dhay algin
valor de t que utilice un tiempo significativamente difeesatla que cabria
esperar de la consideracion separada de los efectos “watbydgrados de
libertad”).

2Estos datos aparecen en un folleto escrito por Rusell Lentt989 y titulado “Experimental Design.
22S:158+#1. Spring 89" que era utilizado para la ensefianza del cursasiib de Experimentos en dicha
Universidad.
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2. Contrasta la hipotesis de que el programa utiliza un tieigpal para los
dos valores de t.

3. Contrasta la hip6tesis de que el tiempo utilizado por@jmma es el mismo
para los distintos grados de libertad.

4. ¢Hay alguna observacién anémala (= con residuo studdotimuy grande)?

5. ¢Hay alguna observacion notoriamente influyente? ¢, $ddnia parametro
en particular?

14.4 Un experimento consiste en analizar el efecto que sobrethpcion
de platanos (en cajas de 2 kilogramos por racimo) tienerog tip terreno, 2 tipos
de fertilizantes y dos tipos de riego (R1 y R2). Se observaddyzcion prome-
dio en una parcela para cada combinacion terreno-ferttizeego. Los datos se
muestran a continuacion:

Riego R1 | Riego R2
Fertilizante A B A B
Terreno
T 0813|1214
10| 14| 13]| 1.6
T2 0511|0914
06| 08| 08| 1.2
T3 141 05| 17| 1.0
20| 10| 25| 11
T4 141 13|17] 1.3
1.2 15| 15| 15

1. Construye la tabla ANOVA para este experimento equitibreon tres tra-
tamientos, utilizando el modelo adecuado (es decir, aditio aditivo de
primer orden o no aditivo de segundo orden). Justifica tusd@ctiefectuan-
do los contrastes adecuados.

2. Contrasta la hipotesis de que los cuatro tipos de terienert igual produc-
cién de platanos.

3. Contrasta la hip6tesis de que la produccion de plataniasneisma para los
distintos fertilizantes.

4. Contrasta la hipétesis de que la produccion de plataniasneisma para los
distintos tipos de riego.

5. ¢Hay alguna observacion anémala (= con residuo studdotinuy grande)?

6. ¢Hay alguna observacion notoriamente influyente? ¢ $ddpiie parametro
en particular?



Capitulo 15

Otros disefos.

15.1. Introduccion.

Como hemos visto en el modelo con tres tratamientos, la gkreion de este
tipo de resultados a modelos con mas tratamientos es intaggiao requiere mayor
aclaracion.

Acontece, sin embargo, que el volumen de experimentaciprer&lo para estimar
un modelo con muchos tratamientos puede facilmente exckxdler permisible. Por
ejemplo, con dos tratamientos de tres niveles cada uno,recisps nueve experimen-
tos. Si deseamos efectuareplicaciones, el nUmero de experimentos $éta

Si el nimero de tratamientos simultaneos que investigamsds einco, y supone-
mos de nuevo que cada uno posee tres niveles, el nimero dinexp®s a realizar
replicandok veces es de43k (= 3° x k). Es facil entender que un modelo factorial
completo puede ser imposible o extremadamente caro deagstim

En casos particulares es posible, sin embargo, salir delquasun nimero mucho
menor de experimentos, con el Unico requisito de que podanessindir de ciertos
parametros, por ser razonable suponeslpsiori iguales a cero. Algunos de los casos
mas habituales son los presentados a continuacion.

15.2. Modelos no completos. Cuadrados latinos.

En ocasiones no es posible realizar todas las experimenggcgue requiere un
modelocompleto—es decir, que ensaya todas y cada una de las combinaciones po
sibles con los niveles de cada tratamiento—. Con algunasationes, es posible sin
embargo obtener bastante informacion realizando un nimermr de ensayos. La
descripcion sumaria que hacemos del modelo de cuadrado Ihtstra la manera en
gue esto puede llevarse a cabo. Supongamos tres tratasjieortolas siguientes dos
importantes restricciones:

171
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1. Nos consta que no hay interacciones.
2. Cada tratamiento tiene el mismo nlimero de niveles.

Imaginemos, para trabajar sobre un caso concreto, que @roltomuin de niveles
es tres. Supondremos ademas que se verifican los supuelsiinsles, que hay nor-
malidad en las perturbaciones, y que los valores obsendediasvariable respuesta se
generan asi:

Yige = o+ o + of +af + e (15.1)

Es costumbre el nombrar mediante letras latinas los nivd#égiltimo tratamiento.
Como en nuestro ejemplo son tres, los denotaremos,fdoty c. El disefio cuadrado
latino consiste en realizar los experimentos de forma qda e&el de cada tratamiento
resulte combinado el mismo nimero de veces (una, si no higaepn) con cada uno
de los demés. Puede representarse este disefio como un enapre cada una de las
letrasa, b, y ¢ apareciera una sola vez en cada fila y columna. Por ejemplo,

|1 2 3
l1|la b c
2|b ¢ a
3|/c a b

es un cuadrado latino representando un disefio en que sednbnsayado las siguien-
tes combinaciones de niveles:

A

NFPWNEFEWDNRFRGC
QO O 0 oR

WWWNNNPRP R RP—

w
[l

En este caso concreto, (15.1) podria escribirse asi:

Uo U1 Vo U3 Wy We W3 21 Z2 73
Yita 1 1.0 0 1 0 0 1 0 0 4 €11a
Y12 1 1.0 0 0 1 0 0o 1 o[ €126
Y13e 1 1.0 0 0 0 1 0 0 1[[% €130
Y210 1 0 1. 0 1 0 0 0o 1 0f][% €21p
ye = 1 0 1 0 0 1 0 0 0 1 |||+ e [15.2)
Y23a 1 0 1 0 0 0 1 1 0 0]]% €230
Ysie 1 00 1 1 0 0 0 0 1]]|% €31c
Ys2a 1 0 0 1 0 1 0 1 0 of][%% €324
Y33b 1 00 1 0 0O 1 0 1 0 ch €338

Es facil ver que si imponemos las restricciones de identifica

I J

K
Za?zo Zafzo Zagzo, (15.3)
k=1

i=1 j=1
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Cuadro 15.1: Anadlisis de Varianza. Cuadrado Latino.

Efecto Suma de Grados de Estadistico Distribucion
cuadrados libertad de contraste  bajoHg: efecto nulo
I
I nZ(yz _y---)Q
Efecto ATLZ(yZ — 1/)2 n—1 Z:(ln — 1)&2 fn—l,n2—3n+2
=1
J
) ny (s —y.)
=1
Efecto B nZ(yJ — 1/)2 n—1 ! n— 1)&2 fnfl,n273n+2
j=1

K
ny (Wr—y.)
k=1

K
Efecto Cn Z(yk - y)2 n—1 (n — 1)62 fn—l,n2—3n+2
k=1

Media n?y?* 1 n*y? /6° fl,n2—3n+2

Residuo Z ek’ n?—3n+2

.5,k

2 2
Total Z Yiik n
irjok

las combinaciones lineales factibles generan subespacit, N b, Mg N ht,y
Mc N h*+ mutuamente ortogonales. El desarrollo es entonces parlafectuado
en las Secciones anteriores, y por ello omitiremos detdlfescalculos necesarios se
resumen en un estadillo como el que se presenta (Tabla 15.1).

El desarrollo es facilmente generalizable, tanto a cuadriadinos replicados (po-
driamos por ejemplo adoptar un disefio que reali2afaexperimentos, escogidos de
modo que conformaran dos cuadrados latinos superponduae®) a modelos de orden
superior.

15.3. Modelos de orden superior.

Cualquier modelo cruzado puede ser desarrollado sobrénkeasl de lo expues-
to anteriormente. Hay asi modelos completos de tres tratdos (con posibilidad de
interacciones entre pares y entre triadas de niveles), elm®don cuatro y mas tra-
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tamientos, completos o no (entre estos Ultimos esté el tamaadrado grecolatino,
construido como el latino combinando en cada celda del ouath letra latina y una
griega; como el cuadrado latino requiere la ausencia deart®nes).

En general, rara vez se usan modelos completos con mas de dtedro trata-
mientos, en vista del enorme niimero de experimentos quersscésario realizar. Se
prefiere en el caso de tener que estudiar muchos tratamiogpleo de modelos in-
completos que, si es posible prescindir a priori de algumasdcciones, permiten una
dréastica disminucion de la experimentacion y del costocdin (1987a) contiene una
cobertura amplia y referencias. Otras obras de interés akto®(1981), Dey (1985),
y Petersen (1985).

15.4. Modelos anidados.

Hay modelos ANOVA muy diferentes a los estudiados sucintdaeequi. Un ejem-
plo servira de introduccion a lesodelos anidadoSupongamos que estamos interesa-
dos en estudiar la eficiencia de varias granjas en la praogludel animales de engorde.
Tenemos tres granjas, dentro de cada una de las cuales m&sogjiaco animales cuyo
progreso en el engorde registramos. Supongamos tambida gelecidad de engorde
depende acaso de la granja (dieta, factores ambientadlgsdel animal escogido, ha-
biendo algunos genéticamente mejor dispuestos que otpsn§amos también que
de cada animal tenemas observaciones (obtenidas por ejemplo en semanas consecu-
tivas que podamos considerar homogéneas a efectos de epgord

Claramente, no tendria sentido etiquetar los cinco ansnafermular un modelo
cruzado3 x 5 como los estudiados anteriormente. Cada una de las cinemnak no
recogeria nada comun; no se trata de cinco animales engardadesivamente en las
tres granjas, sino dguinceanimales. El animal numero 1 de la granja 1 es distinto del
animal nimero 1 de la granja 2, y carece de sentido pensar@micor ; recogiendo
el “efecto animal 1”.

Mas sentido tendria plantearse un modelo como:

Yijk = —+ OL? + Oz{;»HB + €ijk (154)

De esta manera;;! recogeria el efecto granja—si lo hubiera—, cada uno d@ﬂ}GSB

el efectodel animal j-ésimo en la granja i-ésimye; ;i la perturbacion afectando a la
k-ésima observacion realizada sobre el anifigdsimo. Un modelo como (15.4) se
dice que es anidado. Es un ejercicio Util escribir su matizlidefio para un niimero
pequefio de niveles y replicaciones, comparandola con landeadelo cruzado. En
este caso concreto, y suponiendo que tenefme granjas,/ = 2 animales en cada
granja yK = 2 observaciones para cada combinacion granja-animal,)(p6dtia
escribirse asi:

Uo U4 o Wy We W3 Wy
Y111 1 1 0 1 0 0 0 a €111
Y112 1 1 0 1 0 0 0 OéA €112
FR IR AN
122 — €122
zm =11 01 0 0 1 o[t |an| @D
Ya12 1 0 1 0 0 1 o0 |]|%2, €212
Yoo 1 0 1 0 0 0 1 |\9%, €221
Y222 1 0 1 0 0 0 1 22 €929
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Es facil desarrollar un cuadro de analisis de varianzaairallpresentado para los
modelos cruzados, por tanto lo proponemos como un ejeiaiioal del capitulo.

15.5. Modelos de blogues aleatorizados.

En la Seccion 13.3 mencionamos la necesidad de controlables externagfac-
tores de bloguegue afectasen directamente a las unidades experimertajes,por
tanto fuese necesario controlar. Recordaremos que ebeafaetlodactores de bloque
tengan sobre las unidades experimentales no se encuentra de los objetivos del
experimento que se lleva a cabo. En el Ejemplo 13.3, pag.ditjamos comparar
dos tipos de semillas y habiamos citado como pogéattor de bloquda parte de la
finca en la que nos encontremos (alta o baja). El interés deLiétgr estaba en la com-
paracion del tipo de semilla y no en la comparacién del tiptedeno o parte de la
finca en la que siembra las semillas, lo cual ilustra la idegh@biamos planteado.

La descripcién sumaria que hacemos del modelo de bloqueteaimdos ilustra la
manera en que ésto puede llevarse a cabo. Supongamos umdrdatay unfactor de
bloguecon las siguientes restricciones:

1. Hay razones fundadas para pensar en la existencia deaio efaro defactor
de bloquesobre las unidades experimentales.

2. Nos consta que no hay interaccién alguna entfaatbr de bloquey el trata-
miento de interés en el experimento.

3. El tratamiento tiend posibles niveles, y dactor de bloqudiene J posibles
niveles.

4. Hay una observacion por tratamiento y por bloque, y ateatente se asignara
el nivel del tratamiento a las unidades experimentalesdeetcada bloque.

El modelo planteado se puede expresar con la siguienteiénuac

yij = + Oé;4 —|— 573 —|— Eija (156)

dondeﬁJB, j = 1,...,J representa el efecto déctor de bloqueEl desarrollo es
entonces paralelo al efectuado en las secciones anteggresello omitiremos deta-
lles. Los calculos necesarios se resumen en un estadillo ebgue se presenta en la
Tabla 15.2.

Troconiz (1987a) contiene una cobertura amplia y refeesn@tras obras de in-
terés son Montgomery (1984), y Box et al. (1978). En alguras®s no es posible
utilizar todas las combinaciones de los tratamientos ea oad de lodbloques Esto
suele ocurrir debido a que no se tiene la infraestructura malizar el experimento
en estas condiciones o simplemente porque la misma naardéd experimento no
permite realizarlo. Este tipo de experimentos pueden egpse matematicamente uti-
lizando el llamado modelo de bloques aleatorizados incetop] del cual tenemos una
cobertura amplia tanto en Troc6niz (1987a) como en Montgp(i©84).



176 CAPITULO 15. OTROS DISENOS.

Cuadro 15.2: Analisis de Varianza. Bloques Aleatorizados.

Efecto Suma de Grados de Estadistico Dist. bajo
cuadrados libertad de contraste Hg: efecto nulo

Efecto A JZ(% —y.)? 1-1 =t Froarg—1-s+1

(Tratamiento)

Efecto B IZ(y.j —y.)? J—1 e Fri1i—1-J+1

(Factor de Bloque)
Media IJy? 1 LJy?/6° Firi-r-sm

Residuo Z(yij —yi.—y;+y) ([T —1—-J+1) 5°

(2]

Total Z vy Iy
4,3
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15.6. Otros modelos.

Dentro de los capitulos correspondientes a Analisis dealaa hemos querido
introducir algunos de los modelos mas frecuentementeaditis, motivando su uso
ya sea tedricamente como con ejemplos que ilustran ciettei®nes practicas que
requieran de este tipo de modelos. Existen otros modelosmuen claramente en la
categoria de ampliamente utilizados, pero cuya motivacexplicacion va mas alla de
los objetivos iniciales de estos apuntes. Sin embargo, imegiemos algunos de estos
modelos y alguna de las referencias relevantes a las cuadgapecurrir un lector
interesado en estos topicos.

Una buena compilacién de lo que son los modelos factoriaiedglos factoriales
fraccionadosy lo que significa el que los efectos estémclados o confundides este
tipo de experimentos se puede encontrar en Trocéniz (19Bda)et al. (1978) o en
Montgomery (1984).

Todos los modelos vistos asumen una estructura de an&@isiaridinza con efec-
tos fijos. Existen modelos de efectos aleatorios (tamb#&mnddos deomponentes de
la varianzg, en que los niveles de un tratamiento determinado puediar edeato-
riamente dentro de una poblacién de niveles. Referenciasgsde tipo de modelos
podrian ser Troconiz (1987a) y Scheffé (1959).

Si ademads de los tratamientos o efectos presentes en eimegptr se tuviese
variables explicativas de tipo cuantitativo, tales contodae teniamos en regresion,
nuestro modelo entraria a formar parte de lo que llamatm@disis de la Covarian-
za Nuevamente tanto Troconiz (1987a) como Scheffé (195%jarmen una cobertura
amplia y referencias sobre este tema.

CUESTIONES, COMPLEMENTOS Y COSAS PARA HACER

15.1 En los modelos anidados de la Seccién 15.4 construye el awhksdr
analisis de varianza

15.2 Un estudio intenta determinar si el volumen del sonido erptapa-
gandas televisivas tiene algun efecto sobre el hecho deaqperdona recuerde la
propaganda y si ademas éste varia con el producto que se@sigcpnando. Se
escogen 16 personas, 1 para cada uno de los 16 grupos defiridaserdo a la
edad (clase 1: muy jovenes; 2; 3; 4: edad madura) y nivel deaetiin alcanzado
(clase 1: EGB; 2; 3; 4: Post-graduado). Cada persona obseivdle los cuatro
tipos de propagandas (A: volumen alto, producto X; B: volarbajo, producto
X; C: volumen alto, producto Y; D: volumen bajo, producto ¥ acuerdo con el
disefio de cuadrados latinos que se muestra a continuaciémi® la siguiente se-
mana se pidio a las personas que mencionasen todo lo queg@udésordar sobre
la propaganda. Las calificaciones que se muestran en ladaloatos estan basa-
das en el nimero de detalles que recordaron sobre las projzsg@standarizadas
adecuadamente (véase Neter et al. (1985)).

Nivel educativo
Grupo de Edad 1 2 3 4
1 83(D) 64(A) 78(C) 76(B)
2 70(B) 81(C) 64(A) 87(D)
3 67(C) 67(B) 76(D) 64(A)
4 56(A) 72(D) 63(B) 64(C)

1. Construye la tabla ANOVA para este modelo.
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2. Contrasta la hipdtesis de que los cuatro grupos de edahtigual efecto
sobre el hecho que la persona recuerde la propaganda.

3. Contrasta la hipétesis de que los cuatro niveles de euctienen igual
efecto sobre el hecho que la persona recuerde la propaganda.

4, Contrasta la hip6tesis de que los cuatro tipos de propagaenen igual
efecto sobre el hecho que la persona recuerde la propaganda.

5. ¢Hay alguna observacion anémala (= con residuo studdotinuy grande)?

6. ¢Hay alguna observacion notoriamente influyente? ¢ $ddnia parametro
en particular?

15.3 Un investigador desea estudiar el efecto de tres dietasimewales
que se diferencian en su contenido total de grasas. El ddotéstal de grasas
en la sangre suele ser utilizado para predecir enfermedantenarias. Quince
individuos, cuyo peso no sobrepasaba en mas dg0da su peso ideal, fueron
separados en Bloquesde acuerdo a su edad (es decir, se esta utilizando la edad
de los individuos comdactor de bloqu teniendo 3 individuos a cada grupo de
edad. Dentro de caddoque las tres dietas experimentales fueron aleatoriamente
asignadas a los tres sujetos. Después de un periodo detdorile tiempo, se
obtuvieron mediciones de la reduccién en el nivel de gramagiamos por litro)
en la sangre. Los datos se muestran a continuacion (véaseetlet. (1985)).

Contenido en grasas
Bloque Muy Bajo Bastante Bajo Bajo
Edad: 15-24 0.73 0.67 0.15
Edad: 25 - 34 0.86 0.75 0.21
Edad: 35 - 44 0.94 0.81 0.26
Edad: 45 - 54 1.40 1.32 0.75
Edad: 55 - 64 1.62 141 0.78

1. ¢Por qué piensas que la edad de los individuos ha sidmadtlicomdactor
de bloqué

2. Construye la tabla ANOVA para este modelo.

3. Contrasta la hipétesis de que los tres tipos de dieta gausa reduccion
similar del contenido total de grasas.

4. Contrasta la hipétesis de que la edad de los individuasadmente urfiactor
de bloque

5. ¢Hay alguna observacion anémala (= con residuo studdotinuy grande)?

6. ¢Hay alguna observacion notoriamente influyente? ¢ $ddpiie parametro
en particular?



Apéndice A

Algunos resultados en Algebra
Lineal.

Teorema A.1 El rango y la traza de una matriz idempotente coinciden.

Definicion A.1 En un espacio vectoridf llamamosproducto intern@ una aplicacion
deH x H — R (si esreal-valorado) o etV (si es completo valorado), tal que a cada
par de vectore& , v corresponde< i, > verificando:

<uU, ¥ >=<U,ud > (A1)
<u,ud >>0 Yu € H (A.2)
<U, U >=0=u = (A.3)

Definicién A.2 Llamamos producto interno euclideo de desplasi, # en R™ al de-
finido asi:< 4,4 >= u'v. Es facil comprobar que verifica las condiciones en la De-
finicion A.1. Lanorma euclidei || del vectorii se define compii || = +v/< @, 4 >

Definicion A.3 Dados dos vectores, ¢ en un espacio vectorial, definimos el coseno
del &ngulo que forman como

<u,v >
L At (A.4)
|| |[[|v]]

Teorema A.2 (Sherman-Morrison-WoodburyBeaD una matriz simétricgp x p y
a,c vectorep x 1. Entonces,

cos(ar) =

(D+acy"'=bD"'-D'a(1+¢'Dta) ¢’ D! (A.5)
DEMOSTRACION:

179
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Multiplicando ambos lados de (A.5) p¢éb + dc’) se llega a la igualdadl = 1.
En particular, sii = ¢ = Z, la relacién anterior produce:

(D+zzY'=D'—-D'z0+2'D ') 'z'D! (A.6)

Teorema A.3 Si A y D son simétricas y todas las inversas existen:

A B! A4 FE-'F' _FE-!
<B/ D) = ( E—IFI E—l > (A7)
siendo
E = D-BA'B (A.8)
F = A'B (A.9)

DEMOSTRACION:

Basta efectuar la multiplicacion matricial correspontken
Un caso particular de interés se presenta cuando la mattizipaada cuya inversa

deseamos es del tipo:
(X'X) X'z
7'X 7'Z
La aplicacion de (A.7) proporciona entonces para el blogpesor izquierdo:
AP+ FET'F = (X'X)7!
+(X'X)IX'Z[2'Z - Z'X(X'X)"' X' 27 7' X (X (K)10)

y similarmente para los demas bloques. Véase Seber (1%4/)390 y Myers (1990),
pag. 459.



Apéndice B

Algunos prerrequisitos
estadisticos.

B.1. Distribucionesy?y F descentradas

Seany; "SPN (i, 02), (i = 1...,n). Seas? = (42 + ...+ p2)/o2. Entonces,
la variable aleatoria

CXi4. .+ X2

4 2

(B.1)

g
se dice que sigue una distribucigp(), o distribuciény? descentrad@onparametro
de no centralidadd y n grados de libertad. Algunos textos defing&no %52 como
parametro de no centralidad; la notacién que empleamosgsueEnte con las Tablas
en??. Claramente, st = 0 se tiene lay? habitual ocentrada

SiZ ~x2,(8)y V ~ x2 son ambas independientes, la variable aleatoria

nz
mV

(B.2)

sigue una distribuciotf,, »(d) o F de Snedecor descentrada, con pardmetro de no
centralidady. Si V' siguiera una distribuciog? (v), tendriamos qué/’ seria unar de
Snedecor doblemente descentrada, habitualmente demotade,,, ,,(J, ). Siempre

nos referiremos al primer tipo, en que solo el numerador ssaiérado.

La F de Snedecor descentrada es una distribucion definida emidjegeal po-
sitivo, cuya forma es similar a la de su homodloga centradan8da esta tanto mas
desplazada a la derecha cuanto mayor sea el parametro datradidad. El examen
del estadistico de contrasfk, introducido en la Seccion 12 hace evidente que cuando
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la hipétesis contrastada no es cierta, la distribuciéges descentrada. Ello permi-
te, como ya se indico, calcular con facilidad la potenciawgquier contraste, si se
dispone de tablas de 1, ., (). El apéndice A.4 proporciona tablas que permiten cal-
cular la potencia de los contrastes en analisis de varianzetamente, prefijada una
alternativa.

B.2. Estimacion maximo verosimil

Se realiza maximizando la funcién de verosimilitﬂ(ﬁ, i) 0, equivalentemente,
su logaritmo£(3,4 ). Seap el vector que maximizd(5, ). En condiciones muy
generales, se tiene que para muestras grandes

~

5, o~ [1([3)} o (B.4)

B asint N(ﬁa EB) (B3)

En la expresion anteriof () es la llamadanatriz de informaciértuyo elemento ge-
nérico de lugai; se define asi:

Una consecuencia de (B.3)—(B.4) es quEE,ies de dimensiép x p,

1) - 025, 7)

B-5) () B-F)~(B-5)1B)B~F) ~ %

esto permite contrastar hipotesis cofig : ﬁ = ﬁ o utilizando como estadistico
(B=PB0) 1(Bo)(B—Bo) (B.6)

o0 alternativamente
(8= B0) 1B)(B~ Fo). (B.7)

Asintéticamente ambos contrastes son equivalentes, yasemnocen conamntras-

tes de Waldpueden consultarse mas detalles en Lehmann (1983), Capafiowaite

et al. (1995), Cap. 3y 4.

B.3. Contraste razon generalizada de verosimilitudes

Supongamos una hipétesis niig que prescribe para el vector de parametros un

subespaci@. Supongamos es un subespacio de, y dim(h) = ¢ < p = dim(H).
Supongamos, finalmente, qiié3, Y ) es la funcion de verosimilitud y

B = arg max L(g,?) (B.8)
Beh
By = arg max L(ﬁ,?) (B.9)

GeMm
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Entonces, en condiciones muy generales, que no requieeéﬁ giga una distribucion
particular, se verifica que bajd,

L(Bha}_}) 2
91 ALV DY , B.10
2log. <L(5M,Y )) Xo-a) (810

Por lo tanto, un contraste de la hipoteBigpuede obtenerse comparando el estadistico
en el lado izquierdo de (B.10) con el cuant e valores del estadistico mayores
gue dicho cualtil conduciran al rechazo de la hipotesis.nula
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Apéndice C

Regresion en S-Pusy R.

C.1. Elsistema estadisticoy grafico S1RJs

El lenguaje y sistema estadistico S fue desarrollado en Apfireipios de los
ochenta. Es una sintesis afortunada de simplicidad, sintarsistente, flexibilidad, e
integracion con el sistema operativo UNIX, sobre el que sadelld y para el que fue
principalmente desarrollado.

Incorpora conceptos y ventajas de muchos lenguajes. Eljmde&ectores y ma-
trices, y la facilidad para definirlos, empalmarlos, y opeam ellos recuerda al lengua-
je APL. El uso de listas es reminiscenteldSP . La sintaxis, el convenio de paso de
argumentos por valor, y la forma de definir funciones sonlanes a los que existen en
C. Sobre todo ello, S afiade un conjunto bastante rico de foesiprimitivas que ha-
ce facil programar casi cualquier procedimiento. Las id@tles graficas son también
excelentes.

La referencia fundamental para utilizar S es Becker et 8B&L Hay una version
comercial de S (S-RUS, de Insightful, Inc.) que es un super-conjunto del Ss&des-
crito en Becker et al. (1988); para ella existen manualesoépos. Las funciones mas
modernas —entre ellas, algunas de interés para analisegoesion— estan descritas
en Chambers and Hastie (1992).

Ademas de los manuales, 34/ permite acceder “on line” a la descripcion de
cualquier funcion. Basta teclear en una se$iélp(xxxxx) , en quexxxxx es el
nombre de la funcién.

C.2. Elsistema estadistico y grafico R
R comenz6 siendo un paquete estadistico “no muy difereet&’, @uya funciona-
lidad pretendia replicar manteniendo una filosofia de abfiignte disponible. Puede

verse una descripcion en lhaka and Gentleman (1996). Aditritente puede consul-
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tarse Venables et al. (1997) (traduccion castellana Vesadilal. (2000)), o el manual
Venables and Ripley (1999a) y sus complementos VenableRiaialy (1999b).

En la actualidad continia manteniendo una buena compaéfibunque con di-
ferencias sustanciales en su arquitectura (que por lo gles@p precisa conocer el
usuario avanzado). No replica toda la funcionalidad deL8sRen algunos aspectos,
pero la amplia en otros. Esta siendo muy activamente ddisalogor la comunidad
universitaria e investigadora internacional. Su facieestbilidad y disponibilidad gra-
tuita hace que sea el paquete en que primero se implementadoadjue tardan en
encontrar hueco en los paquetes comerciales.

En http://cran.r-project.org/ 0 sus espejos en los cinco continentes
pueden encontrarse las versiones mas recientes parauchdléitsistemas operativos,
las fuentes y los afiadidos que la comunidad de usuarios ltadbuyendo.

Las secciones siguientes describen algunas funcionesifisa® para analisis de
regresion. Dado que pueden producirse modificaciones deeausn a otra, la infor-
macion autorizada y definitiva debe buscarse en los mandel8sR us. Las mismas
funciones estan disponibles en R, con funcionalidad etgnte pero posibles ligeras
diferencias en los argumentos y resultados. De nuevo lauttande los manuales o
ayuda “on line” es obligada para contrastar lo que sigue.

Finalmente, en la Seccién C.3 se presenta una tabla recng@porrespondencia
entre algunas funciones similares de SsBy R.
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C.2.1. La funcionlsfit

Es el principal bloque constructivo de cualquier procedim de regresion. Ajusta
una regresion (opcionalmente ponderada) y devuelve uaahs los coeficientes es-
timados, los residuos, y otra variada informacion de istdré sintaxis es la siguiente:

Isfit(x, y, wt=<<ver texto>>, intercept=T, tolerance=1.e -07,
yname=NULL)

Argumentos. Los argumentos obligatorios son los siguientes:

X Vector o matriz de regresorddo es preciso incluir una columna de “unos”: se incluye autemat
camente a menos que especifiquemtarcept=F . Ha de tener tantas filas como el argumento
y. Puede tener valores perdidaspuede ser un vector cuando estamos regresando solo sobre una
variable.

y Variable respuesta. Es un vector, 0 una matriz. Si se tratsaenatriz, se regresada una de sus
columnasobre los regresores gnDe esta manera, una sola invocaciotsfie  puede realizar un
gran namero de regresiones, cuando los regresores son es@tdas ellas. Tambien se permiten
valores perdidos.

Los restantes argumentos son optativos. Si no se espec#fecanpone que sus valores
son los que aparecen en el ejemplo de sintaxis mas arribasighiicados son los
siguientes:

wit Vector de ponderaciones, si se quiere realizar regresiGdgrada. Ha de tener la

misma longitud qug. Salvo que se especifique, la regresion pondera igualoge t
las observaciones.

intercept Si esT, se incluye una columna de “unos”. Si no deseamos columnames”, es
preciso especificantercept=F

tolerance Valor numérico para especificar cuando consideramos urnéragtgular.

yname Nombre de la variablg en la regresion.

Resultados. Lafunciénlisfit  devuelve una lista con los siguientes componentes:

coef Vector 3 de estimadores, en forma de matriz con una columna para egsion, si
se han hecho varias a la vez.

residuals Vector (0 matriz, siy era una matriz) conteniendo los residuos ordinaios

wit Si especificamos ponderaciones, nos son devueltas irddter@sto es Util si guarda-
mos la lista de resultados, pues permite con posterioraael s qué tipo de regresion
corresponden.

intercept Valor l6gico, T 6 F.

qr Objeto representando la descomposicion QR de la matde regresores. Véase la

funciongr en Becker et al. (1988). Tiene utilidad para computar alguasultados.
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C.2.2. Lafunciénleaps

La funcionleaps realizaall-subsetsegresion. No debe invocarse con un nimero

excesivo de

regresores, al crecer el esfuerzo de célcutmerpialmente con éste.

La sintaxis es:

leaps(x, y, wt, int=TRUE, method="Cp”, nbest=10, names, df=nrow(x))

Argumentos. Los argumentos, y, wt tienen el mismo significado que en la funcion
Isfit . Elargumentant se utiliza para indicar si se desea incluir columna de “unos”
(por omision, si). Los demas argumentos tienen los sigesesignificados:

method

nbest
names

df

Resultados.

Cp
size
label

which

Argumento alfanumérico (entre dobles comillas, por taegpecificando el criterio
gue se desea emplear en la seleccion de las mejores regedtarede ser “Cp'({,,

de Mallows, el valor por omision), “r2” (eR?), y “adjr2” (valorﬁg).

Numero de regresiones que deseamos para cada tamafio de.model

Vector de nombres de los regresores.

Grados de libertad dg (puede no coincidir con el nimero de filas si ha sido previa-
mente objeto de alguna manipulacién. Un caso frecuente endatia es la desesta-

cionalizacién, que consume grados de libertad.

Retorna una lista con cuatro elementos:

Criterio de ajuste especificado como argumento.

Numero de regresores (incluyendo, en su caso, la columnanbes™,

Vector de nombres de los regresores.

Matriz I6gica. Tiene tantas filas como subconjuntos de seges devueltos, y la fila

i-ésima tiene valoreb 6 F segun el regresor correspondiente haya sido o no seleccio-
nado en ei-ésimo subconjunto.

C.2.3. Lafunciénhat .

Se invoca asi:

hat(x

, iNt=TRUE)

en quex es argumento obligatorio y es la matriz de regresores. Bhaggtant toma
el valorT por omisién y sefiala si se desea incluir en la matrolumna de “unos”.

La funcion devuelve un vector con los elementos diagonada dhatriz de pro-
yeccionX (X 'X)~1 X’ (losp;; del Capitulo 9).

C.2.4. Dataframes.

S-RLus tiene funciones que hacen ain mas simple y comodo el arddisisgre-
sién. Permiten ademas, con una sintaxis comun, ajustarlosodey diversos, lineales
y no lineales, paramétricos y no paramétricos o semiparangt
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Tales funciones admiten como entrada “data frames” (a lasequo sucesivo nos
referiremos como “tablas de datos”. Podemos pensar encafas en matrices cu-
yos elementos no tienen porqué ser todos del mismo tipo.jmp, cabe que una
columna sea numérica y otra tenga como datos literales. disfalifica mucho las
cosas. Podriamos utilizar como tabla de datos,

2.3 4.3 \Viejo
3.2 1.2 \Viejo

41 2.3 Joven

y la variable en la tercera columna (cualitativa) seria eaila de manera automatica
en columnas de “unos” y “ceros”. No habriamos de preocugattediacerlo nosotros
y, por afiadidura, si la columna tercera tuviereategorias y existiera ya una columna
de “unos” en el modelo, se generarian automaticanentel ) columnas en evitacion
de una multicolinealidad exacta.

El output, finalmente, quedaria rotulado adecuadamente.

Una tabla de datos puede, como una matriz, tener valoreglpsMAy dimensio-
nes nombradas. En general, no habremos de preocuparnosstlwh@uando se tiene
un ficheroASCII , la funcionread.table permite leerla y dar nombres a filas y
columnas de modo muy comodo: véase Chambers and Hasti€) (p8§2567.

C.2.5. Lafunciéonl m
La funciénlm ajusta un modelo lineal. La sintaxis es:

Im(formula,data,weights,subset,na.action,method="qr " model=F,x=F,y=F,...)

Argumentos. El argumentaveights se utiliza para hacer regresién ponderada, de
modo similar a como se hace clsfit . Los demas argumentos tienen los siguientes
significados:

method Método de ajuste a emplear. Por omision, se utiliza la fazoidn QR.

data Una “data frame” conteniendo los datos tanto de regresoras de variable respues-
ta.

formula Una expresion del tipiResp ~ RegrOl + Regre02 + log(Regre03) en
que alaizquierda esté el regresando y a la derecha los oegsesfunciones de ellos.

subset Criterio para seleccionar las filas de la tabla de datos gseaai@os emplear.

na.action Accion a tomar cuando algun dato en una fila de la tabla de éaté8. Por omision

es omitir dicha fila.
model,x,y Seleccionando estos argumentos cdise obtienen como resultado.
Resultados. Retorna un objeto de tiplon.object , una estructura de datos com-

puesta que contiene los resultados del ajuste. Hay furErspecializadas en extraer
los resultados y presentarlos de modo ordenado. Por ejesuphonary() , residuals() ,
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coefficients() o effects() . Por otra parte, el caracter objeto-orientado de S-
PLuUs (una descripcion de esto referida a $B-STAT en la Seccior??) hace que
funciones comarint() aplicadas a un objeto de tipm.object  “sepan” como
imprimirlo.

Debe invocarse trdm y Is y sobre los objetos que éstas devuelven.

C.2.6. Lafuncionl mi nfl uence.

La sintaxis es:

Im.influence(ajuste)
Argumentos. ajuste es un objeto de tipbm.object  devuelto potm.

Resultados. La funcionim.influence devuelve (salvo una constante) los coefi-
cientes de la curva de influencia muestral (SIC).

C.2.7. Lafunciénl s. di ag.

La sintaxis es:

Is.diag(ls)

Argumentos. La funciénls.diag  se invoca con un objeto de tips (devuelto
porlsfit ) por argumento.

Resultados. Produce como resultado una lista con los componentes sigaie

—_ ~_— |SSE
Std.dev =0 = m

hat Losp;;, elementos diagonales de la matriz de proyecéiéa X (X 'X))~1X".
std.res Residuos internamente studentizados {lasn la notacion del Capitulo 9).

stud.res Residuos externamente studentizadosij@n la notacion del Capitulo 9).

cooks Un vector conteniendo las distancias de Cabk €n la notacion del Capitulo 9).
dfits Un vector conteniendo los DFITS mencionados en el Capifulo 9

correlation Matriz de correlacion de los parametros estimados (es,daciatriz de correlacion

obtenida de la de covarianza$((X ' X))~ 1).

std.err Desviaciones tipicas estimadas de los parametros esl:im%aéio

cov.unscaled Matriz de momento§(X ‘X))~
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C.3. Correspondencia de funciones para regresiony ANOVA
en S-RUSyR

Cuadro C.1: Equivalencia de funciones para regresién y AN@VS-Rusy R.

En S-Rus En R Paquete: Funcionalidad:
addl addl base Afadir un regresor
dropl dropl base Eliminar un regresor
leaps leaps leaps Regresion sobre todos los subconjun
Is.diag Is.diag base Diagnosticos
Isfit Isfit base Ajuste recta regresion
Im Im base Ajuste recta de regresion
Im.influence Im.influence base Andlisis de influencia
multicomp - - Inferencia simultanea
- regsubsets leaps Regresion sobre todos los subconjun
step step base Regresién escalonada
stepwise - - Regresion escalonada
- stepAIC MASS | Regresion escalonada
- p.adjust base Ajustep por simultaneidad
- pairwise.t.test ctest Contrastes mas usuales
- Im.ridge MASS | Regresiomridge

fos

fos

Ademas de las indicadas en la Tabla C.1, en R se dispone dedteaultcomp
con varias funciones especificas para inferencia simatane
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Apéndice D

Procedimientos de calculo.

D.1. Introduccion

La resolucién de las ecuaciones normales,
(X'X)F=X'Y
requiere, en su aproximacién mas directa, la obtencion dedasa (ordinaria o ge-
neralizada) d¢ X ' X ). Hay procedimientos mucho menos costosos desde el punto de
vista del célculo que, ademas, permiten en algunos casasidamtes interesantes y
demostraciones de gran simplicidad.

En lo que sigue se presenta uno de los métodos de calculo igats, y la cons-
truccion en que se basa (actorizacion QR Se detalla también la correspondencia
entre la notacién empleada y los resultados de algunasofuesideS que hacen uso
de dicha factorizacion.

D.2. Transformaciones ortogonales.

Sea el problema,
min ||DZ — ¢|? (D.1)
xT
Podemos ver el problema como el de encontrar la combinaiciéal lde las columnas
de D que mejor aproxima, en términos de norma de la discrepancia. Dicho proble-

ma queda inalterado cuando realizamos una misma transf@rmartogonal de las
columnas dé) y del vectorc. En efecto,

min [Q(DZ —&)|° = min < Q(DF —&),Q(DE ) >

= min (D¥ —¢)'Q'Q(DF - &)

— i [|DF ¢
T

193
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al serQ) ortogonal.

Definicion D.1 SeaD una matriz de orden x m. Supongamos que puede expresarse
del siguiente modo:

D = HRK'
en que:
(i) H esn x ny ortogonal.

(i) R esn x m delaforma,

Rll 0
0 0
con Ry, cuadrada de rango complefo< min(m, n).
(i) K esm x m ortogonal.

Se dice quéf RK ' es una descomposicion ortogonal Be

En general, hay mas de una descomposicidn ortogonal, diepeladie la estructu-
ra que quiera imponersefa Si requerimos qu& sea diagonal, tenemosdascompo-
sicidén en valores singularePodemos también requerir gikesea triangular superior,
o triangular inferior, obteniendo diferentes descomposies deD.

La eleccién de una descomposicion ortogonal adecuadaicagnormemente
la solucién de (D.1). Los resultados fundamentales viepengidos en el siguiente
teorema.

Teorema D.1 SeaD una matriz de orden x m Yy rangok, admitiendo la descompo-
sicion ortogonal,

D = HRK' (D.2)
Sea el problema
min ||DF — | (D.3)

y definamos,

! — _ - gl k
HYy = g—<§2)n_k

K'z# = 7:(11

Seay; la solucién (Gnica) del sistema,

—

Run = g1

Entonces, todas las posibles soluciones del problema ga:3)e la forma

F ()
Y2
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Figura D.1: Visualizacion de la transformacion de Houseéol

con~y, arbitrario. Cualquiera de esas soluciones da lugar al vecte residuos
. L 0
¥ = y—D¥=H]|,
g2
y en consecuencidy’|| = |7 2]|-
Existe un resultado interesante que muestra como es pesitatrar una transfor-
macién ortogonal que rota (y quiza refleja) un veétdrasta abatirlo sobre el subespa-

cio generado por otr@; . Se denomin&ransformacién de Householder se obtiene
de manera muy cémoda y simple como muestra el teorema siguien

Teorema D.2 Sear cualquier vectorn x 1 distinto del . Existe una matriz ortogonal
P m x m tal que:

Py = —ol|v|ler (D.4)
siendo
1
0
e = : (D.5)
0
1 sivg >0
P (D.6)
-1 siv; <0.
Esta matriz tiene por expresion,
Ny
P = I-2— (D.7)
el
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DEMOSTRACION:
Entonces (ver Figura D.1),

7+ o||5]|E (D.8)
v —ol|7]|er (D.9)

S
Il

Ny
Il

son ortogonalesy = %ﬁ + %Z Tenemos en consecuencia,

aa’ 1 1

Py = I—-2 —u 4+ =z D.10
v < ||a'||2)(2“+22) (b-10)

1 1
= i —il+ 52 (D.11)

1 1
= —pu+v - (D.12)
T (D.13)
= —o||7]ler (D.14)

D.3. Factorizacion QR.

Teorema D.3 Sea una matriz de orden(N x p) y rangod < min(N,p). Existe
siempre una matriz ortogong} de orden(N x N') y una matrizR trapezoidal superior

verificando:
X =QR (D.15)

Esquematicamente,

X Q R

DEMOSTRACION:

La prueba es constructiva, y reposa en la aplicacion reliteda la transformacion
de Householder a las columna de la mafizSea#; la primera de dichas columnas.
Existe una transformacién de Householder, de matriz ortalgh, que abate dicha
primera columna sobre €| de la base candnica d&*. Es decir,
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PX =

LlamemosX; a la matriz asi obtenida, y consideremos su segunda coluimmnado

su primer elemento. Los restantes, pueden verse como urresdk” !, que puede
tambien abatirse sobre el primer vectyr de la base candnica de dicho subespacio
multiplicando por una matriz de Householdgt. Entonces,

Ny
10
5 P D.16
(O P;> s (0.16)
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reduce la matriZX de la forma que esquematicamente se muestra a continuacion:

=

Por consiguiente, si llamamos

7
p=(L 0
i P

el productoP, P, reduce las dos primeras columnasXiea forma escalonada. Como
tantoP; comoP, son ortogonales, su producto también lo es. Facilmentenspreeba
gue el proceso puede continuarse hasta obtener un prodeictatlices ortogonales
Q' = P;P;_, ... P, que dejaX con susi primeras columnas “escalonadas”. Ademas,
como el rango d&X erad, necesariamente las UltimAs— d filas deR son de ceros.

En definitiva,Q ' X = Ry por tantoX = QR, lo que prueba el teorema.

D.4. Bibliografia

Hay abundante literatura sobre la factorizacién QR y pribcieghitos similares de
aplicacién al problema (D.1). Casi cualquier texto de dal®diumérico contiene una
discusién de la factorizacién QR. Una referencia fundaalente continla vigente es
Lawson and Hanson (1974). Una exposicién breve, clara, yabomdantes referen-
cias a la literatura mas reciente puede encontrarse en @b¢HeO3). Ansley (1985)
muestra como, al margen y ademas de su utilidad como prowedemumérico, la
factorizacion QR arroja luz sobre, y simplifica la demostmacde, bastantes resultados
en regresion lineal.
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