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Capitulo 1

Extremos de funciones reales

En este capitulo abordaremos el problema del célculo de extremos de una funcién
real en general no lineal de varias variables. Lo haremos desde el punto de vista del
calculo mateméatico. Introduciremos los conceptos y resultados que fundamentan las
técnicas de optimizacién mediante las que calcularemos analiticamente los maximos o
minimos de este tipo de funciones. Abordaremos en particular el calculo de extremos
cuando se deben satisfacer ademés condiciones o ligaduras adicionales.

1.1. Extremos relativos o locales

1.1.1. Extremos relativos libres

Sea f: D C R"™ — R una funcién definida en el abierto D.

Definiciéon 1.1 Se dice que f tiene un mdrimo (minimo) relativo en sentido estricto
en un punto a = (ay,...,a,) € D si se verifica que f(a) > f(x) (f(x) > f(a)) para
algin entorno reducido del punto a.

Si las expresiones anteriores se sustituyen por f(a) > f(z) (f(z) > f(a)) respecti-
vamente, se dice que el maximo (minimo) lo son en sentido amplio.

De forma genérica, tanto a los extremos relativos en sentido amplio como en sentido
estricto, se les denomina extremos relativos o locales de la funcién f.

En la anterior definicién, para que f alcance un extremo relativo en un punto a =
(a1, ...,an) € D no se le exige a la funciéon f ninguna condicion de regularidad. f puede
tener un extremo relativo en un punto, sin que sea, ni siquiera, continua en él. Por
ejemplo, si consideramos la funcién

. 1 st (1’, ):(070)
f(x7y)_{0 st (x,zy/)?é(o’o)



Esta funcion tiene un méximo relativo en el punto (0,0), pues f(0,0) = 1y
flx,y) < 1 V(x,y) € R? — {(0,0)}. Esto sucede y claramente f no es continua en
(0,0).

Condicién necesaria de extremo relativo

Definicion 1.2 Sea el conjunto D un abierto de R™ y f : D C R™ — R una funcion
diferenciable. Se llaman puntos criticos o estacionarios de f a aquellos puntos a =
(a1, ...,an) € D tales que df (a) = 0.

Teorema 1.1 Sea el conjunto D un abierto de R™ y f : D C R™ — R una funcidn

diferenciable en un cierto punto a = (aq,...,a,) € D. Si f tiene un extremo relativo
en el punto a, entonces la diferencial de f en a es nula, y por tanto también lo serdn
todas las las derivadas parciales de f en a, es decir, fy.(a1,...,an) =0,Vi=1,...,n. En

general, el reciproco es falso.

Por lo tanto, una condicién necesaria pero no suficiente para que una funcién difer-
enciable f tenga un extremo relativo en el punto a = (ay,...,a,) € D es que a sea un
punto critico de f.

Definicion 1.3 Un punto critico en el que no hay extremo relativo se denomina punto
de silla.

Ejemplo 1.1 La funcién f(z,y) = y*> — 2 posee un punto critico en (0,0) en el que
no hay extremo relativo. Se trata, por lo tanto, de un punto de silla.

Condicién suficiente de extremo relativo

Teorema 1.2 Sea el conjunto D un abierto de R", f: D C R" — R, f € C? (es decir,
una funcion de clase 2), y a = (a1, ...,an) € D un punto critico de f.

1. Sid*f(a) >0, V(dx1,dws, ..., dx,) # (0,...,0) = f tiene en a un minimo relativo.
2. Sid*f(a) <0, Y(dzy,dws,....,dx,) # (0,...,0) = f tiene en a un mdrimo relativo.
3. Si d?f(a), no tiene signo determinado = a es un punto de silla.

Nota: d?f(a) se puede expresar como:
d*f(a) = (dx1,dxs, ..., dvy ) H f|oea(dz1, dzs, ..., dz,)T, donde

f(a)  [ia(a) oo fiha,(a)
Hflama= | (@ 0 fn L)
V(@) fla@) o (@

se denomina matriz Hessiana de la funcion f en el punto a. A su determinante se le
denomina Hessiano de la funcién f en el punto a.



Teorema 1.3 (Criterio de Sylvester) Consideremos Ay, = det(fy, (a)) 1<i<p

1<j<k
es decir, el determinante del menor proncipal de orden k, es decir el que forman los
elementos de las k primeras filas y las k primeras columnas del Hessiano de la funcion
fena, para k=1,...,n. Entonces se verifica que:

1. Sid*f(a) >0, V(dxy,dxs, ...,dx,) # (0,...,0) & A >0, Vk =1,.

d(L‘l, d(L‘Q, veey d(L‘n

3. Sid*f(a

(a) > )
2. Sid*f(a) <0, #(0,...,0) & (=1)FAL, >0,Vk=1,...,n

(a) >0, 0,..,0) & AR >0,Vk=1,.

(a) < ) &

v( ) # (
V(dzy, das, ..., dr,) # (
v( ) # (

4. Sid*f(a dxy,dxs, ..., dx, 0,...,0) & (-1DFAL>0,Vk=1,...,n

Ademds, en el caso de dos variables, se puede afirmar que:
Si Ag|y—q < 0, entonces la funcion f presenta un punto de silla en a.

1.1.2. Extremos relativos condicionados

En la seccién anterior hemos tratado los extremos relativos de funciones reales de n
variables, donde a esas n variables no se les ha impuesto ninguna condicién. Es decir, no
habia ninguna ligadura entre ellas, siendo independientes en el dominio de definicién. A
partir de ahora, sin embargo, veremos cémo calcular extremos relativos de una funcién,
exigiendo ademéas a las variables que satisfagan ciertas ecuaciones (o ligaduras). El
problema podria resumirse (a grandes rasgos y en un caso muy particular de R?) como:

Dada una funcién “suficientemente regular” f(z,y) definida en un cierto dominio de
R?, se desean localizar los valores maximos y minimos relativos que alzanza la funcién
f cuando los puntos (z,y) satisfacen una cierta curva ¢(z,y) = 0 (ligadura), del plano
XY.

La resolucién de este problema no es trivial y puede dar lugar a alguna curiosidad.

Ejemplo 1.2 Sea la funcion f(x,y) = x? + y?. Dicha funcién presenta un minimo
reativo en el punto (x,y) = (0,0). Sin embargo, cuando los puntos (x,y) se mueven
sobre el cilindro z® +y — 1 = 0, la funcidn tiene dos minimos y un mdzrimo.

En general, para determinarlos analiticamente, el problema a resolver seria el sigu-
iente:

Sea el conjunto D un abierto de R" y f: D C R® — R, f € C?. Sean las funciones
¢ DCR" > R, i=1,2,....m

Llamaremos ligadura al sistema de ecuaciones:

gbl(xl, ,,In) = 0

¢2($1,...-,$n) = 0 (12)

¢m(x1, ,(L’n) =0



Definimos el conjunto de puntos factibles como el conjunto de puntos del dominio
que satisface la ligadura (1.2), i.e., S = {x € D : ¢;(x) = 0,Vi = 1,..,m} y suponemos
que el punto a € D es un punto factible, es decir, a € S.

Entonces, se dice que f tiene en el punto a un extremo relativo en sentido estricto
condicionado por la ligadura (1.2), si existe un entorno reducido D* de a tal que se
verifica una de las condiciones siguientes:

f(a) > f(z) Yz € D* NS (en cuyo caso el extremo es un maximo)
f(a) < f(z) Yz € D* NS (en cuyo caso el extremo es un minimo)

Se puede decir entonces que f tiene un extremo relativo condicionado por (1.2) si
la restriccion f|g tiene un extremo relativo en a.

Ejemplo 1.3 Resolveremos el problema planteado en el Ejemplo 1.2. Se trata de cal-
cular los extremos relativos de la funcion f(z,y) = x> + y* con la condicion ¢(x,y) =
22 +y—1=0.

De la ecuacion de ligadura se puede despejar y en funcion de x en cualquier punto
de R?, de manera que podemos expresar y = 1 — x2. Si sustituimos y en la ecuacion de
la superficie f(z,y) = x4+ y?, el problema se resolverd calculando los extremos libres
de una funcidn de una sola variable:

Jay) =a+ (1 -2 =a* — 2+ 1= Fla)

1 r=0 y=1
,CL':; y:—
V2 2

Se puede comprobar que el primer punto critico es un mdximo y los otros dos son

minimos (F"(0) <0, y F”(%) = F”(—%) >0).

Para poder utilizar el método analitico anterior, no s6lo es necesario que de las
ligaduras se puedan “despejar”, de un modo efectivo, m de las variables en funcién de las
otras m — m restantes, cosa que ocurre en muy pocas ocasiones; sino que las expresiones
que asi se obtienen deben definir realmente m funciones en un entorno de cada uno de
los puntos que hayan de ser estudiados. Es decir, el procedimiento del ejemplo anterior
no siempre puede ser utilizado y debemos buscar un método alternativo. Uno de los
més utilizados es el desarrollado por Lagrange.

Método de los multiplicadores de Lagrange (Joseph-Louis Lagrange, Turin,
25 Enero 1736- Paris, 10 Abril 1813)

Sea el conjunto D un abierto de R"™ y las funciones f: D C R® - Ry ¢; : D C
R" - R,i=1,2,...,m funciones de clase C? en D. Supongamos m < n y el Jacobiano



(determinante de la matriz de primeras derivadas)

D(¢15 ¢2a ceey gbm)

J¢|x:a —

D(xil,xiQ, veey xim)

£0

a

siendo (z;,, Tiy, ..., x;,, ) m de las n componentes de (z1, z2, ..., Tp).
Para determinar los extremos relativos de f condicionados por la ligadura (1.2), se

procede del siguiente modo:

1. Se considera la funcién de Lagrange L = f — A1¢1 — Aagpa + ... — A, donde

A1, ooy Am € R se denominan multiplicadores de Lagrange.

. Se resuelve el sistema de n 4+ m ecuaciones formado por:
dL(x1,...,x,) =0 < L (v1,...,2,) = 0 Vi=1,...,n (n ecuaciones) y
¢i(x1,...,xn) =0Vi=1,..,m (m ecuaciones).

Es decir se determinan los puntos (21,2, ...,2n) € Dy (A1, ..., Apy) € R™ para los
que se verifica el sistema de n 4+ m ecuaciones:

Of(x1,..5Tn) A 0¢1(x1,..Tn) Y Opm (T1,...,Tn) -0
I an) s 00 n)  ObmO )
T1,...,Tn T1,.0sTn m(T1,0Tn)
Lost) _ 3 O01(hsn) |y 0m(@leta) _ g
Of (@1 min o T O (T11.v s
[Bestn) _ 3y O01lenta) )\, m(Gteestn) — g (1.3)

gbl(xl, ,,In) = 0
gﬁg(.%’h ,(L’n) =0

;ﬁm(.%'l, ...,.%'n) =0

. Para que en el punto x = a haya un extremo relativo condicionado es necesario
que z = (x1,...,Tpn) = (a1,...,an) ¥ A = (A1, ..., App) sean solucion del sistema de
ecuaciones (1.3).

. Para analizar si la funcién f tiene en el punto a (solucion del sistema (1.3))
un extremo relativo condicionado la ligadura (1.2), se analiza el signo de d*L(a)
restringida por el sistema

dpr (21, .oy Tn) =

0
d¢2($1, ,,In) =0

. (1.4)
dpm (21, .cyxy) =0

(ver la resolucion detallada del Ejercicios 2 en la siguiente seccion). Entonces,



a) Si d’L(a)|R >0 = f presenta en a un minimo condicionado.
b) Si d?’L(a)|R < 0 = f presenta en a un maximo condicionado.

¢) Si d®L(a)|R no tiene signo determinado, entonces f tiene en a un punto de
silla condicionado.

1.2. Extremos absolutos

Definicion 1.4 Sea f una funcion real definida en un dominio D C R™. Se dice que f
tiene un mdximo (minimo) absoluto en un punto a = (ai,...,a,) € D si se verifica que

f(a) > f(x) (f(x) > f(a)) Yz € D

A estos puntos los denominamos extremos absolutos. El siguiente resultado hace
referencia a la existencia de extremos absolutos.

Teorema 1.4 (Teorema de Weierstrass) Toda funcién continua en un conjunto cer-
rado y acotado alcanza en €l, al menos una vez sus valores mdzrimo y minimo absolutos.

Resena: Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (Ostenfelde, Provincia de Westphalia,
Alemania, 31 Octubre 1815 Berlin, 19 Febrero 1897).

Nota: Se dice que un conjunto es cerrado si su complementario es abierto.

Observa que el Teorema 1.4 garantiza la existencia de los valores maximo y minimo,
pero no los identifica. El anéalisis que se realiza es la bisqueda de puntos criticos que
satisfacen las condiciones de extremo relativo.

1.3. Ejercicios
1. Calcular los extremos relativos de la siguiente funcion:

f(z,y) =2° + 9> + 9zy + 27

Solucion:
P1(0,0) punto de silla. Py(—3,—3) maximo relativo.
2. Utilizar el método de Lagrange para calcular los extremos relativos de la funcion
f(x,y,z) = zyz con la condicion = +y + z = 9.
Resolucion:
L=f(z,y,2) + XO—z+y+z)=ayz+ AN9—2x+y+ 2)
L=0:yz—A=0
L,=0:22—-A=0
L,=0:2y—X=0, de donde: A\ = zy = zx = zy.



Ademas: z+y+2=09.

Caso zy = zx:

a) Siz=0, entonces A\ =0y zy =0, de donde z = 0 6 y = 0. Luego, aparecen
las soluciones:
r=0,y=92=0,A=0
r=9y=0,2=0,A=0

b) Si z # 0, entonces © = y # 0, y = z = z, de donde 3z = 9. Aparece la
solucion:

r=3,y=3,2=3,12=9
Caso zzx = zy:

a) Si x = 0, entonces zy = 0, de donde z = 0 6 y = 0. Luego, aparecen las
soluciones:
r=0,y=92=0,A=0
z=0,y=0,z2=9,1=0

b) Si z # 0, entonces z = y # 0, y = z = z, de donde 3z = 9. Aparece la
solucioén:

r=3,y=3,2=3,12=9

Se obtienen los puntos criticos:

(9,0,0); (0,9,0); (0,0,9); (3,3,3) .

Ahora analizamos el signo de d?L(a)g:

d?L(a) g=L"ypdx?+L", dy?+L7,,dz>+ 21", dxdy+2L" . dydz++2L" ;. dxdz

Si calculamos las segundas derivadas:

W N 7 _ _T”
L”,=0; Ly = 2=L"y
W —N. b _ _T1”
L yy*oa L7, = Yy =172
W N 7 _ _T”
L”,,=0; Ly, =z =L",

Sustituyendo en la segunda diferencial:

d’L(a)p— 2zdxdy+2xdydz}2ydxdz

Ademas, de 1.4, d¢p = dx + dy + dz = 0, de donde dx = —dy — dz.
Sustituyendo ésta expresion en la segunda diferencial:

d%L(a) g=-2zdy?-(22-2x+2y)dydz-2ydz>.

Es decir, la matriz Hessiana en el punto (x,y,z), es:



iy = ( - :2xz+ ) —(z :Qnyr y) ) (1.5)

En (9,0,0): H fl9,0,0) = ( 8 g ), A1 =0, As <0, luego es un punto de silla.

En (0,9,0): H f|.9,0)

( _09 —_198 ); A1 =0, Ay <0, luego es un punto de

silla.

En (0,0,9): Hf](()’o,g) = ( __198 _09 ), A1 <0, Ay < 0, luego es un punto de

silla.

-6 -3
En (3,3,3): Hf](37373) = ( 3 3 ), Ay < 0, Ay > 0, luego Hf\(3,373) es

definida negativa y este punto es un méaximo relativo condicionado.

Solucién:

P;(3,3,3), A =9, méaximo relativo.

P5(9,0,0), A =0, punto de silla.

P5(0,9,0), A =0, punto de silla.

P4(0,0,9), A =0, punto de silla.

. Calcular los extremos relativos de la funcion f(z,y,z) = = + y + 2z con las

condiciones:
322 4y =12
rTH+y+z=2

Solucién:

Pi(1,3,-2), Ay = %, A2 = —2 minimo relativo.

P (—1-,3,6), \y = %1, A2 = —2 méximo relativo.

. Calcular (en unidades al cuadrado) el drea del rectangulo de area méaxima inscrito
en la elipse z2 + 4y? = 4 con los lados paralelos a los ejes de la elipse.

Solucion:
A = 42,



5. Dado el elipsoide de ecuacion x? + 432 + 22 = 12, calcular las dimensiones de
un ortoedro (paralepipedo rectangular con las caras paralelas a los planos de
referencia) inscrito en el elipsoide de forma que su volumen sea méaximo.

Solucién:
r=2,y=12=2V = 32u3.
6. Determinar un triangulo isésceles inscrito en la elipse z? + 3y? = 12, siendo el

punto (0,—2) uno de los vértices, el lado desigual paralelo al eje OX y de tal
forma que su area sea maxima.

Solucién:
Vértices: (0,—2), (3,1), (—3,1); drea= 9u?.

7. Determinar los extremos absolutos de la funcién f(x,y) = 22 4+ y? en el circulo
(x—1)2+(y—1)?2 <8
Resolucion:
L=fz,9) +AX8—-(z-1)2+@y-1DH =22+ + X8 - (z —1)2 + (y — 1)?).
L=0:2zx—-2\x—-1)=0
Ly, =0:2y —2\(y—1) =0
De donde: A = % = 2(—5%), o equivalentemente: x(y— 1) =y(x —1) =z =y.
Ademas: (x—1)2+ (y—1)2 < 8. Luego, (z—1)?+(z—-1)2<8= —2<x-1<2.

El conjunto de puntos criticos es el compacto R = {(z,y) : =1 <z <3;-1 <y <
3;z = y}. Por el teorema de Weierstrass, f continua en un compacto, alcanza su
valor maximo y su valor minimo en él.

Analizando f(x,y) = 22 + 3? en R, vemos que f(0,0) = 0, luego (0,0) es un
minimo absoluto y f(3,3) = 18, luego (3,3) es un maximo absoluto.

Solucién:
Minimo absoluto: f(0,0) = 0.
Maximo absoluto: f(3,3) = 18.
8. jCuadles deben ser las dimensiones de una piscina abierta, paralepipedo rectangu-

lar, de una capacidad de V = 4000 m3, para que la superficie a embaldosar en la
construccion de dicha piscina sea minima?

Solucién:
Largo: = 20m, ancho: y = 20m, profundidad: z = 10m. Superficie: 1200m?2.

9. Se desea recubrir con un aislante la superficie exterior en contacto con el aire
de un depésito de (8000/3)m m? de capacidad. El depésito, apoyado en el suelo,



10.

11.

12.

estd formado por una parte cilindrica y una béveda semiesférica. El material para
aislar la superficie lateral cilindrica tiene un precio en el mercado de 10 euros/m?
y el precio correspondiente para la superfice esférica es de 20 euro/m?2.

Dimensionar el deposito de forma que el coste del aislamiento sea minimo y cal-
cular el precio total del aislante, sabiendo que el minimo existe.

Nota: Férmula del 4rea de la superficie de una esfera 4772, siendo r el radio de la
esfera. Formula del volumen de una esfera: %777“3, siendo r el radio de la esfera.

Solucién:
Dimensiones del cilindro: radio 10m, altura 20m.

Coste del recubrimiento: 80007 euros.

El reglamento postal de algunos paises estipula que una caja paralepipeda pueda
enviarse por correo si la longitud maés el fleje es igual a 90cm. ;Cudl es el maximo
volumen que puede enviarse?

Nota: El fleje es el perimetro de la secciéon de la caja perpendicular al lado mas
largo. Entiéndase por longitud de la caja a la medida del lado més largo.

Solucién:
Dimensiones de la caja: largo x = 30u, ancho y = 15u, alto z = 15u.
Volumen: V = 6750u>.

Desde el vértice de un cono recto de secciéon circular de radio R y altura H, se
deja caer una bola, a lo largo de la generatriz, con velocidad constante v que viene
dada por la ecuaciéon v = G?, siendo G la longitud de la generatriz. Calcular,
utilizando el método de los multiplicadores de Lagrange, las dimensiones del cono
para que la velocidad de caida sea minima, sabiendo que el minimo existe y que

el volumen del cono es %.

., . 2
Nota: La formula del volumen de un cono de seccion circular es: v = ”R3 H donde
R es el radio y H es la altura del cono.

Solucién:

Dimensiones del cono: Radio R = 10v/2, altura H = 10.

Velocidad de la caida: V' = 300.

Calcular los puntos donde la funcién f(z,y) = 2% + zy? + 222 + 2y — 42 — 8

alcanza sus valores maximo y minimo absoluto en el conjunto M = {(z,y) € R?:
r<l,y>-2x—y+2>0}

Solucioén:
Minimo absoluto: f(—4,—2) = —32.
Maximo absoluto: f(1,3) = 18.

10



13. Hallar los extremos absolutos de la funcion f(z,y) = 22 + 9% — 2y +z +y en el
recinto limitado por

z+y>-3
<y
y <0

Solucién:
Maximo absoluto: f(—3,0) = 6.
Minimo absoluto: f(—1,—-1) = —1.

1.4. Tarea de aprendizaje

A la vista del nimero de alumnos en el grupo, repartir los ejercicios de la seccion
anterior, salvo el 2 y el 7, entre el grupo de estudiantes, de manera que cada grupo
trabaje un conjunto de ejercicios y presente la resolucién completa ante sus companeros.
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Capitulo 2

Optimizaciéon no lineal

En este capitulo seguiremos estudiando el problema de la optimizacién de una fun-
cién real en general no lineal de varias variables, condicionadas por la satisfaccion de
una serie de condiciones o ligaduras adicionales. Lo haremos desde el punto de vista de
la Optimizacién Matemaética y para ello estudiaremos la formulacién de un problema
de programacion (optimizacion) no lineal (PNL) en formato estéandar.

La diferencia fundamental con las técnicas mostradas en el capitulo anterior, es
que en lugar de estar basadas en céalculo analitico (derivadas y diferenciales), ahora
encontraremos la forma de implementar los pasos fundamentales de estas técnicas para
resolver los problemas mediante el uso de software de optimizacién ejecutado en un
ordenador.

La técnica de resolucién méas habitual de este tipo de problemas es el método de
Lagrange, introducida en el capitulo anterior. Profundizaremos en el empleo anélitico de
esta técnica y analizaremos algunos de los inconvenientes més habituales en el caricter
de la solucién encontrada. Mostraremos las interpretaciones econémicas de los multi-
plicadores de Kuhn-Tucker. Para finalizar el capitulo, describiremos el manejo de una
herramienta de resolucién de problemas de programacién matemaética con ordenador: el
programa GAMS, General Algebraic Modelling System

Parte de las afirmaciones que se hacen en este capitulo y en los posteriores, tienen
su base en el Teorema de Weierstrass (Teorema 1.4), introducido también en el capitulo
anterior.

Es importante recordar que este resultado garantiza la existencia de un 6ptimo,
pero no lo identifica. El anélisis que se realiza es la biisqueda de puntos criticos xg, que
satisfacen las condiciones de 6ptimo relativa o localmente. Estos valores se denominan
6ptimos relativos o locales. El siguiente resultado nos indica cuando podemos garantizar
que el 6ptimo local (relativo) encontrado es un 6ptimo global (absoluto).

Teorema 2.1 (Teorema local-global) Dado un  problema de  programacion
matemdtica, donde el conjunto que define la region factible, S C IR™, es convexro y
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no vacio, f : S C R™ — R y denotamos por f(x),z € S a la funcién a optimizar,
entonces se verifica:

1. Si f(x) es convera en S y tiene un minimo local en xy € S, entonces tiene un
minimo global en xg.

2. Si f(z) es estrictamente conveza en S y tiene un minimo local en xo € S, entonces
tiene un minimo global estricto en x.

3. Si f(x) es concava en S y tiene un mdzimo local en xy € S, entonces tiene un
mdzimo global en xg.

4. Si f(x) es estrictamente concava en S y tiene un mdximo local en xy € S, entonces
tiene un mdzimo global estricto en xg.

Demostraremos el apartado 3. del teorema anterior y lo haremos por reduccién
al absurdo, es decir partiremos de que no se verifica y veremos que se llega a una
contradiccion, luego el resultado ha de ser cierto. Lo haremos para el caso particular de
f:SCR—R.

Sea f(x) una funcién concava en S C R con un méximo local en zy y supongamos
que xp no es maximo global. Es decir, existe otro valor 2’ € S tal que f(2') > f(x). Si
f(z) es concava en S, se cumple:

FO + (1= Nao) = Af(@') + (1 — N (o), YA € [0,1]

Como f(2') > f(xo), F(Aa'+(1—Nao) > Af(w0)+ (1=N)f(20)) = f(zo), VA € [0,1].
Luego con un valor de \ suficientemente pequertio, existe un nuevo valor z”/ = A/ + (1 —
Nz cerca de xg, tal que f(z”) > f(x). Se deduce entonces que g no es un maximo
local. Llegamos, por tanto a una contradiccién, al negar la hipotesis de partida, luego
ésta debe ser cierta.

De ahora en adelante a la funcién real a optimizar, f, la denominaremos funcién
objetivo (f.0.) y alaregion S de R™ que define el sistema de ligaduras la denominaremos
region factible del problema.

A modo de resumen, observar que:

Definicion 2.1 Un conjunto S C IR"™ se dice que es compacto si es cerrado y acotado.

En particular, las regiones factibles definidas por la interseccion de hiperplanos
definidos por desigualdades <, >, 6 =, son cerrados. Ademas S es acotado, si en él
todas las variables estdn acotadas superior o inferiormente.

Definicion 2.2 Diremos que la funcion f: S C R — R es concava en S, si

fQAz+ (1= XN)z) > Af(z) + (1 = A) f(z)
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VA €[0,1], Vo € S. Sila desigualdad es estricta la funcion se dice estrictamente concava.
Diremos que la funcion f(x) es convera en S, si no es cdncava.

Cuando trabajamos con funciones reales de varias variables, es decir f : S C IR™" —
IR, se dice que la funcion f es concava, cuando su matriz Hessiana asociada (matriz
de sequndas derivadas parciales introducida en (1.1)) es semidefinida negativa (i.e.,
d?f() <0). Si dicha matriz es definida negativa, la funcion f se dice estrictamente con-
cava. Andlogamente, si la matriz Hessiana asociada es semidefinida (definida) positiva,
f se dice (estrictamente) convexa.

Recordar ademas el Criterio de Sylvester (Terorema 1.3) aplicado en este caso a una
matriz cuadrada (de orden n) simétrica (por ser una forma cuadratica) A, segin el cual:

1. Si |A| # 0 y el determinante de todos sus menores principales (Ag, k = 1,...,n)
es positivo, entonces A es definida positiva.

2. Si |A| # 0 y el determinante de todos sus menores principales de orden impar
es negativo y el de los de orden par, positivo, es decir ((—=1)*Ay, k =1,...,n) es
positivo, entonces A es definida negativa.

3. Si el determinante de todos sus menores principales (Ay, k = 1,...,n) es positivo
o cero, entonces A es semidefinida positiva.

4. Si el determinante de todos sus menores principales de orden impar es negativo o
cero y el de los de orden par, positivo o cero, es decir ((—=1)*Ay, k =1,...,n) es
positivo o cero, entonces A es semidefinida negativa.

5. Si |[A] # 0 y no se cumple ni 1. ni 2. 0 si no se cumple ni 3. ni 4., entonces A es
indefinida.

Las regiones factibles definidas como intersecciéon de hiperplanos definidos por in-
ecuaciones lineales son politopos y por lo tanto conjuntos convexos. De acuerdo con la
definicion de funcién concava y convexa, las funciones lineales son céncavas y convexas
a la vez.

A los problemas de programacion no lineal que satisfacen las condiciones del Teorema
local-global (2.1), se les denomina problemas convexos.

2.1. Problemas no lineales en formato estandar

Comenzaremos por definir qué se entiende por formato estdndar de un problema de
optimizacién no lineal. Si es un problema de maximizacion, la forma estandar es:

Maximizar  f(21,...,2p)
s.a
¢i(x17 ceey xn) S bz
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1=1,...m,xz € R"

Alternativamente, si es de minimizacion:

Minimizar  f(z1,...,Zp)
s.a
¢i(x1, axn) > bz
i1=1,..mux € R"

donde las funciones f y ¢ son de clase C? es decir continuas y diferenciables hasta el
segundo orden. Asi pues el formato estandar de un PNL es de maximizar con condiciones
de ligadura que se satisfacen con desigualdad < o minimizar con condiciones de ligadura
que se satisfacen con desigualdad >.

Estableceremos a continuacién las condiciones que debe de cumplir un punto para ser
punto critico en un PNL en fomato estandar y enunciaremos las condiciones necesarias
y suficientes de 6ptimo global.

Definiciéon 2.3 (Funcién Lagrangeana) Dado un PNL en formato estindar, recor-
damos que definimos como funcién lagrangeana del problema a la funcion:

L:R""™ = IR

L(z,A\) = f(z) + M (b1 — ¢1(2)) + oo + A (b — P (7))
Ai>0,Vi=1,....,m

Entonces, en problemas de maximizaciéon en formato no estandar, los multipli-
cadores asociados a restricciones de igualdad o desigualdad de mayor o igual, podran
ser respectivamente sin signo o negativos (< 0). En problemas de minimizacion en
formato no estandar, los multiplicadores asociados a restricciones de igualdad o de-
sigualdad de menor o igual, podran ser respectivamente sin signo o negativos (< 0).

Definicion 2.4 (Puntos de Kuhn-Tucker) Dado un PNL en formato estindar, un
punto (x*,\*) se dice de K-T si cumple las siguientes condiciones:

1. %ﬂ;’)‘*) =0,Vi=1,...,n (punto critico)
2. Xi(bj — ¢(2*)) =0, Vj = 1,....,m (holgura complementaria)
8. A;>0,Vj=1,...,m (signo)

4. ¢j(x*) <b;,Vj=1,....,m (>, sies el caso) (factibilidad)
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A los valores de A (multiplicadores de Lagrange) utilizados en este tipo particular de
problemas de optimizacion no lineal se les llama multiplicadores de Kuhn-Tucker.

Es decir los puntos de Kuhn-Tucker, son las soluciones del sistema, correspondiente al
definido en (1.3). En la préactica conviene seguir el orden de comprobacion: (factibilidad),
(holgura-complementaria), (punto critico) y (signo).

Definiciéon 2.5 (Cualificaciones de restricciones) Se denominan a las siguientes:
1. No hay restricciones
2. Las restricciones son lineales

3. Satisfacen las siguientes condiciones de reqularidad: Todo punto x* factible del
PNL es regular, esto es: es factible interior o los gradientes de las restricciones
activas en =¥, forman un conjunto de vectores linealmente independientes.

Proposicion 2.1 (Condicion necesaria K-T) Consideremos un problema de pro-
gramacion no lineal en el que tanto la funcion objetivo como las restricciones sean
de clase C? y se cumpla una cualificacion de restricciones. Entonces, para todo dptimo
local x* del problema, existe un vector de multiplicadores X*, tal que (z*, \*) es un punto

de K-T.

Proposicion 2.2 (Condicion suficiente K-T') Consideremos un problema de pro-
gramacion no lineal en el que tanto la funcion objetivo como las restricciones sean
de clase C?, con region factible conveza. Se verifica que:

1. Sila f.o. es (estrictamente) convexa y el problema es de minimizacion, entonces
todo punto de K-T es un minimo global (estricto).

2. Sila f.o. es (estrictamente) concava y el problema es de mazimizar, entonces todo
punto de K-T es un mdzimo global (estricto).

Si todos los puntos factibles satisfacen una cualificacion de restricciéon, entonces los
puntos de K-T recogen a todos los candidatos a éptimo global, aunque éste puede no
existir.

En general, no podemos afirmar que todo punto de K-T sea una solucién 6ptima.
Puede suceder que un punto de K-T no sea éptimo global o incluso local del problema.

Para que se cumpla la condicion suficiente de K-T no se requiere una cualificacion
de restricciones.

En el capitulo anterior vimos cémo combinando la condicién necesaria de K-T, es
decir una vez encontradas las soluciones del sistema (1.3), y el Teorema de Weierstrass,
obtuvimos un procedimiento para obtener 6ptimos globales en problemas no convexos
con regiones factible compactas.
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El razonamiento es el mismo que se emplea ahora: por el Teorema de Weierstrass,
sabemos que un PNL en forma estandar con region factible no vacia y acotada (com-
pacta) tiene garantizada la existencia de 6ptimo global. Si ademds se cumple alguna
cualificacion de restricciones, ese 6ptimo global, por la condicién necesaria serd un pun-
to de K-T. Asi pues, nuestro procedimiento consistiré en: a) calcular todos los puntos
de K-T, b) evaluar en ellos la f.o. y, ¢) quedarnos con el que nos proporcione el 6ptimo.

Ejemplo 2.1 Analicemos ahora el problema (pdg. 51 de B. Font(2006)) :

Opt  z? + 92

s.a x4+1y<5H

r—y <0
x>0

Lo primero que observamos en el problema es:

1. La f.o. es convexa. La matriz hessiana es una matriz diagonal (2,2) con determi-
nante positivo, luego es una matriz definida positiva. A su vez la region factible
es un politopo, luego es una regién convexa.

2. El problema de minimizacién es un problema convexo y se puede aplicar la condi-
ciéon suficiente de minimo global.

3. El problema de maximizacién no es un problema convexo, pues para ello, la f.o.
deberia ser concava, y por lo tanto no se puede aplicar la condicién suficiente de
méximo global.

4. La region factible es no vacia, cerrada y acotada, y la f.o. es continua en S, por
ser un polinomio. Luego estamos en las condiciones del teorema de Weierstrass y
la funcién tiene un maximo y un minimo global en S.

5. El problema se puede representar y resolver graficamente en el plano, obteniéndose
el minimo global en (0,0) y el maximo global en (0, 5).

Analiticamente podemos llegar al mismo resultado, ver Ejercicio 3.

2.2. Interpretaciéon de los multiplicadores K-T

En muchos problemas reales, los coeficientes de la f.o. y /o restricciones del modelo no
son conocidos con exactitud o pueden variar. El teorema de la envolvente que veremos
a continuacién, nos indica cémo varia la funcién objetivo en el 6ptimo para variaciones
pequenas en uno o varios elementos del problema. Analizamos a continuacién el prob-
lema de maximizaciéon, aunque los resultados son igualmente vilidos para un problema
de minimizacion.
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Definiciéon 2.6 (Funcion valor) Se considera el PNL:

Mazimizar — f(x1,...,Tn, a1, ..y Q) (2.1)
s.a
¢i(x1,...,xn,a1,...,ak) < 0
i=1,...maxecR"

donde f, b1, ..., o son funciones de clase C2, siendo x = (x1,...,z,) el vector de vari-
ables de decision y o = (o, ..., ) el vector de pardmetros, (pueden ser coeficientes
de la f.o0, coeficientes de las restricciones o términos independientes de las mismas) del
modelo. Es decir, k =n+n-m+ m.

Sea A C IRF un conjunto abierto y supongamos que existe Vo € A 2*(a) = (2%(a), ..., x5 (a))
solucion optima del problema (2.1), en la que se verifican las condiciones de K-T con
multiplicadores de Lagrange asociados:

A= (M(q), - A (a))
Entonces la funcion lagrangeana asociada al problema (2.1), es:

L\, z,a) = f(x’a)+z)‘i(0_¢i(xaa)):

=1

= f(z,a) — Z)\igbi(x, Q)
i=1

siendo A = (A1, ..., Am).
Se define ademds la funcion valor, o funcidn objetivo indirecta como:

Vi) = f((z1(a),...,z,(a),a) = (2.2)
= L\, 2% «)
Teorema 2.2 (Teorema de la envolvente) Dado el problema (2.1) y las condiciones
de la Definicion 2.6, siendo (2.2) la funcion valor del problema, entonces se verifica,
\V/Oéj, j = 1, ,]C
oV (a) IL(A\*(a),z"(a), )
801]' 801]'

Un caso particular del teorema anterior resulta al estudiar como varia la f.o. de un
problema ante pequenos cambios en los términos independientes de las restricciones.
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Para obtener el resultado basta con considerar f(x,a = b;) como f(x), de donde
8f(g;’bi) = 8’;(5) = 0; siendo ¢;(xz,a0 = b;) = ¢; — b;, Vi = 1,...,m. En este caso,
si * representa un 6ptimo del PNL diferenciable con multiplicador de K-T asociado

(A1, ..ey Amm), se cumple por el Teorema de la envolvente:

oV (b)
ob;
Es decir, el multiplicador nos da la tasa marginal de variacién en la f.o. ante una
pequena, variaciéon del correspondiente término independiente. O lo que es lo mismo:

— —N(=1) =X

AV =AF ~  NAb

Si la i-ésima restriccion, no estd saturada, i.e. no se alcanza con igualdad en el
6ptimo, entonces la condicién de holgura complementaria implica que A; = 0, y por lo
tanto una variacién del término independiente correspondiente, b;, no altera el valor de
la f.o. en el 6ptimo. Si la i-ésima restriccion, estd saturada, i.e. se alcanza con igualdad
en el 6ptimo y A; = 0, no tenemos informacion sobre el comportamiento de la f.o. en el
6ptimo al variar ligeramente el término independiente b;.

Ejemplo 2.2 Considera el problema del consumidor definido en pag. 17 de B. Font(2006):
Las preferencias de un consumidor respecto al consumo de dos bienes x e y se pueden
representar mediante la funcion de utilidad Uy. Sabiendo que los precios unitarios de es-
tos bienes son 1 y 2 u.m. respectivamente y la renta disponible es de 10 u.m. Determina
la cantidad que debe adquirir este consumidor para mazimizar su utilidad. El problema
se formula como un modelo no lineal,

mixU; = z+4/y (2.3)
s.a
z+2y <10
z,y >0

Observar que el mdzimo global del problema es (z*,y*) = (8,1), con una utilidad
mdzima de U =12, y A = 1.

Analicemos cudl es la utilidad mdzima aprorimada si el precio del primer bien, pp
aumenta en 0.1 u.m.

Construimos la funcién lagrangeana:

Aplicando el teorema de la envolvente:

M:—)\x*:—l-S:—S
Op1
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es decir AV = AUy = —8Ap;. Si Apy = 0,1, AU; = —0,8. La variaciéon serd de
disminucién en 0.8 u.m. Por lo tanto la nueva f.o. serd de U* = 11,2.

Ejemplo 2.3 Consideremos ahora, en el problema del consumidor del ejemplo anterior,
la funcion de utilidad Us = 4x + y%. Vamos a ver qué efecto tiene sobre la utilidad el
aumento de 0.1 u.m. del precio del sequndo bien.

El méximo global del problema es (z*,y*) = (10,0), Uy = 40, y A = 4.
Construimos la funcién lagrangeana:

L\, 2,y,p2) = 4z + y* + A(10 — p1z — pay)
Aplicando el teorema de la envolvente:

0 V(P2)
Op2

=-Ny"=—-4-0=0
es decir AV = AU; = 0. La variacion serd despreciable si se incrementa el precio del
segundo bien.

Ejemplo 2.4 Por iltimo vamos a analizar qué efecto tendria sobre la funcidn de util-
idad Us, una disminucion simultdnea de los precios de los dos bienes en 0.1 u.m.

Recordemos que el maximo global del problema es (z*,y*) = (10,0), Uy = 40, y
A = 4. Aplicando el teorema de la envolvente:

oV
() _ = 410 = —a0
op1
1%
P2
Teniendo en cuenta que dV = %dpl + %dpg, el efecto conjunto de una

disminucién del precio de 0.1 u.m. de ambos bienes, supondria AV = AUs; =~ —40 -
(=0,1) +0-(—0,1) =4, i.e., un incremento de cuatro unidades en la utilidad.

2.3. Resolucién numérica de problemas de programacién
no lineal

Como hemos dicho al comienzo de la materia, utilizaremos el programa GAMS para
la resolucién de problemas de programacién matemética, tanto no lineal como lineal.

Este programa, desarrollado inicialmente por técnicos del Banco Mundial para eval-
uar los modelos de crecimiento de paises en vias de desarrollo, ha sido ampliado para
resolver un gran niimero de problemas y dispone de una versiéon demo gratuita.

Para poder descargarte esta version, debes conectarte a la direcciéon:
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http://www.gams.com/download
y bajarte la versién adecuada a tu ordenador. Actualmente estd disponible la versién
23.5.2 para Windows. El proceso de descarga dura unos minutos, y al final el fichero
ejecutable windows x86 32.exe, es guardado en tu méaquina. Si clicas dos veces sobre
dicho nombre, se produce la instalacién automaticamente en el lugar adecuado, y es
visible un icono en tu escritorio.

Para que GAMS funcione correctamente, debemos crear un proyecto. El proyecto es
un archivo de extension .qpr que establece un enlace con el directorio de trabajo. Para
crear un proyecto, clicar en el icono de GAMS, y acto seguido File->Project->New
Project. Al proyecto hay que darle un nombre. En nuestro caso y a la vista del ejemplo
de ensayo, el nombre de proyecto elegido es horno.

Una vez creado el proyecto, debemos generar un fichero con los datos del problema.
Debe ser un fichero con extension .gms y con una estructura particular. Este fichero
debe estar situado en nuestro directorio de trabajo. Nosotros utilizaremos uno ya creado,
horno.gms. Para crear este fichero, File->Open, ir al directorio de trabajo y abrir ahi
el fichero. Guardar antes de salir.

El programa GAMS tiene implementados distintos solvers, o algoritmos de resolu-
cién. Cuando se ejecuta GAMS por primera vez, el programa pide seleccionar de una
tabla cudles van a ser los solvers por defecto a utilizar en la solucién de cada problema
tipo.

Para ejecutar el programa GAMS y resolver el problema, desde el fichero .gms,
seleccionar File->Run. Esto, genera un fichero .Ist, con la solucién del problema.

Vamos a ver el proceso completo en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.5 Un horno-cafeteria ofrece a sus clientes tres tipos de bolleria: galletas,
madalenas y panquemados que elabora artesanalmente en su obrador. En la elaboracion
de estos productos se emplean harina, azicar y aceite en las siguientes proporciones:

Harina | Azicar | Aceite
Galletas 6 2 1
Madalenas 4 8 2
Panquemado 8 3 1

Ademds junto al agua y levadura necesarias en el proceso de amasado y fermentacion,
respectivamente de la masa, se anaden 1 huevo y 130 ml. de leche (aprorimadamente
medio vaso) por kg. de masa de galletas, 2 huevos por kg. de masa de madalenas y 3
huevos por kg. de masa de panquemados.

Para la produccion semanal disponemos de 125kg. de harina, 60kg. de azucar, 20
litros de aceite (la densidad del aceite es de 0.92 kg./l.), 12 litros de leche y 8 docenas
de huevos.

La empresa es conocida por sus panquemados que representan al menos el 40 % de
su produccion de bolleria, mientras que los otros productos representan al menos el 10 %
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del total.

Sabemos que la funcion de ingresos semanales de la empresa es 2%+ 2y? + 322 — 4dyz
donde z,y, z son las cantidades producidas en kg. de galletas, madalenas y panquemados,
respectivamente y los costes de produccion por kg. son de 1.5 euros por kg. de galleta,
1.8 euros por kg. de madalena y 1.4 euros por kg. de panquemado.

Si el objetivo de la empresa es mazimizar el beneficio semanal, ;qué cantidad debe
fabricar semanalmente la empresa de cada producto?

A partir del enunciado del problema, el planteamiento matemético del mismo es:

mix B = 2?4 2y° 4327 —dyz — (1,52 + 1,8y + 1,42) (2.4)
6 4 8

a. ¢ (= — )z <12 2.
2 8 3

d = )< 2.
1 2 1

~ = —)2 <20-0,92 2.

(glz+ (P +(5)2 <2009 (2.7)

z—04(x+y+2)>0 (2.8)

(+y)-0l(z+y+2)=0 (2.9)

z,y,x >0 (2.10)

Donde «,y, z son los kg. elaborados semanalmente por el horno de galletas, madale-
nas y panquemados, respectivamente. Las variables del problemas son todas continuas
positivas, las restricciones lineales y la f.o. no lineal. Es un problema de programaciéon
no-lineal.

Atendiendo a las necesidades de GAMS, debemos editar un fichero con el codigo
de descripciéon del problema, horno.gms. En él, hemos de especificar en el Bloque de
variables, las que aparecen en el problema,

VARIABLES X,Y,ZB ;

y el tipo de variable. Por defecto, se consideran continuas y libres,

POSITIVE VARIBLES X, Y, Z;

y las cotas, si fuese necesario, con las sentencias X.LO = 2 (para escribir z > 2) o
Y.UP =5 (para escribir y < 5).

También en este bloque, se puede introducir el punto inicial de arranque del algo-
ritmo. Por defecto toma el (0,0,0). Nosotros le daremos el (10,0, 10).

X.L= 10; Y.L=0; Z.L= 10;

En el Bloque de ecuaciones, recuerda que si quieres introducir una potencia entera
y no esta claro que la potencia sea positiva, debe usarse la funcion: POWER (base,
potencia).

En nuestro ejemplo hay 5 ecuaciones:

EQUATIONS BENEF, HARINA, ACEITE, ESTR1, ESTR2;
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Se describen a continuacion cada una de ellas:

BENEF.. B =e= POWER(X,2)+2*POWER(Y,2)+3*POWER(Z,2)-4*Y*Z-1.5*X-
1.8%Y-1.4*7 ;

HARINA.. (6/9)*X+ (4/14)*Y +(8/12)*Z =1= 125;

AZUCAR.. (2/9)*X+ (8/14)*Y +(3/12)*Z =1= 60;,

ACEITE.. (1/9)*X+ (2/14)*Y +(1/12)*Z =1= 20*0.92;

ESTRI1.. Z-0.40*(X+Y+7Z) =g= 0;

ESTR2.. (X+Y)-0.10%(X+Y+Z) =g= 0;

Posteriormente se nombra el modelo

MODEL HORNO /ALL/ ;

Y se describe el tipo de optimizacién necesaria:

SOLVE HORNO USING NLP MAXMIZING B ;

Todo ello, debe ser editado en el fichero horno.gms.
Variables x, y, z, b;
Positive Variables x, y,z ;
Equations Benef, harina, azucar, aceite, estrl, estr2;
BENEF.. B =e= POWER(X,2)+2*POWER(Y,2)+3*xPOWER(Z,2)

-4xY*Z7-1.5%X-1.8%xY-1.4%7Z ;

HARINA.. (6/9)*X+ (4/14)xY +(8/12)*Z =1= 125 ;
AZUCAR.. (2/9)*X+ (8/14)xY +(3/12)*Z =1= 60 ;
ACEITE.. (1/9)*X+ (2/14)*Y +(1/12)*Z =1= 20%0.92 ;
ESTR1.. Z-0.40% (X+Y+Z) =g= 0 ;
ESTR2.. (X+Y)-0.10%(X+Y+Z) =g= 0 ;

MODEL HORNO /ALL/ ;

SOLVE HORNO USING NLP MAXMIZING B ;

Observa que GAMS no diferencia entre maytisculas y mintsculas, por lo que puedes
emplear cualquiera de las dos posibilidades o mezclarlas.
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Cuando se corre GAMS, sobre el codigo anterior, se genera el fichero horno.lst.
Si probamos con distintos puntos de arranque, obtenemos los resultados que aparecen
en la siguiente tabla:

P. de arranque | Sumario|Solver | Optimo
1] (0,10,0) Loc. optimal | z=y=2=0,b=0
2] (10,0, 10) Loc. optimal | z = 18,75,y = 0,z = 168,45, b = 85516,875
3] (0,0,10) Loc. optimal |z =y=2=0,b=0
[4] (10,10, 10) Loc. optimal | z = 18,75,y = 0,z = 168,45, b = 85516,875
[5] (0,100, 0) Loc. optimal |z =y=2=0,b=0
6] | (0,100,100) | Loc. optimal | z = 18,75,y = 0,z = 168,45, b = 85516,875
[7] | (100,100,0) Loc. optimal |z=y=2=0,b=0
[8] | (100,100, 100) Loc. optimal | z = 18,75,y = 0,z = 168,45, b = 85516,875

A la vista de los resultados, hemos obtenido dos éptimos locales. El mejor de los
dos, consiste en fabricar 18.75 kg. de galletas y 168.75 kg. de panquemados y no fabricar
madalenas. El beneficio semanal serd de 88516.875 euros. En la préctica, dicha solucién
supone consumir toda la harina disponible, sobrando 13.646 kg. de azucar y 2.45 litros
de aceite (2.254 kg.).

Galletas y madalenas suponen exéctamente el 10 % de la produccion.

En cuanto a la solucién éptima del problema, la region factible es convexa, pero la
funciéon objetivo no es concava (es estrictamente convexa en IR3).

vB(z,y,z) = (2o —15,4y —4z—18,62z — 4y — 1,4)
2 0 0

HB(z,y,z) = 0 4 —4
0 —4 6

En consecuencia no se puede aplicar el teorema de local-global y no se puede garan-
tizar que el 6ptimo local sea global. Lo tinico que se puede concluir, aplicando el teorema
de Weierstrass, es que el problema es acotado. Efectivamente, la region factible es cer-
rada, acotada y la funcion de beneficios continua en ella. Por lo tanto la funcién B,
alcanza un méximo (y un minimo global en ella).

Por iltimo, analizamos la siguiente cuestion: Imagina que la empresa puede comprar
al mismo precio un kilo méas de materia prima, ;qué deberia comprar?

Analizando los multiplicadores de Kuhn-Tucker, de la mejor solucién encontrada:

Aharina = 1370,3857 Aazucar = Aaceite = )\el = 07 )‘62 = _97551

De acuerdo con ellos, ceteris paribus, un kilo més de harina representa aproximada-
mente un aumento de 1370.38 euros de beneficio. Sin embargo aumentar las compras
de azucar o aceite no modificaria el beneficio. Conclusién, comprar mas harina.
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Por ultimo, jqué efecto tendria sobre el beneficio aumentar un 5% la produccion
minima de galletas y madalenas?

Para responder a esta pregunta deberiamos introducir las restricciones de producciéon
en términos de porcentages:

ESTRI1.. Z/(X+Y+Z) =g= 0.4;

ESTRI.. (X+Y)/(X+Y+Z) =g= 0.1,
y resolver de nuevo el problema para el mismo punto de arranque de la solucién éptima
anterior.

Obtendremos los multiplicadores:

Aharina = 1370,3857 Aazucar = Aaceite = )\el = 07 )‘62 = _15828 ' 105

Asi un aumento del 5% en la produccién minima de ambos productos, nos llevaria
a Abgy = —1,828-10° - 0,05 = —9140 euros de disminuciéon en los beneficios.

2.4. Ejercicios

1. Resuelve el problema:

max r+y
sa a2+y><4

Solucién:
(z1,91) = (V/2,V2) es maximo global.

2. Resuelve el problema:

max r+y
sa a22+y’=4

Solucién:
(z1,y1) = (V/2,V2) es maximo global.

3. Resuelve el problema:

Opt 2+ 92

sa z4+y<5H

z—y <0
x>0

Resolucion:
Problema de Maximizacién:

L=+ + M0 -2 —y)+da(—z+y)+ Az
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El sistema a satisfacer, sera:
LL.=0:20—X — X+ X3=0
L;:O:Zy—)\l—l—)\Q:O
MBE-—z—y)=0
Xo(—z+y)=0

Asx =0

A1, A2, A3 > 0

r+y<5H

z—y <0

x>0

a) Sixz =0, entonces Aoy =0,y —A\1 — A2 + A3 = 0. Ademas 0 <y < 5.

1) Siy =0, entonces —A1 + Ay = 0, =2\ + A3 = 0 y 51 = 0; de donde:
)\1:)\2, )\3:2)\1 y)\1:0.
El punto (0,0,0,0,0) es K-T.

2) Siy # 0, entonces Ao =0, —A\1+A3 =0y 2y—A; = 0; de donde: A3 = \;
ey = %)\1 # 0. Por tanto, si A\;(b—y) =0,5 = %)\1 y A\ = 10.
El punto (0, 5,10,0,10) es K-T.

b) Six # 0, entonces, A3 =0, 26 — A1 — Ay =0y 2y — A\ + A2 = 0 de donde:
M=x+4+y#0. Ademas, si Mi(b—x—y) =0,y My 0, z+y=5=\.
Sid(—z4+y)=0,yx=5-—y, Aa(2y —5) =0.

1) Sido=0,de2y—5+X=0,y=23.
2) Si Ay # 0, entonces 2y —5 =10,y = % y A9 = 0. Luego esta situaciéon es
imposible.

El punto (g, 3,5,0,0) es K-T.

En el problema de maximizacion la f.o. no es cincava, pero es continua con region
factible compacta. Ademés como las condiciones son lineales, se cumple la cuali-
ficacion de restriccion. Por el teorema de Weierstrass, el maximo serd aquél valor
K-T, en el que la f.o. alcnace el valor mas elevado, es decir, el punto (0,5) es un
méximo global del problema.

Problema de Minimizacion:

L=a? 432~ NG-2—y) — da(-z+y) - Az
El sistema a satisfacer, serd:
L.=0:2r4+X N +X—X3=0
L,=0:2y4+ X —X=0
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MOB-z—y)=0
A(—z+y)=0
A3z =0

A1, A2, A3 >0
r+y<5H

r—y <0

x>0

a) Si x = 0, entonces A\; + Ay — A3 = 0, \i(5 —y) = 0y Aoy = 0. Ademés
0<y<5.

1) Siy:O, )\12)\2:)\3:0.
El punto (0,0,0,0,0) es K-T.
2) Siy # 0, entonces Ay = 0, 2y+ A\ = 0. Absurdos, puesto que y y A\; > 0.
b) Six # 0, entonces A3 = 0.

1) Si y = 0, entonces Ao = 0 y 2z + Ay = 0. Absurdos, puesto que x y
AL > 0.
2) Siy # 0, entonces 2z 4 2y + 2)\; = 0. Absurdo, puesto que z,y y Ay > 0.

Se trata de un problema convexo; luego el uinico punto de K-T, (0,0,0,0,0), es el
minimo global del problema.

Solucién:
(z1,91) = (0,5) es el maximo global del problema.
(z2,y2) = (0,0) es el minimo global del problema.

4. Dado el siguiente problema de programacién no lineal:

min(z + 3y)(y — z) + 2
sa. 22 4+3y+z < 12
—y+z
Yy 2

a) Escribe las condiciones de K-T de este problema.
b) Demuestra que los puntos (0,0,4) y (4,0,4) son puntos de K-T del problema.

¢) i Puedes utilizar la condicion suficiente de K-T para concluir que son minimos
globales del problema? ; Pueden ser los dos puntos minimos globales del
problema?

d) Demuestra que el punto (4,0,4) es un minimo global estricto del problema.
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Solucién: (4,0,4) es un minimo global estricto del problema.

5. Dado el siguiente problema de programacion:

méx 4o — 4y + 4z — 40
s.a. z? +y2 +22 = 20

a) Aplica el Teorema de Weierstrass.
b) Obtén los puntos de K-T de este problema.

¢) i Puedes utilizar la condicion suficiente de K-T para concluir que son minimos
globales del problema? ; Porqué?

d) Utilizando los apartados anteriores, ;qué se sabe de la solucion de este prob-
lema?

Solucion: (1/2, —/2, /%) es un maximo global del problema.

6. Considera el siguiente problema de programacion:

Opt x2 +y?
sa. 2 4+y> < 20
at—y >
Yy >

a) Escribe el conjunto que representa la region factible del problema y propén
una solucién factible interior, una solucién factible frontera y una solucién
infactible.

b) Estudia si el conjunto de soluciones factibles, S, es compacto y/o convexo.
c¢) Estudia si los puntos (0,0), (2,1) y (2,4) son regulares.
d) Resuelve grifica y analiticamente los problemas de maximizar y minimizar
y clasificalos atendiendo a su estructura y solucién.
Solucién:
(0,0) es el minimo global de problema. Hay un méximo global multiple en el
conjunto de puntos: 22 + y? = 20,22 > y,y > 0.
7. Dado el siguiente problema de programacién no lineal:
min z2 4 y>
s.a. x
rT+y
Y

IN IV OIA
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a) Escribe las condiciones de K-T de este problema.
b) Estudia si los puntos (0,0), (1,1) y (1,0) son puntos de K-T del problema.

¢) Razona si estos son o no 6ptimos globales del problema.

Solucion:

(0,0) es el minimo global de problema.

. Un agencia de viajes que gestiona tres modelos de viajes por Europa: Francia,
Centro Europa e Italia, se plantea determinar la cantidad 6ptima de viajes a
ofertar este afio con el fin de minimizar costes y satisfacer la demanda prevista. Si
denotamos por F', C'E e I, al niimero de plazas de viajes ofertados a los distintos
destinos, se sabe que los costes son:

Coste fijo total: 4000 euros

Coste variable por viajar a Francia: 10 - F' 4+ CE euros

Coste variable por viajar a centro Europa: 2 - F' 4+ 10 - C'E euros
Coste variable por viajar a Italia: 8 - I euros

Después de un estudio de mercado, la agencia ha llegado a la conclusiéon de que
este ano se deben ofertar al menos 2500 viajes, la oferta minima para Centro
Europa ha de ser de 1500 viajes y que se venderan menos de 300 viajes a Italia.

a) Plantea y resuelve el problema con GAMS. Ejecuta el programa con distintos
puntos de arranque y escribe la solucién obtenida: valor de la f.o., de las
variables y de los multiplicadores.

b) ;Qué efecto aproximado tendria sobre el coste un reduccion de la demanda
en 100 viajes?

Solucion:

El minimo global del problema se alcanza en: F' = 700, C'E = 1500, 1 = 300, con
un valor (coste) de 31.274000 euros en la f.o. Los multiplicadores son: A\; = 18500,
Ao = 13600, A3 = —13700. La reduccién de la demanda en 100 viajes produce una
disminucién del coste de 1.850.000 euros.

. Un inversor dispone de 2000 euros para invertir. Tiene informacién sobre tres
activos financieros. Sea R; la variable aleatoria que representa el rendimiento anual
de un euro invertido en el activo ¢, para ¢ = 1, 2, 3. Los valores rendimientos medios
son:

E(Ry) = 0,35, E(Ry) = 0,12, E(R3) = 0,22

Y las varianzas y covarianzas, vienen dadas por:

V(R;) = 0,40, V(Ry) = 0,10, V(R3) = 0,20

Cov(Ry, Ry) = 0,02, Cov(Ry, R3) = 0,05, Cov(Re, R3) = 0,07
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10.

a) Determinar la cartera 6ptima en la que minimiza la varianza del rendimiento
anual, consiguiendo al menos un rendimiento medio del 20 %.

b) ;Qué efecto tiene sobre la varianza un aumento del 5% de la rentabilidad
esperada del segundo activo?

Solucion:

El minimo global del problema se alcanza en X; = 0,310, Xo = 0,223, X35 = 0,295,
con un valor de la f.o. (riesgo o varianza de la cartera) de 0.082. A\ = 0,818,
A2 = 0. El aumento en un 5% de la rentabilidad esperada del segundo activo,
produce una disminucién en 0.00912 del riesgo de la cartera, que pasa a ser de

0.0728.

Una pequena cooperativa de agricultores dispone de una nave en la que almacena
su cosecha para gestionar su venta al mejor precio posible en los mercados may-
oristas. Estamos en Setiembre y la directiva estd muy preocupada por la gestion
de su cosecha de calabacin, la cosecha promete ser buena pero se sabe que los
precios suelen oscilar bastante y se teme vender mal. Este afio, la cooperativa va
a organizarse, se dedicaran los dias 1 a 10 de los meses de Octubre, Noviembre,
Diciembre y Enero a almacenar las cosechas de los distintos campos y los dias
restantes de estos meses a la venta del producto. El 1 de Febrero se dara por
terminada la campana. El objetivo es maximizar los ingresos netos de la venta de
la cosecha descontando los costes de gestion del almacén.

A partir de la experiencia de cosechas anterioes de calabacin, sabemos que el
precio por kg. por cantidad ofrecida (X) oscila segin el siguiente cuadro en el
que también se indican las cantidades promedios llevadas por los agricultores al
almacén:

Octubre Noviembre Diciembre Enero
Precio (kg.) —0,0003X + 0,65 | 0,00012X + 0,30 1,20 0,00006X + 1,20
Entradas (kg.) 4500 12000 8000 0

Los costes de almacenamiento y procesado son de 0.10 euros por kg. y mes sobre
lo almacenado y se estima que se estropea al mes un 2% de lo almacenado que no
se puede vender. Ademas, hay que tener en cuenta que la capacidad del almacén
es de 15 toneladas y que sélo se pueden procesar para su venta un méaximo de 7500
kg. al mes. Los costes y los méximos de capacidad se valoran sobre lo almacenado
el ultimo dia de mes antes de descontar mermas y ventas del mes en curso.

a) Plantea y resuelve el problema con GAMS. Ejecuta el programa con distintos
puntos de arranque y escribe la solucién obtenida: valor de la f.o., de las
variables y de los multiplicadores.

b) Si fuera posible aumentar en 50 kg. la cantidad de producto procesable para
su venta un mes concreto ; qué mes elegirias y qué costes adicionales maximos
estarfas dispuesto a asumir?
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¢) ;i Qué puedes decir sobre la solucion optima del problema de la cooperativa si
durante el mes de octubre sélo se puede procesar para su venta un maximo
de 2000kg.?

d) ;Qué efecto aproximado tendria sobre los ingresos de la cooperativa si se
deteriora un 2,5% de producto almacenado?
Solucién:

a) Hay un maximo local en: x,, = 1614,082, x,, = 7500, z,q = 7046,939, e =
7500, x40 = 4500, x4, = 14795,918, x,q = 15000, x,. = 7653,061. El valor de la
f.o. es 25904,004 y los multiplicadores son: A\; = —0,412, —0,318, —0,223, 1,2, 0,
0,0y Ag = —1,327. No tenemos garantia de 6ptimo global.

b) Es preferible aumentar la capacidad de proceso (en 50 kg.) en el mes de noviem-
bre, incrementédndose en ese caso el beneficio en 116,15 euros.

c¢) La solucion dada sigue siendo factible, por lo tanto es éptima con el mismo
valor de la f.o.

d) El beneficio disminuiria pasando a ser 25830.96 euros.

2.5. Tarea de aprendizaje

A la vista del namero de alumnos en el grupo, repartir los ejercicios de la seccidén
anterior, salvo el 3, entre el grupo de estudiantes, de manera que cada grupo trabaje un
conjunto de ejercicios y presente la resolucién completa ante sus companeros.
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Capitulo 3

Trabajo en grupo 1

3.1. Contexto. El problema de seleccién de carteras

El origen de la mayoria de los modelos de seleccién de carteras es el modelo de
Markowitz dado a conocer a mediados del siglo pasado, en parte en 1952 y de una
manera mas completa en 1959.

Dicho modelo produce la diversificacién de un capital en un conjunto de categorias
de inversion. El reparto del capital inicial entre las distintas categorias de inversion
serd expresado en términos de fracciones de ese capital. Estas fracciones necesitan ser
determinadas, y constituyen las variables de decisiéon. Cada fraccién de capital serd
asociada con una categoria de inversion distinta y es definida como la cantidad invertida
en dicha categoria entre el total del capital.

En su trabajo de 1952, Markowitz introduce la varianza del beneficio total de la
cartera como una medida de riesgo. Asi, el objetivo serd minimizar es riesgo de la
cartera.

Por otra parte, cada categoria tiene un nivel medio de beneficio esperado. Estos
niveles junto con las fracciones de capital que hay invertidas en cada categoria permiten
obtener el nivel medio de beneficio de la cartera.

El inversor demandara un nivel minimo de beneficio para la cartera completa. Este
requisito forma la restriccién principal en el modelo de carteras.

La descripcién matemaética del modelo es como sigue:

Minimizar ~ Var[» _ R;w;] (3.1)
j
S.a.

ijxj Z M
j

ij =1
j

€ > O,Vj
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donde,

j € J, indexa el conjunto de categorias de inversion (p.e., acciones, bonos, activos
inmobiliarios, etc.).

xj, corresponde a la fracciéon o proporcion del capital total a invertir en la categoria,
j- Son las variables de decisién del modelo.

Rj, denota el rendimiento unitario de una unidad invertida en la categoria j, (v.a.).

Cov(Rj, Ry),denota la covarianza entre las v.a. R; y Ry.

my, es el valor esperado de la v.a. R; (rendimientos esperados).

M, es el rendimiento medio o esperado de la cartera.

Se trata por lo tanto de un modelo cuadratico paramétrico.

Se puede comprobar facilmente que minimizar esta funcién objetivo es equivalente
a minimizar la suma de las covarianzas:

Var[z Rjx;] = Z z;Cov(R;, R)xy
J gk

La f.o. serd una funcién convexa si y solo si su matriz de segundas derivadas (Hy)
es semidefinida positiva. Observar que la matriz de segundas derivadas es precisamente
la matriz de varianzas y covarianzas de los rendimientos C'ov(R;, Ry;). Dichas matriz es
semidefinida positiva si y sélo si

ijCOv(Rj,Rk)xk >0,Vzj, . € R
ik

Esta tltima condicién es equivalente a que Var[3-,; Rjz;] > 0, que es cierta por defini-
cion.
Por lo tanto se trata de un problema convexo, y cualquier solucion local es global.

3.1.1. Enunciado 1. Modelo De Markowitz

Consideremos tres categorias de inversion (|J| = 3): acciones, bonos y activos inmo-
biliarios. Las correspondientes tres variables, seran denotadas por z1, 9 v x3.

El rendimiento minimo esperado serd de M = 9. Los valores de los rendimentos
medios junto con la matriz de covarianzas aparece en la siguiente tabla:

m; Cz‘,j i,j = 1,2,3
10,800 | 2.250 -0.120 0.450
7,600 | -0.120 0.640 0.336
9,500 | 0.450 0.336 1.440

LW DN = .

Resuelve el modelo (3.1) en este caso y responde a las siguientes cuestiones:

1. Cuaél es la politica de decisiéon 6ptima y qué interpretacion puedes hacer en térmi-
nos del riesgo de la cartera y el riesgo de los distintos activos.
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2. Si planteamos como objetivo maximizar la utilidad del inversor, qué diferencia
hay entre:

a) Maximizar la rentabilidad esperada de la cartera para un nivel de riesgo
dado, o

b) Minimizar el riesgo de la cartera para una rentabilidad esperada dada.

3. Si analizamos la solucién obtenida, qué sucederia si se produjeran ligeros cam-
bios en las rentabilidades esperadas. Comprueba si se generarian modificaciones
importantes en la cartera senalada como 6ptima.

3.2. Modelo tactico de inversion

En el nivel tactico se decide la cantidad a invertir en los distintos activos de una
categoria en particular, dependiendo de su comportamiento o evolucién histérica.

Imaginemos que la solucién del modelo estratégico de la seccién anterior sugirieraa
invertir aproximadamente el 32 % del capital total en acciones.

Tal decisiéon se ha tomado en virtud de caracteristicas globales en cuanto al com-
portamiento medio de la categoria y no en cuanto a la evolucién de los distintos tipos
de acciones en particular.

A la vista del comportamiento de las distintas acciones, en un modelo téctico, nos
plantearemos como repartir este 32 % entre las distintas acciones.

Consideraremos los precios de las acciones observados en distintos periodos de tiem-
po. Como datos, obtendremos un vector de rentabilidades, y tendremos tantos de estos
vectores como numero de activos individuales en cada categoria. A partir de estas obser-
vaciones y considerando dos periodos consecutivos, es poible calcular la correspondiente
tabla de tasas de rendimiento. En este caso y con la férmula siguiente, pasaremos de
T + 1 observaciones (precios que van de 0 a T') a T (tasa de rendimiento que van de 1
aT).

La tasa porcentual de rendimiento o abreviadamente tasa de rendimiento, se define
como:

recio hoy - precio ayer
100. P y - P y

precio ayer

Fijo el valor de t, el vector correspondiente r; = (14, j € J) define un determinado
escenario.

Consideremos un vector de variables aleatorias R = (Rj,j € J), donde para cada
categoria j, I?; denota la v.a. tasa de rendimiento correspondiente a dicha categoria.
Las realizaciones muestrales de dicha variable son r;; con ¢ € T, donde T' es el ntimero
(finito) de escenarios.

Ademas, 0 < p(ry) < 1, representa la probabilidad de ocurrencia del escenario ¢

(vector ry = (r4j,J € J), tal que Y, p(re) = 1.
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El modelo tactico a resolver sera:

min 3 p(r)y? (3.2)

s.a. Zdtjxj = 1y, Vi
J

ijxj Z M

J
Z.%’j =1
J
&€ ZO,V]

donde las variables son:

xj, fracciéon o proporcién del capital total a invertir en el activo j.

ye = >_; j(rij — E(Rj)), Vt, suma para los distintos activos de las desviaciones entre
los rendimientos de cada activo en el escenario ¢ y su rendimiento esperado.

Donde Var[y_; Rjz;] = >, p(ry)y? v las nuevas variables y; y su definicién pueden
son anadidas al modelo como restricciones.

Ademas, t € T, denota el conjunto de escenarios; r¢, es vector (v.a.) de tasas de
rendimiento bajo el escenario t; p(r), denota la probabilidad del escenario ¢; 74, es
la tasa de rendimiento del activo j, bajo el escenario t (es decir, son las realizaciones
muestrales de la v.a. R; bajo los distintos escenarios); m; = E[R;], es el valor esperado
del rendimiento del activo j y diyj = (r¢j — mj) , representa la desviacion entre el
rendimiento de un activo en el escenario ¢ y su valor esperado.

Por su parte, la evaluacion de la funcién objetivo y sus derivadas, necesaria en un
proceso de solucién de programacion no lineal serd mas eficiente con esta formulaciéon
que con la dada en el modelo estratégico. Esto es debido a que en el modelo tactico, |T'|
(namero de escenarios), serd en general mucho més pequeno que |J| (nimero de activos
individuales). Ademés el nimero de términos no lineales y? es significantemente més
pequeno que el nimero de elementos x;xy.

Las propiedades de este modelo son las mismas que las del modelo estratégico, puesto
que éste es una reformulacion del anterior. Aunque dichas propiedades podrian haberse
deducido directamente de éste. Por ejemplo, la verificacion de que la funcién objetivo es
convexa, pasa por demostrar que la matriz de segundas derivadas es una matriz |T'|x|T|
diagonal con elementos 2p(r;) > 0, en su diagonal principal. Dicha matriz es siempre
semidefinida positiva.

3.2.1. Enunciado 2. Analisis de escenarios

Trataremos con 5 tipos acciones de los que tenemos 51 observaciones (precios). Sus
abreviaturas son: RD (Royal Dutch), AKZ (Akzo Nobel), KLM (Royal Dutch Airline
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Company), PHI (Philips) y UN (Unilever). Estos datos historicos son datos semanales,
desde Agosto de 1997 a 1998. Las correspondientes tasas de rendimiento semanales
pueden ser calculadas a partir de los datos en la tabla y aparecen todas con la misma
probabilidad.

También se puede comprobar que los valores esperados del rendimiento para las dis-
tintas acciones son: m; = E(RD) = —0,28, mg = E(AKZ) = 0,33, mg = E(KLM) =
0,4, my = E(PHI) =0,30 y ms = E(UN) = 0,55.

Los precios de las acciones en una serie historica de 51 observaciones aparecen en la
siguiente tabla:

t RD AKZ KLM PHI UN t RD AKZ KLM PHI UN
t-0 | 111.0  82.5 70.0 154.6 110.8 || t-26 | 112.8 107.0 76.3 155.9 134.2
t-1 | 108.1  81.6 73.7 152.4 108.0 || t-27 | 109.7 1104 86.0 155.0 140.9
t-2 | 1079  80.1 723  146.1 103.7 || t-28 | 111.7 109.7 889 1499 138.2
t-3 | 108.5 83.1 69.7 157.5 106.6 || t-29 | 1204 1059 83.5 153.5 141.6
t-4 | 111.4  85.0 69.5 168.4 1073 || t-30 | 118.0 1059 83.4 153.0 140.6
t-5 | 115.5  92.6 74.8 166.9 109.5 || t-31 | 119.7 103.0 849 1499 158.2
t-6 | 113.2 91.6 73.8 164.1 108.7 || t-32 | 116.7 1024 849 153.7 149.6
t-7 | 111.9  88.3 70.2  169.0 111.1 || t-33 | 115.8 1072 86.1 167.0 152.8
t-8 99.7 80.8 64.3 143.8 101.0 || t-34 | 113.7 1045 78.9 181.0 1443
t-9 | 105.1  86.1 71.8 151.3 1054 || t-35 | 115.7 105.8 79.5 189.4 1555
t-10 | 100.9  81.8 717 1483 109.6 || t-36 | 1144 1048 79.1 1979 154.2
t-11 | 105.0 85.6 69.5 140.6 112.8 || t-37 | 113.8 103.8 79.9 201.7 1545
t-12 | 105.2 84.6 70.5 131.5 113.6 || t-38 | 114.0 107.0 82.0 196.3 158.0
t-13 | 107.0  90.3 74.9 138.0 1174 || t-39 | 114.1 1074 772 188.0 163.8
t-14 | 109.0 88.3 785 1354 123.1 || t-40 | 111.5 112.0 785 189.9 164.3
t-15 | 111.4  85.6 73.0 114.0 1245 || t-41 | 109.2 1068 771 1721 163.9
t-16 | 107.2  81.6 74.5 116.1 118.7 || t-42 | 110.1 1053 76.1 178.0 165.6
t-17 | 111.3 874 75.0 121.6 125.0 || t-43 | 112.8 113.1 826 171.0 161.4
t-18 | 108.6  87.5 77.0 127.6 127.7 || t-44 | 111.0 1166 914 1795 165.4
t-19 | 105.6  86.6 72.4  116.2 121.2 || t-45 | 105.6 126.7 94.5 180.6 160.9
t-20 | 105.9  90.0 714 128.6 125.1 || t-46 | 107.3 123.1 90.0 173.5 162.0
t-21 | 1047 91.4 68.9 1294 1199 || t-47 | 103.2 112.3 88.5 1644 153.0
t-22 | 107.7  95.3 69.7 1371 1179 || t-48 | 102.8 103.1 81.8 164.2 141.2
t-23 | 107.4 929 68.6 134.5 124.6 | t-49 | 93.9 95.0 80.7 153.0 1334
t-24 | 108.0 97.0 70.2  156.0 124.3 || t-50 | 93.6 92.7 80.5 164.0 139.3
t-25 | 104.7 102.6 743 159.5 1288

Resuelve el modelo (3.2) para un valor de M = 0,2 y responde a las siguientes
cuestiones:

1. Cuaél es la politica de decision 6ptima y el riesgo de la cartera que conlleva.

Un serio inconveniente de utilizar la varianza como medida del riesgo de la cartera
es que penaliza los beneficios lejanos a la media, ya sea por altos o por bajos. En
este sentido no recoge las preferencias del inversor sobre los beneficios por encima
de la media. El concepto de varianza a un lado es similar al concepto de varianza
pero restringiéndose a aquellas observaciones que quedan por debajo, downvar.
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2.

Asi, el problema de optimizacion puede ser reformulado y expresado como:
min Z p(re)q?
t

s.a. Z T +q > M,V
J

ij.’ﬂj Z M

J
ij =1
J
zj > 0,V
qt >0,V

Resuelve este segundo modelo tactico y compara la politica de decisién que se
obtiene asi como el riesgo total de la cartera con el obtenido en el apartado anterior.

Ahora que ya lo sabes hacer... Lee y recuerda.

1.

Hoy en dia, el modelo de Markowitz sigue siendo la base de los modelos de seleccién
de carteras, aunque su utilizaciéon en la préctica se ve frecuentemente criticada.
Uno de los motivos tiene que ver con sus dificultades de célculo, la inestabilidad
de las soluciones que proporciona, los problemas para incluir opiniones de los
expertos y la rigidez de la funcién de riesgo considerada.

La utilizacién de dicho modelo con muchos activos financieros tiene el grave in-
conveniente de que es necesario calcular un gran numero de covarianzas (para 100
activos es necesario calcular cerca de 5.000 covarianzas).

En ocasiones este tipo de modelos se emplea en una primera fase de decisiones
estratégicas, tomadas a la hora de diversificar la inversiéon de un capital en un
conjunto de categorias. Una vez hecha esta seleccién un segundo conjunto de de-
cisiones tacticas, nos dirdn cudnto invertir en cada activo de cada categoria. Tal
proceso de decisién jerarquico, en dos fases, es frecuente en las grandes institu-
ciones financieras.

Cualquiera de los modelos analizados en esta segunda seccién, engloban las fases
estratégica y tactica y son casos particulares de modelos de optimizacion estocés-
tica o basada en anélisis de escenarios. Modelos de este estilo seran estudiados en
el Capitulo 5
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Capitulo 4

Programacién lineal

Después de presentar las caracteristicas generales de los problemas de programaciéon
lineal, (PL), describiremos el procedimiento de solucion mas eficiente, que es el método
simplex.

Para finalizar el capitulo, describiremos el manejo de GAMS, en la resoluciéon este
tipo de problemas.

En un problema de programacion lineal (PL) tanto la f.o. como las restricciones son
funciones lineales. Vamos a comenzar definiendo la forma estiandar y la forma aumentada
de un problema lineal.

Definicion 4.1 Se denomina forma estindar de un modelo de PL, a aquella en la que se
define un problema de mazimizacion con restriciones de menor o igual y no negatividad
en las variables o bien, un problema de minimizacion con restricciones de mayor o igual
y no negatividad en las variables. Es decir:

max cary1 + caxs + ... + ey
s.a. ai1T1 + aipko + ... + ainxy < b;
1=1,....m

L1,y ey Ty >0
o bien

min C1T1 + o9 + ... + Ty
s.a.  aiT1+ %2 + ... + ATy > b;
1=1,....m

T1y.ey Ty >0

Definicion 4.2 Se denomina forma aumentada de un modelo de PL, a aquella en la
que se define un problema de maximizacion o minimizacion y se escriben todas las re-
stricciones con igualdad, anadiendo las variables de holgura necesarias. Existen ademds

38



condiciones de no negatividad en todas las variables. En forma matricial:

max | min e =cir + ...+ epzn
s.a. Ar=b
donde T = (L1, ey Ty S1y+eer S

T1yeeey Ty S1yees Sm = 0
b = (b, .., )
' =(c1,...,Cn,0,...,0)

y la matriz de coeficientes aumentada:

O O oo o
_ o O O OO

En algunas ocasiones expresar un PL en su forma aumentada es un paso previo a la
aplicacion de los algoritmos de resoluciéon del problema.

Por otra parte y en relacion con el tema anterior, observar que los PL son problemas
convexos. La f.o. es lineal y por lo tanto es concava y convexa a la vez. La region factible
es un politopo y por lo tanto un conjunto convexo. Aplicando el hecho de que es concava
en un problema de maximizacién y convexa en uno de minimizacién, deducimos que en
ambos casos se trata de problemas convexos. Por el teorema local-global, todo 6ptimo
local serd un 6ptimo global del problema.

Ademas si la region factible es no vacia y acotada, como la f.o. es lineal y por lo
tanto continua, aplicando el teorema de Weierstrass, el problema tiene méximo y minimo
global.

Por dltimo las restricciones cumplen la cualificacion de linealidad, y por lo tanto
todo 6ptimo del problema ha de ser un punto de K-T. Por otra parte como la f.o. de
estos problemas es lineal y por lo tanto céncava y convexa sobre una region factible
convexa, se cumplen también las hipétesis de condicion suficiente. Resumiendo, en PL,
6ptimo y punto de K-T son conceptos equivalentes. Sin embargo, aunque la teoria y los
métodos de solucién estudiados en los temas anteriores son perfectamente aplicables a
PL, no aprovechan las consecuencias que derivan de la linealidad de la f.o. y restricciones
en el caso de un problema de este tipo, y por lo tanto no son las mejores técnicas para
resolver este tipo de problemas.

Ejemplo 4.1 Estudiemos el siguiente PL:

max T+ 2y
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s.a. r+y <4
20 +y <6
z,y >0

Como se ve grificamente, este problema tiene una solucién 6ptima tnica en el punto
(0,4), y el valor de la funcion objetivo es f* = 8.

Ejemplo 4.2 FEstudiemos el PL:

max —r+y
s.a. —r+y<2
y<4
z,y >0

Como se ve también graficamente, este problema tiene solucién 6ptima multiple, en
este caso infinitas soluciones en el hiperplano y = 2+ z, € [0,2], y el valor de la
funcién objetivo es f* = 2.

Definicion 4.3 Se denomina solucidn factible a todo vector x, que satisface tanto el
conjunto de restricciones lineales como las condiciones de no negatividad.

Definicion 4.4 Se denomina solucion bdsica factible a todo vector x, que satisface el
conjunto de restricciones Az = b, con a lo sumo m (nimero de restricciones) compo-
nentes no nulas. Ademds la submatriz B asociada a dichas componentes no nulas tiene
determinante distinto de cero. A las m componentes distintas de cero, se les denomina
variables bdsicas, siendo las restantes, variables no bdsicas.

Para establecer el procedimiento de obtencién de soluciones béasicas factibles, senalar
que si x es una soluciéon bésica factible,

Ax:(B\N)<§§ ) = Bay+ Nay = b

de donde, si xxy =0,

Brgp=b=25=B % >0

4.1. Teoremas fundamentales de la programacién lineal

La resoluciéon de problemas lineales, PL, se apoya en las consecuencias de su formu-
lacion y en los siguientes cuatro teoremas.
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Teorema 4.1 Si la f.0. alcanza un valor dptimo, dicho dptimo se obtiene siempre en
un vértice de la region factible

Teorema 4.2 Si la f.o. alcanza un dptimo en mds de un vértice, entonces toma el
mismo valor para los puntos del segmento lineal que los une.

Teorema 4.3 Un punto x es vértice de la region factible de un problema lineal si y sélo
si x es una solucion bdsica factible.

Teorema 4.4 (Teorema fundamental de la programacién lineal). Si existe una solu-
cion factible, entonces existe una solucion bdsica factible. Si existe una solucion factible
dptima, entonces existe una solucion bdsica factible optima.

De acuerdo con estos resultados, podemos resolver un problema de programaciéon
lineal acotado siguiendo el siguiente procedimiento:

Paso 1: Plantear el problema en formato estandar.

Paso 2: Calcular todas las soluciones basicas factibles del problema y el valor de la f.o.
en todas ellas.

Paso 3: Si el problema esta acotado, la solucién bésica factible con mayor valor de la
f.o., si estamos maximizando, o con menor, si estamos minimizando, es un 6ptimo
global del problema.

El procedimento descrito tiene dos claros inconvenientes. Es primero es que necesi-
tamos saber si el problema esta acotado, y el segundo, el elevado coste computacional
de calcular todas las soluciones factibles del problema.

4.2. El método Simplex

Se trata de un procedimiento general para resolver problemas de programacion lineal.
Desarrollado por George Dantzig (Portland, Oregon, 8 Noviembre 1914- Standford,
California, 13 Mayo 2005) in 1947, se ha comprobado su extraordinaria eficiencia, y se
usa de forma habitual para resolver problemas grandes mediante un ordenador. Excepto
para pequenos problemas, que pueden resolverse a mano, se ejecuta con ayuda del
ordenador, existiendo una amplia variedad de paquetes que lo tienen implementado.
Nosotros seguiremos utilizando la utileria de GAMS.

El método simplex, es un procedimiento algebréico. Sin embargo sus conceptos fun-
damentales son geométricos.

Como veremos simplifica considerablemente los célculos y da una respuesta final
sobre si el problema estd o no acotado, indicando en el primer caso la solucién 6ptima,
del problema.
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A lo largo de toda la exposicion, consideraremos un problema de maximizacion, en
principio de forma aumentada:

max cx
s.a Ax =
x>0

Definicion 4.5 Una solucidon bdsica factible es adyacente a otra si difiere de ésta en
una unica componente bdsica. Esto es, pasamos de una s.b.f. a otra s.b.f. adyacente
cuando entra en la base una variable no bdsica y sale de la base una variable bdsica.

A partir de aqui, veamos que ha de cumplirse al pasar de una s.b.f. dada, 2! =
(zly, %) a una s.b.f. adyacente mejor.
Se tienen que cumplir las ecuaciones:

Az = b= (B|N) ( iB > — Brp+ Nay = b=
N
rg = B Y—B 'Nzy>0 (4.1)

Al sustituir en la f.o.:

z = (cgely) ( iff > =5 (B b — B 'Nzy) + cyay =
= &GB W4 (dy — B IN)zy > BB (4.2)

Si xj es una variable no bésica candidata a entrar en la base, denotaremos por
W; = ¢; — ¢,;B71P; al rendimiento marginal (coste reducido) de esta variable, (i.e.
lo que aumenta la f.o. por el incremento de una unidad) y por Y; = B~1P; (donde
Y = B7!N) a la variacién que experimentardn las variables basicas cuando la variable
x; entre en la base, siendo P; la columna de la matriz técnica (IV) correspondiente a la
variable x;.

Resumimos el Criterio de entrada:

Maximizacion: Entra la variable z; que maximiza:
{(Wj =c¢; — zB~'P;|W; > 0}
j=¢6¢ ~¢B M)
Minimizaciéon: Entra la variable x; que minimiza:

{Wj =c¢; — B~ P;|W; < 0}
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Ejemplo 4.3 Sea el PL:

max dx + vy

s.a 20 +y+s=28
y+t=>5
z,y,8,t >0

y tomemos como punto de partida la s.b.f. x = (%,5,0,0), con valor en la f.o. z = 11.

Planteando las ecuaciones anteriores para esta solucion:

Az = b= (B|N) ( ;”B ) =Bap+Nay=b=xp=B'0-B 'Nay >0
N

_ (21 gy 11 1Y (05 —05
S1endoB—<O 1>$B —|BAd](B)—2 o 2 /= o 1

0,5 —0,5 8 3
—1 ) ) 2
Entonces, B~'b = 0 1 ) ( 5= < ;

0,5 —0,5 10 11
-1 _ ’ ’ _ 2 2
y, B N—< 0 1 )(0 1>—<0 1 ),dedonde
3 1 1
e x = -1 — -1 — 5 _ 5 _5 S >

De la segunda ecuacion:

z = (cscy) ( iff ) = cy(B7' — B 'Nay) + oy =

= &GB7 W4 (dy — 3B IN)zy > BB

se deduce:
- n(d)ele e (D))
= 1140 0)—( —2+1)]<i>>11
Luego:



Deducimos que la variable que tiene que entrar en la base es ¢, porque cada unidad
de t incrementa en 1 (W; = 1), la f.o., mientras que si entrase s, la f.o. disminuiria por
cada unidad de dicha variable en 2 (W = —2).

Como la variable que entra en la base es t, y la s sigue siendo cero, de la ecuaciéon

) ()0
() (e ()

Se tiene que cumplir, por un lado, la no negatividad de la nueva solucién, y por otro,
si queremos pasar a otra s.b.f., tiene que hacerse cero la variable x o la y. El vector
Y; = B~ P, controla estas condiciones.

Como Y, = —% es negativo,  no puede hacerse cero. Pero Y, = 1, estrictamente
positivo, luego es la variable y la que ha de hacerse cero. Haciendo cero la variable y.

5
y=5—-1t=5-Yy t=0=>t=—
Yiy
Criterio de salida: (Comun para maximizar y minimizar)
Fijada la variable z; que entra, sale la variable z; tal que Y}; > 0 es minimo, es decir

{z;/Y;;i > 0 minimo }

Criterios de parada:

1. Si estamos maximizando y W; <0, Vz; (o estamos minimizando y W; > 0, Vz;),
entonces hemos llegado a la solucion éptima y el problema es acotado. Ademaés si
W; # 0, Vx; no bésica, la solucién es tinica y si, por el contrario, Wjg = 0, para
alguna variable x o no bésica, la solucién es multiple o el problema tiene infinitas
soluciones.

2. Si entra la variable z; con un rendimiento marginal no nulo y no sale ninguna
variable de la base, el problema es no acotado.

El siguiente esquema extraido del texto de F.M. Guerrero (1994), “Curso de Op-
timizaciéon: Programacion Matematica”, facilita las pautas de aplicaciéon del método
Simplex.

Consideremos el problema tipo:

max cx
s.a Ax =
x>0
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Paso 1: Determinar una soluciéon bésica factible inicial, que estara asociada a la base
canoénica para facilitar los célculos posteriores.

Paso 2: Calcular los valores W; = ¢; — z;, Vj = 1,...,n+m; aquellos que correspondan
a los vectores que forman la base, serdn cero.

1. Sitodos los W; = ¢; —z; < 0 no bésicos (j = m+1,...,m+n), se ha obtenido
la solucién 6ptima. Fin.

2. SiW; = ¢j—z; = O paraalgtin j = m+1,...,m+n y los restantes W; = ¢; —z;
no bésicos son negativos, entonces el altimo z* es solucién del problema, pero
ademas posee otra u otras soluciones 6ptimas.

3. Sino se dan los casos anteriores, elegir j tal que W; = ¢; — z; = max{cs — 2 :
cs —2s>0,s =m+1,..,+n} y entra en la base la variable no bésica j.

Paso 3: Elegido el indice j en la etapa anterior, observa el signo de los valores Y;j,
i =1,...m. Puede suceder:
1. Que Y;; <0, Vi =1,...m; entonces el problema es no acotado. Fin.
2. Si no ocurre el caso anterior, sale de la base la variable ¢, tal que: z;/Y;; =

min{xy/Yy; : Yi; >0,k =1,...,m}.

Paso 4: Sustituir en la base la variable ¢ por la variable j, lo que obliga a realizar en
la tabla del simplex los cambios algebraicos oportunos para que en la columna
correspondiente a la variable j, aparezca el correspondiente vector de la base
canodnica. Volver al Paso 2.

4.3. Tabla del Simplex. Definicién y ejemplo de uso

Consideremos un problema de maximizacién lineal, en principio de forma aumenta-

da:

t

max z= czx
s.a Axr =10
x>0

y una solucién basica factible (s.b.f.), ' = (zl3, 2%). Entonces:

Az = bz(B]N)(mB ) = Brgp+ Nony =b=

N

tg = B Y—B 'Nzy>0 (4.3)

45



donde (4.3) es la condicion de factibilidad. Ademés, al sustituir en la f.o.:

z = (cseky) ( iff ) =c(B70— B™'Nay) + oy =

= &GB+ (dy — BB Ny > 5B

se obtiene la condicion de optimalidad (4.4).

Todos estos elementos se pueden representar en la siguiente tabla:

C1 . . . Cn 0 0
I . . . In S1 Sm
CB B y=DB"1A B 1
Z; s B1P; z=cy B~
W cj — ctBB’IPj

4.3.1. Ejemplo de definicién y actualizaciéon de la tabla

Consideremos el problema lineal:

max z= 4dx+y
s.a 2c4+y+s5=28
y+t=>5
z,Y,5,t >0
y tomemos como punto de partida la s.b.f. (%, 5,0
: _ (21 -1 _ % _% A
Siendo B = 0 1>:>B —<0 1 , ademaés:
1ol -1
—14 _ 2 2
BrA= 0 1‘0 1

La condicion de factibilidad (4.1):

. 3 11
$B:B_1b—B_1N$NZO:>$B: = 2 — 2 2
y 5 0 1
La condicion de optimalidad (4.2):
o t t B _t p—1 t t p—1 _
z = (cpey) < . ) =B b+ (cy —cpB™ N)ay =
N
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Introduciendo los datos en la tabla anterior:

4 1 0

r Yy S t
4 2|1 0 5 -—3|3
1 ¢y |0 1 0 1 )
Z; 14 1 2 —1]11

w; 10 0 -2 1

Estamos maximizando, y se observa lo siguiente:

1.

2.

La tabla no corresponde a una solucién 6ptima, puesto que hay valores W; > 0.

Necesitamos seleccionar la variable candidata a entrar en la base, serd aquella
xj : W; > 0 méaximo. Corresponde a la columna ¢ (columna pivote).

También debemos identificar qué variable sale de la base. En la columna ¢, ele-
giremos la fila para la que el valor Y; > 0 sea minimo. En nuestro caso sale de la
base la variable y (fila pivote).

. El elemento de interseccién entre la columna y la fila pivote, se denomina pivote.

En nuestro caso el pivote es el 1.

Para actualizar la tabla:

1.

Dividir todos los elementos de las filas correspondientes a las variables basicas,
entre el pivote.

En todas las filas de la tabla correspondientes a las variables béasicas excepto en
la fila pivote, realizar la siguiente operacion: Fila anterior — Anterior elemento de
la fila en la columna pivote * Nuevo elemento en fila pivote.

Se trata de obtener un cero en el elemento de la fila correspondiente a la columna
pivote.

Por ejemplo, para transformar la fila correspondiente a x:
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1 1 3

L0 53 -3 3
_1 o1 1 1 _1
2 2 2 2 2
* * * * *
0o 1 0 1 5

Por su parte, los elementos Z; y el valor de la f.o. asociados a la nueva s.b.f. se
calculan mediante el producto escalar de las nuevas variables basicas por cada una de
las columnas de B~'A. Asimismo, la fila correspondiente a W; se obtiene restando el
vector de coeficientes ¢; y la fila Z;.

Tras realizar esta operacion denominada pivotaje sobre todas las filas de la tabla
anterior, la tabla resultante es:

4 1 0 0
Tz Yy t
4 z |1 5 & 0]4
0 t |0 1 0 1[5
Z; |4 2 2 0]16
w0 -1 -2 0

Esta tabla corresponde a la solucién 6ptima puesto que W; < 0, para toda x;
variable no bésica. Ademas, como W; # 0, la solucién 6ptima es tnica, (z = 4,y =
0,s=0,t=5)y z=16.

4.3.2. Tabla inicial del simplex

Dado un problema lineal, para construir una tabla inicial del simplex, inicamente
nos hace falta conocer una s.b.f.

La mas sencilla, se obtiene eligiendo a las variables de holgura como variables bésicas,
es decir, en el ejemplo anterior: zly = (s,t) = (8,5) y el resto de variables, no bésicas,
zl, = (z,y) = (0,0). En este caso:

10|21 (10 g
01>:3_<01>:B A=A

A=(B | N)= ( 01
Con lo que una tabla inicial del simplex, seria:

y B~'h=b2>0.
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4 1 0 0
z y s t
0 s ]2 1 1 0]8
0 t |0 1 0 1|5
Z; 10 0 0 010
W14 1 0 0

Es imprescindible partir del PL en formato estandard. Si no aparece asi, hay que
multiplicar por (-1) las desigualdades correspondientes. En este caso, no es posible en
general determinar la s.b.f. inicial de la forma descrita anteriormente.

4.4. Programaciéon lineal con GAMS

Presentamos a continuacién algunas observaciones tutiles en cuanto a la resoluciéon
de problemas lineales con GAMS.

Bloque de variables: en los problemas lineales no se necesita cambiar el punto inicial
por defecto.

Bloque de ecuaciones: las cotas sobre variables se pueden introducir en este bloque.

Bloque de solucién: la instrucciéon para resolver este tipo de problemas es:
SOLVE nombre_modelo USING LP maximizing/minimizing variable objetivo;

Interpretacion de la salida: En programacion lineal, el programa GAMS proporciona,
si existen 6ptimos globales. Por tanto, la interpretaciéon de la solucién, es sencilla. Si
el problemas e detiene con el aviso: (i) INFEASIBLE, el problema es infactible, (ii)
UNBOUNDED, es no acotado, (iii) OPTIMAL, es un problema acotado y soluciéon
6ptima global.

4.5. Dualidad

Dado un problema lineal, en adelante primal, es posible plantear un problema dual
en el que las variables de decisién de uno son los multiplicadores K-T del otro y con
la particularidad de que ambos problemas son equivalentes en el sentido de que sus
soluciones estan relacionadas.

En cuanto a la construccion del problema dual, se siguen las siguientes reglas:

1. El problema dual tiene tantas variables como restricciones tiene el primal.
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2. El problema dual tiene tantas restricciones como variables tiene el primal.
3. Si el objetivo en el primal es de maximizar, en el dual es de minimizar y viceversa.

4. Los coeficientes de la f.o0. dual son los términos independientes del problema primal
v los términos independientes del problema dual son los coeficientes de la f.o. en
el primal.

5. La matriz técnica del problema dual es la traspuesta de la matriz técnica de
problema primal.

6. Los tipos de desigualdades en las restricciones y las condiciones de signo del dual,
vienen dadas en la siguiente tabla, conocida como tabla de Tucker:

Maximizar Minimizar
>0 >
Variable <0 Restric. ¢ <
libre =
< >0
Restric. ¢ > Variable <0
= libre

Veremos a continuacién los tres teoremas fundamentales de la dualidad. Estos teo-
remas permiten establecer bajo qué condiciones existe la solucién del problema dual y
la relacion entre los problemas primal y dual.

Teorema 4.5 (Teorema de existencia). La condicion necesaria y suficiente para que un
problema de programacion lineal tenga solucion (éptima) es que, tanto la region factible
del primal S como la del dual S’ sean no vacias, es decir que ambos problemas sean
factibles.

Teorema 4.6 (Teorema de la dualidad). La condicion necesaria y suficiente para que
exista solucion dptima del primal, x*, es que exista solucion dptima para el dual, \*, en
cuyo caso, el valor de la f.o. en ambos casos es el mismo, es decir, F(z*) = G(\*).

Teorema 4.7 (Teorema de la holgura complementaria). La condicion necesaria y su-
ficiente para que (r*,\*) sean soluciones optimas de los problemas primal y dual, es
que satisfagan las condiciones de holgura complementaria (dadas en la Definicion 2.4
(Puntos de K-T)).

En programacion lineal, la interpretaciéon econémica del problema dual es muy po-
tente. Por una parte, por definicién, las variables principales del problema dual corre-
sponden a los multiplicadores de Kuhn y Tucker del problema primal y por tanto miden
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la variacion aproximada de la f.o. en el 6ptimo frente a aumentos marginales unitarios en
los términos independientes de las restricciones activas. Y, por otra, hay innumerables
interpretaciones econémicas que pueden derivar del enunciado econdémico que subyace
en el problema dual.

En problemas lineales en los que todas las variables son positivas, el programa GAMS
facilita informacion en la columna MARGINAL del fichero salida del programa.

En dicha columna, en el bloque de ecuaciones, mide los costes de oportunidad en
que se incurre por no utilizar una unidad mas del correspondiente recurso (consumido
completamente en el 6ptimo).

En el bloque de variables, indica la contribucién en la f.o. por unidad de la variable
de decision en cuestion (que suponemos no negativa), si ésta se vuelve estrictamente
positiva.

4.6. AnAlisis de sensibilidad y post-optimizacion

Al resolver un problema de programacion lineal se parte de que los coeficientes,
términos indepedientes y coeficientes de la matriz técnica son conocidos con certeza y
permanecen constantes en el tiempo. Estas hipdtesis sélo son admisibles a muy corto
plazo y en periodos de planificacion a medio y largo plazo es muy probable que estos
coeficientes varien, haciendo tal vez, inadecuada la solucién 6ptima obtenida.

En programacion lineal, estos cambios pueden afectar a las dos condiciones que ha
de satisfacer una solucién éptima, z*, que son:

Condicién de factibilidad: zg = B~16 >0

Condicion de optimalidad: (Max | Min)
W;=c;—cgB7IP; <0(>0),j =m+1,..,m+n.

Puesto que hemos parado, porque no habia posibilidad de que entrara otra variable
a la base.

A continuacién estudiaremos como afecta un cambio en cualquiera de estos paramet-
ros a la solucién 6ptima, desde dos perspectivas distintas: el andlisis de sensibilidad y
el analisis de post-optimizacion.

El anilisis de sensibilidad trata de la obtencién del intervalo de variacién de un
parametro dado, sin que se modifique la estructura de la solucién 6ptima. Y decimos
estructura, porque en dicho intervalo no varian las variables seleccionadas como bésicas
y no bésicas, pero si pueden variar los valores concretos de las variables bésicas.

Estos intervalos se calculan estudiando el campo de variacién del pardmetro para
que se sigan cumpliendo las condiciones de factibilidad y optimalidad anteriores.
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Ejemplo 4.4 Considera el problema lineal:

max 8z + 3y

s.a r—y<3
20 +y <4
z,y >0

cuya solucion doptima es x* = 2,y* =0, f* = 16.

Sustituyendo el valor de las variables en las restricciones se observa que s =1y t = 0.
Vamos a ver como afectan los cambios de los coeficientes en la f.o. a la condiciéon de
6ptimo, calculando el intervalo de sensibilidad de ¢; = 8 (bésico) y ¢2 = 3 (no bésico).

En cuanto a ¢y, para que la solucion siga siendo 6ptima, en un problema de maxi-
mizacion:

Wj=cj—csB™ - P;<0,Yj=m+1,..m+n

Teniendo la matriz técnica ampliada:

1 —-1]1 0
A—<2 1‘01>(xy5t)
Sustituyendo el valor de la solucién éptima x* = 2, y* = 0, se obtiene s* = 1, t* = 0.

1 _
Luego:B:<; é),B—1:<(1) _i>yN:< i (1)>:(Py P,).

2
El intervalo para ¢; (bésico) se calcula a partir de:

W, = 3—(aq 0B 'P,=

— 3 (¢ 0)B ( _11 ) _
luego ¢; > 6.

En cuanto al intervalo para ¢y (no basico):

W, = c—(8 0B 'P,
e o1 4)(3)-
= 62—4§0

Luego ¢y < 4.
Por otra parte los cambios en los términos independientes, afectaran a la condicién

de factibilidad.
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En el ejemplo anterior, para el coeficiente by de la primera ecuacion, si se quiere que
la solucién siga siendo factible, ha de cumplirse:

)(3)-(u2.)

De donde b; — 2 > 0 y por tanto b; > 2.

Para el coeficiente bs:
(%
= >
J(0)= (5% )

Luego %2 >0y 33— %2 > 0. De la primera by > 0 y de la segunda by < 6, luego
0<by, <6.

Finalmente los cambios en los coeficientes de la matriz de restricciones afectan a la
condicién de 6ptimo y si el cambio se mantiene dentro del intervalo de sensibilidad, se
modifica el valor de la f.o. en el 6ptimo, pero no el valor de las variables. Si queremos
obtener el intervalo para aoo:

0

J?B:BleOj(l _

N[00 =

0
1 —

N[O

xB:Blb20:><

de donde

Teniendo en cuenta que:
W, = 3-8 0B 'P,<0=
a2
= 3—-(8 0) 2 0 | <0=
~1- 8z
3
= 3—4a22§0:>a2221

Finalmente senalar que el andlisis de post-optimizacién consiste en obtener la nueva
soluciéon 6ptima de un problema lineal cuando se produce una modificaciéon en alguno
de los pardmetros del problema, se introduce una nueva variable de decisién o nueva
restricciéon. Siempre intentando aprovechar la solucién 6ptima del problema inicial.

Volvemos al ejemplo anterior, analizando primero los cambios en los coeficientes de
la f.0. Veamos qué sucede cuando c¢; pasa a valer 6. Dicho coeficiente corresponde a una
variable basica y como dicho valor pertenece al intervalo de sensibilidad para ¢;: [6,00)
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calculado anteriormente, la solucién 6ptima sigue siendo valida aunque cambie el valor
de la f.o.

Veamos ahora qué ocurre cuando c¢; pasa a valer 4. En este caso, el valor no pertenece
al intervalo de sensibilidad y la solucién anterior deja de ser éptima. En una siguiente
optimizacién, se encuentra la solucién tinica y no degenerada:

' =0,y =4, =7,t"=0,f"=12

Veamos ahora cémo analizar los cambios de los coeficientes en el vector de términos
independientes. Analicemos, por ejemplo, qué pasa cuando b; pasa a valer 4. Como
dicho valor esté dentro del intervalo de sensibilidad, el cambio no afecta a la condicién
de 6ptimo; sin embargo cambia el valor de las variables en la solucién y el valor de la
funcién objetivo.

Tenemos:

D0

4, [0
Bb_(l

optimizando de nuevo, obtenemos z*
tnica y no degenerada.

En segundo lugar analizaremos qué sucede cuando bs pasa a valer 9. Este valor no
pertence al intervalo de sensibilidad de b2 y por lo tanto la solucién deja de ser éptima
al referirse a una solucién béasica que no es factible, puesto que:

o= i) <o

Por lo tanto debemos resolver el problema de nuevo y obtenemos: z* = 4,y* =
1,s*=0,t"=0y f* = 36, solucién unica y no degenerada.

Finalmente vamos a ver como afectan otro tipo de cambios, como por ejemplo in-
troducir una nueva variable.

Veamos cudl es la solucién 6ptima del problema si introducimos una nueva variable
zyconcg=1y Py=(1 0).

Esta cambio afecta a la condiciéon de 6ptimo pero no a la de factibilidad, que resulta:

I
N

yyt =0, =2, t* =0y f* = 16, solucion

[S][SC ] Ne}

0 3 1 0
-1p _ 2 —
i P3_<1 —%><0>_<1>
W,=1-(8 0) (1) = 1. Volviendo a iterar recuperamos la condicién de opti-

malidad, y obtenemos: x* = 0,y* =4,s*=0,t* =0y f*=19.
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4.6.1. AnaAlisis de sensibilidad con GAMS

Para que GAMS realice un anélisis de sensibilidad tal y como hemos descrito en la
seccién anterior, es preciso seleccionar como solver CPLEX. Para hacer ésto, debemos
anadir tras el bloque de declaracién de restricciones la sentencia:

OPTION LP=CPLEX;

y tras dar nombre al modelo,

nombre_modelo.OPTFILE=1;

Ademas hay que crear un fichero nuevo de nombre CPLEX.OUT, en el que escribir
las sentencias

OBJRNG ALL

RHSRNG ALL

Asi, al ejecutar GAMS, al final del fichero .Ist, aparecera el rango de valores para
cada coeficiente del rhs y para cada coeficiente de la f.o., para los que la solucién éptima,
encontrada sigue siendo vélida.

4.7. Anilisis paramétrico

El anélisis paramétrico o programacion lineal paramétrica estudia cudl o cuales son
las soluciones de un problema de programacién lineal cuando uno o varios elementos
(basicamente coeficientes o términos independientes) del modelo dependen de un deter-
minado parametro.

El método de trabajo es muy similar al del anélisis de post-optimizacion. La difer-
encia es que dicho anélisis se debe realizar para un intervalo de valores del parametro
en cuestion con lo que crece la complejidad computacional del proceso.

4.8. Programacion lineal entera

Muchos problemas lineales, por sus propias caracteristicas, porque incluyen alguna
variables de decisién de tipo cualitativo, o porque formulados requieren de variables
enteras, exigen considerar una o varias variables de decisién de este tipo.

La exigencia de integridad de una o mas variables de decisién en los problemas lin-
eales enteros y con ella el incumplimiento de la hipdtesis de convexidad de la region
factible, complica sustancialmente la resoluciéon de estos problemas, alargando los tiem-
pos de ejecucion de los algoritmos en problemas de dimensién mediana y grande.

En GAMS, hay que anadir en la definicién de las variables el tipo, si es 0-1, s indica
con: binary variables y si es entera, se debe anadir integer variables, en lugar de positive
variables. Ademads en éste ultimo caso, hay que acotar superiormente a las variables. Si
no se hace, el problema es inacotado.

En cuanto al bloque de solucién, la instrucciéon para resolver este tipo de problemas
es:
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SOLVE nombre modelo USING MIP maximizing/minimizing variable objetivo;

4.9. Ejercicios

1. Resuelve los siguientes problemas lineales utilizando el algoritmo del simplex,
obtén todas las soluciones 6ptimas e identifica de qué tipo de problema se trata,
atendiendo a dicha solucién.

a)

max z= x4+ 2y

s.a rz+y<4
20 4+y <6
z,y >0

Solucién:
Problema acotado. Solucién 6ptima tnica (0,4), z* = 8.

b)
mix z= —x+Yy
s.a —zrz4+y<2
y <4
z,y >0
Solucion:

Problema. acotado. Soluciéon 6ptima multiple, definida por la arista que une
los vértices (0,2) y (2,4). z* = 2.
Esto es, las soluciones éptimas cumplen:

x* 0 2
y* 2 4
o =\ 0 + Ao o | AL, A2 20, Ap+A=1 (4.5)
t* 2 0
c)
max z= «x
s.a —r+y<2
y<4
z,y >0
Solucién:

Problema no acotado.
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max z= y

s.a —x+y <2
y<4
z,y >0

Solucion:

Problema acotado. Soluciéon 6ptima multiple * > 2, y* = 4 = z*. Esto es,
las soluciones 6ptimas cumplen:

r* 2 1
y* 4 0
= >
o+ 0 + A nE A>0 (4.6)
t* 0 0

mix z= bxr+y-+2

s.a 204+ 5y +t <10
—x+2y+t>4
z,y,t >0

Solucién:
Problema acotado. Solucién 6ptima tnica * = 2, y* = 0, t* = 6, s] = s5 =0,
2 =22

Nota: Habréis observado que si el problema es acotado, podemos encontrarnos
tres situaciones:

a) La solucién 6ptima es tnica. Todos los rendimientos marginales W; < 0, para
todas las variables x; no bésicas.

b) Lasolucion 6ptima es multiple (de arista finita). Al menos uno de los rendimien-
tos marginales Wjg = 0, para la variable no basica xo. Si hacemos entrar en
la base a dicha variable z g, llegamos a una tabla en la que no existe ninguna
variable no basica con rendimiento nulo y vector Y < 0. Si llamamos x4, ..., g
a los distintos vértices 6ptimos obtenidos en las distintas iteraciones, la solu-
cién 6ptima es la combinacion lineal convexa de todos ellos.

¥ = Mx1+ oo+ Az, donde 0 < Aq, o, A <1, A+ .o+ A =1

¢) La solucion optima es multiple (de arista infinita). Al menos uno de los
rendimientos marginales W;o = 0, para la variable no basica z;o. Si hacemos
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entrar en la base a dicha variable o, llegamos a una tabla en la que existe
al menos una variable no bésica con rendimiento nulo y vector asociado
Yjo < 0. Si llamamos z a la solucién 6ptima del problema y d,...,d; a las
direcciones 6ptimas extremas, obtenidas haciendo en las posiciones bésicas
d; = 1s1Y; <0,y en otro caso d; = 0, la expresion matemética de todas
las soluciones 6ptimas del problema es la combinacién lineal:

2* =z + Prdy + ... + Budy, donde B, ..., By > 0.

2. Un fabricante de productos lacteos fabrica dos tipos de yogur: natural y muesli que
presenta en formato de 500gr. En la composiciéon del yogur natural interviene en
un 85 % leche fermentada parcialmente desnatada y en 15% restante fermentos
lacteos de alto contenido en calcio y sodio. Y en la composicién del yogur con
muesli un 80 % de leche fermentada, un 15% de fermentos lacteos y un 5% de
muesli. Las cantidades diarias disponibles son 50kg. de leche fermentada, 9kg. de
fermentos lacteos y 2kg. de muesli. Los yogures se venden a 0.90 euros por unidad,
la modalidad natural y 1.15 euros, la modalidad muesli. Determina la cantidad
6ptima a fabricar de ambos productos para maximizar ingresos.

Nota: Utiliza la sentencia OPTION SOLSLACK=1; para obtener el valor de las
variables de holgura.

Solucion:

Se deben fabricar 40 unidades (de 500gr.) de yogur natural y 80 de yogur con
muesli. Los ingresos serdn de 128 euros.

3. Una empresa de vidrio hueco fabrica botellas verdes, blancas y opacas, destinadas
al evasado de vino, bebidas gaseosas, zumos y cerveza. Dado que el vidrio es
un material que se puede reciclar y recuperar en un 100 %, son indistinguibles las
botellas fabricadas por la emprea a partir de silicatos y a partir de vidrio reciclado.

Las botellas se fabrican a partir del calcin (una mezcla de silice, sosa, caliza y
arena), que moldeable a 1500 grados centigrados es sometido a un proceso au-
tomatico de prensado (para formar el extremo abierto) y soplado (para formar el
hueco del recipiente). El calcin se puede obtener a partir de materias primas o
a partir de vidrio usado. En el primer caso se necesitan 720gr. para fabricar una
botella, mientras que en el segundo, 600gr. Los tiempos en minutos, por fabri-
cacion de cada botella, y las horas disponibles en cada seccién se resumen en la
siguiente tabla:

Cribado y Rotura Fundido Prensado Soplado

Botella no reciclada 0 min. 10 min. 2 min. 4 min.
Botella reciclada 5 min. 7.4 min. 2 min. 4 min.
Horas disponibles 300 500 150 300
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Adema4s sabemos:

= que las disponibilidades mensuales de almacenamiento de la empresa son de
2500 kg. de materia prima y 4000 botellas;

= para cobrar la subvencion del programa RECICLE, al menos el 50 % de la
materia prima ha de ser vidrio reciclado,

= al menos el 60 % de la produccién han de ser botellas verdes,
= no se fabrican botellas blancas con vidrio reciclado, y

= los ingresos unitarios en euros por botella verde, blanca y opaca, son respec-
tivamente: 0.4; 0.5 y 0.3.

Resuelve las siguientes cuestiones:

a) El fabricante desea averiguar cuéntas botellas ha de fabricar mensualmente
de cada color para maximizar ingresos.

b) ;Cuél es la repercusion en los ingresos que tiene la fabricacion de una botella
opaca reciclada?

¢) Razona si se consumen o no todas las horas disponibles en cada una de las
cuatro secciones del proceso productivo. Si la empresa pudiera disponer de
10h. adicionales, en qué seccitén las deberia emplear y cudl seria su repercusion
sobre los ingresos.

d) ;Se fabricaran botellas opacas, si se incrementa en 10h. el tiempo disponible
en la seccion de fundido?
e) Indica el rango de ingresos (precios) de las botellas blancas para el cual la

solucién obtenida sigue siendo 6ptima. ;Cémo varian los ingresos en dicho
intervalo?

Solucion:

a) Vy, V,: nimero de botellas verdes fabricadas, nuevas y recicladas, respectiva-
mente. B,, B,: nimero de botellas blancas fabricadas, nuevas y recicladas, re-
spectivamente. O,,, O,: nimero de botellas opacas fabricadas, nuevas y recicladas,
respectivamente. La solucion 6ptima es V,, = 0, V. = 3600, B, = 336, B, = 0,
O, =0, O, =0, con unos ingresos maximos de 1608euros.

b) Cada botella opaca reciclada reduce los ingresos en 0.1euro.

c¢) Se consumen todas las horas disponibles en las secciones de cribado y fundido.
Si la empresa pudiera disponer de 10h. adicionales, las deberia aplicar a la seccidén
de fundido con un incremento de 30 euros en los ingresos.

d) No.

e) El rango de precios de las botellas blancas es p € [0,4,0,5405], los ingresos en
funcién de p varian de acuerdo con la expresiéon 336p + 1440.
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4. Una estacion desaladora suministra agua a particulares y empresas de tres locali-
dades situadas a 25, 5 y 30 kms. de distancia. Sabiendo que:

» La demanda minima total de agua es: 350 m?|dia a particulares y 40 m3|dia
para empresas.

= Las empresas representan respectivamente el 5, 1 y 25% de la demanda de
agua de cada localidad.

» Los costes de suministro son de 0.07 euros por km. y m?.

a) Determinar el numero de litros que se han de suministrar diariamente a cada
localidad para minimizar costes. Estudia si esta solucion 6ptima es tnica y/o
degenerada.

b) ;Qué efecto tendria sobre el coste el suministro de 20m? de agua a la primera
localidad?

¢) i Qué efecto tendria sobre el coste un aumento de la demanda de particulares
de 5m3?

d) ;Cuél es el precio minimo que se deberia cobrar por m? a las empresas? ;Y
a los particulares?

Solucion:

a) Se trata de un problema acotado. La solucién es 6ptima es tunica (namero
de rendimientos marginales de las variables iguales a cero igual al ntimero de
restricciones) y no degenerada (las variables bésicas son x5 y x3). La solucion
6ptima consiste en: suministrar 239.583m3 a la segunda localidad, 150.417m? a la
tercera localidad y Om? a la primera con un coste minimo diario de 399.73 euros.

b) El suministro de 20m? de agua a la primera localidad tendria un incremento
de costes de 22.16euros.

c¢) Un aumento de la demanda de particulares de 5m? tendria un incremento de
costes de 1.385euros.

d) El precio minimo a cobrar por m? a las empresas seria de 7.57euros/m3, y a
los particulares de 0.28euros/m3

5. Unaempresa que se dedica a la fabricacion de ordenadores compra los discos duros,
uno por ordenador, a cuatro fabricantes de forma indistinta. Los costes fijos por
envio, el precio unitario de cada disco duro y el ntmero maximo de discos por
envio se presentan en la tabla adjunta:
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Costes fijo | precio unitario | Tamano maximo

por envio | (euros/unidad) del envio
Fabricante 1 1200 80 700
Fabricante 2 1000 100 400
Fabricante 3 800 95 500
Fabricante 4 700 110 800

Determinar el nimero de discos duros que se deben pedir a cada proveedor para
que el coste de produccién de los 1000 ordenadores previstos para este més sea
minimo.

Solucion:

Sea F; la variable binaria que toma el valor 1 si se compra al fabricante ¢ y toma
el valor cero en otro caso, con ¢ = 1,...,4. Sea ademés la variable X; la variable
entera que representa el nimero de ordenadores comprados al Fabricante i, con
i =1,...,4. La solucién optima es X1 = X3 =1, Xo = Xy =0, Fhb = Fy = 0,
Fy =700, F3 = 300, con un coste de produccion de 85900 euros.

4.10. Trabajo en grupo 2: Planificacién financiera I

A lo largo de esta secciéon se considera un problema de planificacion de inversiones
en una cartera de valores con varios activos financieros. Se trata de un clasico ejemplo
tomado de Birge y Louveaux (1997).

El objetivo del problema serd obtener un cierto capital, dentro de H anos. Actual-
mente disponemos una cantidad b que vamos a invertir en alguno de los I instrumentos
financieros. Después de H anos, tendremos un capital que nos gustaria que superase
una cantidad W. Podemos suponer que la cartera puede ser modificada cada v anos,
por lo que consideraremos 1T = % periodos de inversion.

Para simplificar ignoraremos costes de transaccién e impuestos, aunque sabemos que
en la practica dichas consideraciones son importantes. Supondremos también todas las
cantidades de dinero medidas en miles de euros constantes.

En la formulacién del problema, describiremos la funcién objetivo en términos de
una funciéon de utilidad concava (utilizada en modelizacion para representar aversion
al riesgo). El exceder la cantidad W después de H anos, supondra obtener una tasa
de interés de q, sobre dicho exceso, mientras que no llegar a la cota minima supondria
pedir prestado a un tipo de interés r la cantidad faltante.

Este problema consta entonces de los siguientes elementos:

Conjuntos

I, instrumentos financieros: Activos, Bonos, Letras del Tesoro, etc.

T, periodos de inversion.

Variables de decisi6on

x;+, volumen de inversiéon en el instrumento ¢ al comienzo del periodo t.
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1y, exceso de capital sobre la cantidad prefijada al final del tltimo periodo.
w, defecto de capital sobre la cantidad prefijada al final del dltimo periodo.
Parametros

b, capital inicial disponible al comienzo del primer periodo.

W, capital que el inversor desea obtener al final del Gltimo periodo.

q, tipo de interés (en tanto por uno) aplicable al exceso de capital.

r, tipo de interés (en tanto por uno) para préstamo (aplicable al faltante de capital).

ri¢, rendimiento al final del periodo ¢ por una unidad invertida en el instrumento
al comienzo de dicho periodo.

Para ayudar al inversor en su decision podemos plantear el siguiente modelo lineal !

max z = qy — rw

S.a. Zie[ Tri1 = b
=Y icrTit—1Tit—1 + Yserza = 0, te€T —{1}
Yierrirtir —y+w = W (4.7)
x> 0,Veel,teT,
y > 0,w >0,

donde el objetivo es proponer una politica de inversién que maximice la utilidad del
beneficio del inversor, es decir, la funcién objetivo es la cantidad en exceso ponderada
al tipo de interés ¢ menos el faltante obtenido ponderado a un interés r. Dicha funcién
objetivo premia el exceso de beneficio penalizando su defecto. Si al finalizar los |T|
periodos, el inversor obtiene excedente, su utilidad serd precisamente ese beneficio; si
por el contrario, obtiene pérdidas, la utilidad del inversor serd menos cuatro veces dicho
faltante (i.e., r = 4¢q).

El conjunto de restricciones del modelo tienen el siguiente significado. La primera
restriccién indica que la suma de las cantidades invertidas en cada uno de los instru-
mentos financieros en el primer periodo de tiempo, ha de ser igual al capital inicial
disponible, b.

'De aqui en adelante, indicaremos un vector columna mediante una letra latina o griega, mientras
que el vector fila correspondiente vendra indicado por la misma letra con el superindice ¢ (traspuesta).

Por ejemplo,
b1
b= b2 | yb" = (b1,b2,b3)
b3

a excepcion de las letras h, p (coeficientes de la funcion objetivo) y las variables duales, A\, o, 8, W, V
que reservaremos para denotar un vector fila:

h=(h1,h2) y h' = < h >
ha
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Las siguientes |T| — 1 restricciones representan la ecuacion de balance de capital
para cada uno de los |T| — 1 periodos. Dichas ecuaciones igualan el beneficio total
(intereses més principal) producido por las inversiones realizadas en un periodo dado, y
las inversiones que se realizan en el siguiente periodo. Hay que sefialar que no se permiten
pérdidas ni aportaciones exdgenas de dinero en el modelo. La tltima restricciéon indica
que el beneficio obtenido en el ultimo periodo, menos el excedente o, en su caso, mas el
faltante tiene que coincidir con el capital establecido a priori por el inversor.

4.10.1. Enunciado 1: Modelo Determinista

Utilizaremos un pequeno ejemplo ilustrativo con el fin de visualizar mejor el modelo.
Contaremos con un conjunto de dos activos financieros I = {1,2}; i = 1 si se trata de
acciones e ¢ = 2 si se trata de bonos.

El horizonte temporal serd H = 15 anos. Las inversiones podran cambiar cada 5
anos, de manera que 1" = 3.

El capital inicial del que se parte es b = 55 miles de euros y el capital que se
pretende alcanzar es W = 80 miles de euros. El tipo de interés (en tanto por uno) sobre
el excedente es ¢ = 1 y sobre el faltante r = 4.

El inversor sabe por experiencia pasada que el rendimiento medio unitario para estos
activos durante los distintos periodos de tiempo viene dado por:

riy = 1,155, t €T acciones
rog = 1,13, t€T bonos

Dados los valores concretos de los pardmetros, resuelve el siguiente modelo:

maxz =y — 4w

s.a. T11 + To1 = 55
—1,155x11 — 1,13x91 +T12+x220 = 0
—1,155$12 — 1,13$22 +x13 + To3 = 0 (4 8)
1,155z13 + 1,13z23 —y + w = 80 ’
x>0, Viel, teT
y>0,w >0,

Para ello,

1. Implementa en GAMS el modelo de programacién determinista correspondiente
al modelo (4.8).

2. Obtén la solucién 6ptima asi como la politica de decisiones que propone dicha
solucién 6ptima.

3. Interpreta la solucién obtenida
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Capitulo 5

Optimizacién estocastica

La optimizacién estocéstica es una disciplina para modelizar problemas de opti-
mizacién cuyos pardmetros no son deterministas. Los problemas de optimizaciéon deter-
minista se formulan para parametros conocidos con certeza, a pesar de que casi todos los
problemas del mundo real incluyen algin parametro desconocido. Una caracteristica de
los modelos de Optimizacién Estocéstica es que presuponen conocidas o estimables las
distribuciones de probabilidad asociadas a los datos. Ademas, habitualmente se supone
que las distribuciones son discretas con un numero finito de estados posibles. El objeti-
vo aqui es encontrar una politica de decision que sea factible para todos (o casi todos)
los datos posibles y maximice la esperanza de alguna funcién sobre las decisiones y las
variables aleatorias. Més generalmente, estos modelos se formulan, se resuelven analitica
o numéricamente, y se analizan de cara a proporcionar informacion 1util al tomador de
decisiones.

5.1. Modelizacidén estocastica

El problema de la incertidumbre en los pardmetros se ha venido tratando regular-
mente en la literatura sobre optimizacién matematica desde 1955, ano en el que se
publicaron los trabajos seminales sobre la materia debidos a Beale y Dantzig, inde-
pendientemente. No obstante, dado el alto grado de sofisticacién que la resoluciéon del
problema requiere, no se ha podido abordar la resolucién de problemas practicos de op-
timizacion matematica con incertidumbre hasta el comienzo de la unién entre Ciencias
Mateméticas y Ciencias de la Computaciéon en los anos 80.

A lo largo de esta seccion se estudiaran diferentes representaciones matematicas
del Modelo Determinista Equivalente al modelo estocéstico, como son la representacion
compacta y representacion por wvariables divididas, también llamada extendida.

Ademads se describiran los modelos estocasticos y sus propiedades en funcién del
numero de etapas consideradas a lo largo del horizonte de planificacion, segin lo cual
se tendran problemas de dos etapas y problemas multietdpicos. Segin el caracter de
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las variables que intervienen en los mismos, habré problemas de optimizacién lineales,
enteros o mixtos.

5.1.1. Problemas lineales estocasticos

Los problemas lineales estocdsticos, son problemas de optimizacion lineal en los que
algunos de los parametros (¢, A, b) del modelo se consideran inciertos. Esto significa que
algunos de los parametros del problema se pueden representar por variables aleatorias.
Se supone que esté disponible una descripciéon probabilistica de las variables aleatorias,
bajo la forma de distribuciones de probabilidad, densidades, o més generalmente, medi-
das de probabilidad. Como es habitual, los valores particulares que toman las variables
aleatorias sblo se conocen tras el experimento aleatorio.

Problemas con estas caracteristicas aparecen en multitud de disciplinas, se citan tan
solo algunos ejemplos: los costes de produccién y distribucién tipicamente dependen
del coste de carburante, las demandas futuras dependen de las condiciones de mercado
inciertas, los rendimientos de las cosechas dependen de las condiciones meteorologicas
inciertas, los rendimientos de activos financieros dependen de los valores futuros de los
tipos de interés, etc.

Habitualmente la toma de decisiones es funcion del tiempo. Asi, sea T' = {1,2,...,T}
el conjunto de periodos de tiempo que constituyen el horizonte de planificacién. Los
periodos de tiempo se agrupardn en distintas etapas de decisién dependiendo de la
estructura de informacién disponible en el problema.

Una etapa de un horizonte temporal dado, es un conjunto de periodos de tiempo
en los que tiene lugar la realizacién de parametros inciertos.

Y sea § = {1,2,...S5} el conjunto de etapas de decision en las que se reparten
los distintos periodos de tiempo, donde S < T'. Los problemas estocasticos se pueden
clasificar en cuanto al nimero de etapas en biétapicos, aquellos que tienen dos etapas y
multietdpicos, con tres o mas.

5.1.2. Espacios de probabilidad y variables aleatorias

Una técnica que modeliza y recoge adecuadamente la incertidumbre, es la denom-
inada andlisis de escenarios. Esta metodologia parte de conocer un conjunto finito de
valores de los pardmetros estocésticos, representativo del conjunto de todos los posibles
valores de los mismos' Un escenario es una realizacién de los pardmetros inciertos y
deterministicos a lo largo de las diversas etapas del horizonte temporal.

La incertidumbre se representa en términos del experimento aleatorio, cuyo resul-
tado se denota por w. El conjunto de todos los posibles resultados del experimento se
representa por §2. Los resultados pueden combinarse en subconjuntos de {2 denominados

1Uno de los problemas mas importantes a la hora de desarrollar esta metodologia, y que escapa al
objetivo de este trabajo, es la determinacion del conjunto de escenarios a utilizar, de manera que dicho
conjunto sea representativo del total.
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w =2
O0——0O w=3
o

O w=5
O w=6
O w=7
O w=38

Figura 5.1: Arbol de escenarios

sucesos. Cada suceso elemental w determina un escenario & = (¢, A¥, b*), esto es, una
particular realizaciéon de los parametros aleatorios del modelo.

En adelante y para simplificar la notacién se denotard por w, en lugar de £“, a cada
uno de los escenarios y por 2, al conjunto de escenarios.

Es habitual representar el conjunto de escenarios mediante un drbol cuyos niveles
corresponden a los distintos periodos del horizonte de planificacién en los que es preciso
tomar alguna decision.

En cada etapa hay tantos nodos como realizaciones de los pardmetros inciertos.
Obsérvese que en la primera etapa, aparece un tnico nodo, llamado nodo raiz. Una vez
que se ha tomado la decision, pueden ocurrir algunas contingencias (por ejemplo, en
la Figura 5.1, el numero de perspectivas es tres para el periodo de tiempo ¢ = 2), y la
informacion relativa a estas perspectivas esta disponible al comienzo de la etapa.

Una vez generado el drbol de escenarios, es necesario ampliar la modelizaciéon del
problema, de manera que recoja la informacién proveniente de dicho arbol. Una alter-
nativa consiste en resolver los problemas deterministas asociados a cada escenario:

ZY = minc“z”
s.a. A¥z? =¥ (5.1)
¥ >0

Las diferentes soluciones 6ptimas, z*", condicionadas a la ocurrencia de cada es-
cenario, asi como sus valores en la funcién objetivo deben ser estudiados para decidir
sobre una solucién aceptable. Obsérvese que cada uno de estos problemas presenta m
restricciones y n variables.

A partir de los modelos (5.1), el criterio para seleccionar una soluciéon como 6ptima
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no es claro. Puede haber soluciones factibles en un escenario y en otro no. Una solucién
puede tener un valor mejor que otra en la funcién objetivo en un escenario concreto y
no en otro; etc.

Sin embargo, la metodologia de andlisis de escenarios, como tratamiento de la incer-
tidumbre en un problema de optimizacién, proporciona soluciones factibles bajo cada
escenario, pero sin subordinarse a ninguno de ellos y cuyo valor en la funcién objetivo
es siempre mejor, para todos ellos.

5.1.3. Principio de no-anticipatividad

Enunciado por primera vez en 1991 por Rockafellar y Wets, establece lo siguiente: si
dos escenarios, sean w y w', son idénticos considerando la informacién disponible sobre
ellos desde la primera etapa hasta la etapa t incluida, entonces las decisiones a tomar
bajo esos escenarios hasta la etapa t deben ser las mismas.

A cada realizacion de los parametros inciertos en las distintas etapas consideradas
a lo largo del horizonte de planificacion, sea w = (wy,ws,...,ws), se ha visto que se
le puede asociar la correspondiente secuencia de decisiones z* = (z¢,2%,...,2%), para
w € Q. Pero dichas decisiones no son independientes entre si.

El principio de no anticipatividad exige que

/ .
W =1 siw=uw, VteS.

En la Figura 5.2 aparece representado el principio de no-anticipatividad para un
ejemplo de || = 4 escenarios, S = 3 etapas de decision y T' = 3 periodos de tiempo.

t=1 t=2 t=3
/’-\ /’\\ ° _1
/ ‘\ ! \ w=
) \ | \
| L L . w=2
| | Moo
I 1
| |l AN 3
! I | \ - w=
\ ) | \
\\ J \ ! 4
L NS i w=
w w w
L1 ) T3

Figura 5.2: Principio de no-anticipatividad
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El nodo 1 de su arbol de escenarios representa la primera etapa, o instante de
tiempo en el que debe tomarse la primera decisioén. En esta primera etapa la informacién
sobre los parametros inciertos se supone conocida con precision. Este conocimiento se
expresa mateméticamente como wi = w? = w? = w}. Es decir, las realizaciones de los
parametros inciertos bajo cada escenario son las mismas (w?, son iguales Vi = 1,...,4)en
esta primera etapa. Por lo tanto, las decisiones también deben coincidir en esta primera
etapa bajo cada escenario. Estas igualdades, 1 = 22 = 23 = 21, estan representadas
mediante las lineas verticales que unen cada punto en la etapa 1 y el circulo discontinuo
que las engloba.

Una vez efectuada dicha decision, dos perspectivas pueden acaecer y la informaciéon
sobre los pardmetros inciertos estard disponible al comienzo de la segunda etapa. La
no-anticipatividad significa que van a existir inicamente dos versiones en cuanto a la
realizacion de pardmetros estocasticos y por lo tanto dos versiones de la decisiéon x3. En
la figura, por lo tanto, aparecen representadas las igualdades x3 = 23 y o3 = 3 que
implican una decisién comun a las dos primeras e iguales realizaciones de los pardmetros
y otra para las otras dos.

Para introducir matematicamente la condicién de no anticipatividad en el modelo,
resulta util definir la siguiente nocién:

Un grupo de escenarios para una etapa dada es el conjunto de escenarios cuya
realizacion de los pardmetros inciertos es la misma hasta dicha etapa.

A partir de esta definicion, se tiene la siguiente notacion:

t(g), periodo al que pertenece el grupo de escenarios g.
G, conjunto de grupos de escenarios. Los grupos se numeran consecutivamente.

G, subconjunto de grupos de escenarios del periodo ¢, t € T, de tal forma que si
dos escenarios distintos w y w’ presentan las mismas realizaciones de parametros
aleatorios hasta el periodo ¢, entonces los escenarios w y w’ pertenecen al mismo
grupo g, para g € G C G. Notese que |G| =1y g=1€ Gy, |Gs| = |Q].

14, subconjunto de escenarios que definen al grupo g, para g € G, t € T, tal que
Q4 C Q. Notese que Qy C Q implica que t(g) < t(¢'), para g’ € Gyyr), 9 € Gyg)-

En la Figura 5.3 se dispone de un arbol de escenarios, correspondiente al ejemplo
de la Figura 5.2. En él aparecen los siguientes conjuntos en el periodo t = 1: G; = {1}
y Q1 =0 =1{4,5,6,7}; en el periodo t = 2: Go = {2,3}, Q2 = {4,5} y Q3 ={6,7} y en
el periodo t = 3: G3 = {4,5,6,7}, Q4 = {4}, Q5 = {5}, Qs = {6} v Q7 = {7}.

El principio de no-anticipatividad requiere un tnico valor de las variables de decision
en cada grupo de escenarios g de cada periodo ¢, para g € G, t € T. Asi, las condiciones
de no-anticipatividad, se pueden expresar ahora en los siguiente términos:

NA={z¥: 2% =2, Yw,w' €Q9€G,teT} (5.2)
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g0 w=4

Figura 5.3: Grupos de escenarios

Evidentemente, entre las condiciones de no-anticipatividad se encuentra un niimero
elevado de restricciones redundantes y, por tanto se puede trabajar sobre algtin subcon-
junto elegido de manera adecuada. Un posible método de seleccion consiste en establecer
un orden entre los escenarios y a continuacion relacionar ¥ con £ para un anico es-
cenario w’ de su grupo de equivalencia, para w,w’ € Qy, g € G;, t € T. De este modo
se relaciona el escenario w con el siguiente w + 1 siempre que w + 1 € {1y; en otro caso,
w + 1 se relaciona con el primer escenario de aquellos que estén incluidos en 2.

5.1.4. EIl Modelo Determinista Equivalente

Se define el Modelo Determinista Equivalente (MDE) correspondiente a un modelo
estocéstico lineal al que optimiza el valor esperado de la funcién objetivo, como:

Z =min }  cquw?c’z"
s.a.  A¥zY =Y, Ywe (5.3)
0<a¥ e NA, VYwe

Las caracteristicas mas sobresalientes que presenta un modelo estocastico multietapa
de recurso total son las siguientes:

1. La matriz de restricciones presenta una estructura en forma de cuasi-escalera.

2. Los modelos deterministas para distintos escenarios difieren unos de otros, en
los coeficientes de la funcién objetivo, en los coeficientes de las variables en las
distintas restricciones y en los términos independientes.
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3. El nimero de variables que relacionan distintas etapas no es significativo.

De la inclusién implicita o explicita de las restricciones de no-anticipatividad, surgen
dos representaciones equivalentes del MDE, son las denominadas formulacién compacta
y extendida del problema estocastico.

5.1.5. Formulacién compacta

Para mostrar esta formulacion, es ttil emplear el concepto de grupos de escenarios
definido anteriormente, para lo que se considerara:

x9, vector de variables correspondientes al grupo de escenarios g € G. Representa a
todos los vectores de variables idénticas, segin el principio de no-anticipatividad.

wgy, peso asociado a cada grupo de escenarios g € G, wy = Zweﬂg w® tal que de% Wy =
1vteT.

m(g), grupo de escenarios correspondientes al nodo predecesor inmediato del nodo cor-
respondiente al grupo g en el arbol de escenarios, tal que 7(g) € Gi(g)-1, Para

geg—G.

En el ejemplo de la Figura 5.3, 7(4) = 7n(5) = 2, 7(6) = n(7) =3y 7(2) =7(3) = 1.
En la formulaciéon compacta del MDE de recurso total, se sustituye cada conjunto de
variables iguales debido a la imposicién de las condiciones de no-anticipatividad por una
unica variable. De esta manera no se necesitan explicitamente dichas restricciones, lo
que supone una ventaja puesto que se reduce sustancialmente el tamano del problema.
Por tanto, la formulaciéon compacta del modelo viene dada por:

Z = min ) g wecdad
s.a. A/gx”(g) +Agad =V, Vgeg (5.4)
x9 >0, Ygeg

Es un modelo de |G| vectores de variables y |G| tipos de restricciones, cuyo modelo
determinista seria:

Z = min ) ;o ¢y
5.a. A;xtq + Ay =by, VteT (5.5)
Tt > 0, VteT

Véase en la Figura 5.4 la estructura de la formulacién compacta para el ejemplo
ilustrativo anterior. Es importante resaltar que la estructura de cuasi-escalera de la
matriz de restricciones facilita el trabajo de descomposicién del problema, como se vera
en los métodos de resolucion.
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3
5 b2
Ay b
A z
Al b
: g
Y b

Figura 5.4: Estructura de la formulacién compacta

5.1.6. Formulacion extendida

En esta formulaciéon se desdoblan las variables entre las etapas segun las distintas
perspectivas, y se imponen las condiciones de no-anticipatividad. Esto es, se anaden
explicitamente restricciones que fuerzan a estas variables a tomar el mismo valor. Por
este motivo, a esta aproximaciéon se le denomina formulacién extendida o formulacién
con variables divididas.

Z= min)  cow?cz"
s.a. Az = b, Yw € Q (5.6)
¥ — ¥ =0, Vw,w' €Qy : w#W, geg
¥ >0, Yw € )

donde 2 = (z : t € T). Es un modelo de T'|Q}| vectores de variables y T'|Q2|+|NA| tipos
de restricciones. A pesar de que aumentan las dimensiones de la matriz de restricciones
en este caso, su densidad es menor que en el caso de la formulaciéon compacta.

Véase en la Figura 5.5, la estructura de la formulacion extendida correspondiente al
ejemplo anterior, donde se ha considerado la representaciéon ciclica de las restricciones
de no-anticipatividad, eliminando por redundancia, la dltima restricciéon de cada grupo
de variables iguales.

Obsérvese que la relajacion de las restricciones de no-anticipatividad convierte el
modelo estocastico con recurso en |2| modelos independientes asociados a cada esce-
nario. Su estructura es exactamente en forma de escalera con peldafios vacios, por lo que
un problema de grandes dimensiones se convierte en la resolucién de varios problemas
tipo escalera de menores dimensiones, uno para cada escenario. Esta caracteristica se
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Ay
A3
AZ| | A2
A2| | A2
A}
A3 |43
AP |43
Af
Ap| | Al
Alp
—I
I -1
I -1
—I
I —I

Figura 5.5: Estructura de la formulaciéon extendida
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emplea en varios métodos de resoluciéon de problemas de grandes dimensiones.

5.2. Modelos estocasticos de dos etapas

Hemos definido el modelo de optimizacién lineal estocastico de dos etapas como:

minz = clz + Z pesay (5.7)
wel
S.a. Axl = bo
Top+ Wiy =0 (5.8)

$1207 xéjzo

Las decisiones de la primera etapa son representadas por la letra 1. A dicha etapa
corresponden los vectores ¢; € R™, by € R™ y la matriz A de tamafio m1 X ni, todos
ellos conocidos.

En la segunda etapa puede acontecer un conjunto de distintos escenarios, w € €
con probabilidad p“. Por su parte, 7% € M,xn,, ¢& € R™ y V¥ € R™? denotan la
realizacion de los coeficientes aleatorios del modelo bajo el escenario w € €. Ademas
existe una matriz W de tamanio ms x ns fija, independiente del escenario w acontecido,
llamada matriz de recurso. Las decisiones de la segunda etapa dependen de las de la
primera y de la realizaciéon del experimento aleatorio, o lo que es lo mismo, del escenario
futuro que acontezca, xo = xa(x1,w).

La funcién objetivo contiene el término determinista cbx; y la esperanza para los
términos de la segunda etapa, tomada para las distintas realizaciones w € Q.

La formulacion (5.7)-(5.8) es la mas simple, y a la vez la mas habitual, para un
programa estocéastico dos etapas.

5.2.1. El Valor de la Informacién y la Solucién Estocéastica

Nos hemos embarcado en la formulaciéon y resoluciéon de modelos de programaciéon
estocéastica, sin mucha preocupacién sobre si merece la pena o no. Muchos problemas de
decisiéon estan ciertamente afectados por la incertidumbre, pero ello no significa que sea
imprescindible modelizarlos y resolverlos como programas estocasticos. A continuacion
definiremos algunas medidas del efecto de la incertidumbre en programas estocésticos.
Estas medidas nos seran ttiles para decidir si es necesario resolver el problema estocés-
tico o si por el contrario es adecuada una aproximaciéon.

El valor esperado de la informacion perfecta (EV PI) mide la cantidad maxima que
un decisor estaria dispuesto a pagar por conocer de antemano una completa y precisa
descripcion de lo que va a suceder en el futuro.

El concepto de E'V PI fue desarrollado inicialmente en el contexto del analisis de de-
cision, y se puede encontrar una referencia clasica de dicho concepto en Raiffa y Schlaifer
(1961). En el entorno de programacion estocéstica, lo vamos a definir a continuacion.
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Supongamos que la incertidumbre puede ser modelizada a partir de un cierto niimero
de escenarios. Definimos:

min z(r1,w) = cay+min{pchay  Way = — Ty, 235 > 0} (5.9)

s.a Axy =by, 21 >0

el problema de optimizacién asociado a un escenario en particular. Para hacer de manera
completa la definicion, sea K1 = {x1 : Az1 = bo,z1 > 0}, vy Ko(w) = {z1 : Jz§ >
0 sa. Waz§ =b — Tz }.

Entonces definimos z(z1,w) = +o0o si 1 € K1 N Ks(w), v 2(z1,w) = —oo si (5.9)
no estd acotado inferiormente.

Ademés parece razonable suponer que para todo w € Q existe al menos un z; € R™!
tal que z(z1,w) < oo (en otro caso existiria un escenario para el que el modelo anteri-
or, no tendria solucién factible). Ningtin modelo estocastico razonable se construiria es
semejante situacion. Esta hipotesis implica que, para todo w existe al menos una solu-
cion factible, lo cual implica la existencia de al menos una solucién 6ptima. Sea Tj(w)
una solucion optima de (5.9). En realidad, estamos interesados en encontrar todas las
soluciones 6ptimas, T1(w), de (5.9) para todos los escenarios asi como los valores de las
funciones objetivo en el 6ptimo z(T1(w),w).

De esta manera, estamos en disposiciéon de calcular el valor esperado de la solucién
Optima, conocido en la literatura como la solucion wait and see (espera y observa) (WS,
ver Madansky (1960)), donde

WS = Ew[nélin 2(w1,w)] = Epz(T1(w),w) = > p¥z(T1(w),w) (5.10)

donde p* representa la probabilidad de ocurrencia del suceso w y z(Z1(w),w) es el valor
6ptimo de la funcion objetivo del problema (5.9) en dicho escenario.

Entonces podemos comparar la solucion espera y observa, W.S, con la denominada
solucion aqui y ahora, correspondiente al problema estocastico con recurso (RP) para
la que podemos escribir

RP =min E,z(x1,w), (5.11)
1

que tiene una soluciéon 6ptima 7.
Entonces el valor esperado de la informacién perfecta es, por definicion, la diferencia
entre la solucion espera y observa, WS, y la solucion aqui y ahora, RP, es decir:

EVPI =RP-WS§ (5.12)

Este valor no indica la importancia de resolver el modelo estocéstico, sino que mues-
tra el papel que juega la incertidumbre en el problema, cuanto més grande sea, es decir,
cuanto mayor sea la diferencia entre la soluciéon WS y la solucién RP, més importante
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serd el papel de la incertidumbre. Pero esto no dice nada sobre si el modelo determinista,
se aproxima bien o no.

En la practica, mucha gente cree que encontrar la soluciéon W.S requiere todavia
demasiado trabajo.

Una tentacién natural consiste en resolver un problema mucho més simple: el que se
obtiene al reemplazar el valor de los parametros aleatorios, por sus valores esperados.
Este es el que se denomina problema del valor esperado o problema determinista del
valor medio (expected value problem, EV'), que es simplemente

EV = minz(x;,w) (5.13)
1

donde w representa la esperanza de w. Cualquiera que disponga de un programa estocas-
tico o situacién en la que aparezca incertidumbre, podria sentir un poco de inseguridad
al tomar la decision T1(w). En efecto, a menos que Z1(w) sea independiente de w, no
hay ninguna razoén para pensar que T1(@) va a estar cerca de la soluciéon con recurso
(5.11).

El valor de la solucién estocéstica es el concepto que mide de manera méas precisa
como de buena o mala es la solucion T (w) en términos de (5.11). Primero definiremos
el resultado esperado de utilizar la solucion del valor medio, EV , como

EEV = Ey2(T1(@),w). (5.14)

La cantidad, EFEV, mide como se desarrolla T1(@), permitiendo que las decisiones
de la segunda etapa sean elegidas con optimalidad como funciones de 7 (@) y w. El
valor de la solucion estocdstica, V' S'S, es definido entonces como

VSS = EEV — RP. (5.15)

En algunas ocasiones es posible encontrar que la solucion estocastica y la esperanza
de la soluciéon del valor medio coinciden, es decir, V.SS = 0. En cuyo caso la solucién
estocastica seria posiblemente innecesaria. Sin embargo, es extremadamente dificil saber
si la incertidumbre es importante o no antes de resolver el problema, comparar ambas
soluciones y analizar los resultados.

5.2.2. Desigualdades béasicas

Las siguientes relaciones entre los valores definidos en la seccién anterior fueron
establecidas por Madansky (1960).
Proposicion 1 En modelos de minimizacion se verifica:

WS <RP<FEEV (5.16)
Demostracion: Para cada realizaciéon w, tenemos la relacion

2(T1(w),w) < z(z7,w)
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donde z7, denota una solucion 6ptima del problema con recurso (5.11). Tomando esper-
anzas a ambos lados de la desigualdad, se obtiene la primera parte de la desigualdad.
Teniendo en cuenta que x} es una solucion 6ptima de (5.11), mientras que T;(wW) es una
solucién factible de (5.11), se obtiene la segunda desigualdad.
Nota: En modelos de maximizacion, la desigualdad es: EEV < RP < WS.
Proposiciéon 2 En modelos estocdsticos de minimizacion con coeficientes fijos en la
funcién objetivo, fija T y fija W,

EV < WS (5.17)

Demostraciéon: La desigualdad de Jensen establece que para cualquier funcién
convexa f(w), de w,

Ef(w) = f(Bw) = f(@)

Para aplicar este resultado, necesitamos probar que f(w) = ming, z(z1,w) es una
funcion convexa de w = (h). La convexidad se sigue de la expresion de f como dual, es
decir

ming, z(x1,w) = méBx{abo +pb:aA+ BT < c¢,W < ¢}

Como las condiciones del dual son intercambiables para todo w = (h), el epigrafo de
f(w) es la interseccion de los epigrafos de las funciones lineales aby + £b para cualquier
punto factible («, 3). Luego f(w) es convexa puesto que su epigrafo es convexo.

Nota: En modelos de maximizacion, la desigualdad es: WS < EV.

La Proposicién 2 no se mantiene en general para cualquier programa estocastico.
Como acabamos de ver, sélo permite incertidumbre en el término independiente de las
restricciones. Basta elegir un programa estocéstico, en el que g no sea fijo, y tendremos
que min z(x1,w) es concava respecto a w, luego no se mantiene la desigualdad de Jensen.

5.2.3. Las relaciones entre FVP[ y V5SS

Las cantidades FVPI y V5SS, son a menudo diferentes. Esta seccion describe las
relaciones que existen entre estas dos medidas de los efectos de la incertidumbre.
Proposicion 3

1. Para cualquier programa estocdstico,

0
0

EVPI, (5.18)

<
< VSS (5.19)

2. Para modelos estocdsticos de minimizacion con matriz de recurso fija y coeficientes
en la funcidn objetivo fijos,

EVPI

VSsS

EEV —EV (5.20)

<
< EEV —EV (5.21)
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Nota: En modelos de maximizacién, las desigualdades son: EVPI < EV — EEV
y VSS < EV — EEV.

Esta proposicion muestra que EV PI y V.SS son siempre cantidades no negativas
y ademads en algunos casos estdn acotadas superiormente por EEV — EV cantidad
facilmente calculable. Si sucede que EEV = EV, ambas, EV PI y V5SS desaparecen.
Una condicién suficiente para que suceda ésto, es que T (w) sea independiente de w. Esto
significa que las soluciones ¢éptimas no son sensibles a cambios del valor de los elementos
aleatorios. En tales situaciones encontrar la soluci6on 6ptima para un w particular o
hacerlo para su media, @, genera el mismo resultado y no es necesario, entonces, resolver
un problema estocéstico.

5.3. Ejercicios

1. Considera el modelo estocéstico:

4
min 3x; + 2x9 — Z p“ (15y5 + 12y5)
w=1
s.a.
3ytlu+2y£2u lea wzla'“74
20 + 5y <z, w=1,...,4 (5.22)
0,8h% < o <hY, w=1,..4
0,8h% < y§ <hy, w=1,..4

x1 > 0,29 > 0,97,y5 >0, w=1,...,4

w=3 (h:{’,hg’) = (4,8), p3 =

O e S N SN N ey

w=4 (hlll’h%) = (6’8)’ p4 =

El modelo puede ser interpretado como un problema de decisién en la inversion de
dos recursos z1 y x2, que son necesarios en la segunda etapa para cubrir al menos
un 80 % de la demanda.

a) Obten la solucion 6ptima del modelo estocéstico, (RP).

b) Sabiendo que el valor de (hq, hs) en el escenario promedio es (5,6). Resuelve
el modelo determinista del valor medio, EV y calcula el valor esperado de
dicha soluciéon, EEV .
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¢) Obtén la solucion “Wait and See”, W S, y verifica si se satisfacen las desigual-
dades vistas en teorfa.

Solucion:

a) RP = 30,94. b) EV = 9,2, donde z1 = 24,6,x2 = 34, y1 = 5,52 = 4,8.
EEV = cc.

c) WS =9,2, siendo la soluciéon para cada escenario:

Escenario  (x1,22) (yf,v5) : 2“
w=1,(4,4), (18,4,24) (4,3,2):4,8
w=2(6,4), (24,4,28) (6,3,2):0,8
w=3,(48), (24,8,40) (4,6,4):17,6
w=4,(6,8), (30,8,44) (6,6,4):13,6

Entonces, WS = 9,2 < RP = 30,94 < EEV = 00, EVPI = 21,74y VSS = .

5.4. Trabajo en grupo 2: Planificacién financiera II

Consideremos de nuevo el problema de planificaciéon financiera descrito en el capitulo
anterior. Recordamos que contaremos con un conjunto de dos activos financieros I =
{1,2}; i =1 si se trata de acciones e i = 2 si se trata de bonos.

Ahora reduciremos el namero de periodos o etapas de decision a dos. El horizonte
temporal serd H = 10 anos. Las inversiones podran cambiar cada 5 anos, de manera que
T = 2. Se parte del mismo capital inicial b = 55 miles de euros y se pretende alcanzar
W = 70 miles de euros. El tipo de interés (en tanto por uno) sobre el excedente es ¢ = 1
y sobre el faltante r = 4.

El inversor sabe por experiencia pasada que el rendimiento medio unitario para estos
activos durante los distintos periodos de tiempo viene dado por:

Fiy = 1,155, teT
T = 1,13, teT

El problema determinista del valor medio resulta ser:

max z =y — 4w

s.a. T11 + T21 = 55
—1,155211 — 1,13291 +x12 + T22 =0
1,155x10 + 1,13290 —y +w = 70 (5.23)
x>0, Viel teT
y>0,w >0,
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Como vimos en el capitulo anterior, la politica de inversiones que propone este
modelo es muy facil de interpretar. A lo largo de los dos periodos de decision se trata
de invertir en el 4ctivo cuyo rendimiento prometido es mayor, las acciones.

Como veremos en el siguiente apartado este modelo no contempla adecuadamente la
incertidumbre, que puede ser tratada de una forma mas robusta con un modelo basado
en el anélisis de escenarios.

5.4.1. Enunciado 2: Modelo basado en analisis de escenarios

Pensemos de forma més realista, que pueden acontecer dos escenarios distintos y
equiprobables en los que los rendimientos de ambos activos tomarin distintos valores.
Si la economia esta al alza, el rendimiento de las acciones es del 1.25 y el de los bonos
es del 1.14, mientras que si el nivel econémico baja, el rendimiento de las acciones es
del 1.06 y el de los bonos es del 1.12, es decir,

1.25 1.14
Acciones Bonos

1.06 1.12

Combinando estas dos posibilidades conseguimos llegamos a un arbol de escenarios
con cuatro escenarios equiprobables.
El modelo estocéstico en este caso es:

4
RP = max Z 0,25(y* — 4w®)

w=1
S.a. T11 + 21 = 55
—1,25x17 — 1,1429; +x%2 + x%? =0
—1,06z1; — 1,129 +a3, +23, = 0
1,251, + 1,142, —y' +w? = 70
i 2 T (5.24)
1,06z15 + 1,12250 —y~ +w = 10
1,2522, 4+ 1,1423, —y* 4+ w3 = 70
1,062%, + 11223, —y*+w' = 70
x%z(xywzoa wwz()’ Vi’t’w

En base a la informaciéon presentada hasta ahora, resuelve las siguientes cuestiones:
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. Muestra en el arbol de escenarios la politica de inversiones obtenida en el capitulo
anterior de la resolucién del modelo determinita del escenario promedio. Obtén el
valor esperado EEV.

. Implementa en GAMS y resuelve el modelo estocéstico (5.24). Muestra en el arbol
de escenarios la politica de inversiones que proporciona este modelo.

. Obtén la solucién éptima bajo cada escenario y calcula la solucion “WS”.
. Comprueba que se verifican las desigualdades vistas en teoria.

. Resume los resultados obtenidos en los apartados anteriores.
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