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Capítulo 1

Extremos de fun
iones reales

En este 
apítulo abordaremos el problema del 
ál
ulo de extremos de una fun
ión

real en general no lineal de varias variables. Lo haremos desde el punto de vista del


ál
ulo matemáti
o. Introdu
iremos los 
on
eptos y resultados que fundamentan las

té
ni
as de optimiza
ión mediante las que 
al
ularemos analíti
amente los máximos o

mínimos de este tipo de fun
iones. Abordaremos en parti
ular el 
ál
ulo de extremos


uando se deben satisfa
er además 
ondi
iones o ligaduras adi
ionales.

1.1. Extremos relativos o lo
ales

1.1.1. Extremos relativos libres

Sea f : D ⊆ Rn → R una fun
ión de�nida en el abierto D.

De�ni
ión 1.1 Se di
e que f tiene un máximo (mínimo) relativo en sentido estri
to

en un punto a = (a1, ..., an) ∈ D si se veri�
a que f(a) > f(x) (f(x) > f(a)) para

algún entorno redu
ido del punto a.

Si las expresiones anteriores se sustituyen por f(a) ≥ f(x) (f(x) ≥ f(a)) respe
ti-
vamente, se di
e que el máximo (mínimo) lo son en sentido amplio.

De forma genéri
a, tanto a los extremos relativos en sentido amplio 
omo en sentido

estri
to, se les denomina extremos relativos o lo
ales de la fun
ión f .
En la anterior de�ni
ión, para que f al
an
e un extremo relativo en un punto a =

(a1, ..., an) ∈ D no se le exige a la fun
ión f ninguna 
ondi
ión de regularidad. f puede

tener un extremo relativo en un punto, sin que sea, ni siquiera, 
ontinua en él. Por

ejemplo, si 
onsideramos la fun
ión

f(x, y) =

{

1 si (x, y) = (0, 0)
0 si (x, y) 6= (0, 0)
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Esta fun
ión tiene un máximo relativo en el punto (0, 0), pues f(0, 0) = 1 y

f(x, y) < 1 ∀(x, y) ∈ R2 − {(0, 0)}. Esto su
ede y 
laramente f no es 
ontinua en

(0, 0).

Condi
ión ne
esaria de extremo relativo

De�ni
ión 1.2 Sea el 
onjunto D un abierto de Rn
y f : D ⊆ Rn → R una fun
ión

diferen
iable. Se llaman puntos 
ríti
os o esta
ionarios de f a aquellos puntos a =
(a1, ..., an) ∈ D tales que df(a) = 0.

Teorema 1.1 Sea el 
onjunto D un abierto de Rn
y f : D ⊆ Rn → R una fun
ión

diferen
iable en un 
ierto punto a = (a1, ..., an) ∈ D. Si f tiene un extremo relativo

en el punto a, enton
es la diferen
ial de f en a es nula, y por tanto también lo serán

todas las las derivadas par
iales de f en a, es de
ir, fxi
(a1, ..., an) = 0, ∀i = 1, ..., n. En

general, el re
ípro
o es falso.

Por lo tanto, una 
ondi
ión ne
esaria pero no su�
iente para que una fun
ión difer-

en
iable f tenga un extremo relativo en el punto a = (a1, ..., an) ∈ D es que a sea un

punto 
ríti
o de f .

De�ni
ión 1.3 Un punto 
ríti
o en el que no hay extremo relativo se denomina punto

de silla.

Ejemplo 1.1 La fun
ión f(x, y) = y2 − x2 posee un punto 
ríti
o en (0, 0) en el que

no hay extremo relativo. Se trata, por lo tanto, de un punto de silla.

Condi
ión su�
iente de extremo relativo

Teorema 1.2 Sea el 
onjunto D un abierto de Rn
, f : D ⊆ Rn → R, f ∈ C2

(es de
ir,

una fun
ión de 
lase 2), y a = (a1, ..., an) ∈ D un punto 
ríti
o de f .

1. Si d2f(a) > 0, ∀(dx1, dx2, ..., dxn) 6= (0, ..., 0) ⇒ f tiene en a un mínimo relativo.

2. Si d2f(a) < 0, ∀(dx1, dx2, ..., dxn) 6= (0, ..., 0) ⇒ f tiene en a un máximo relativo.

3. Si d2f(a), no tiene signo determinado ⇒ a es un punto de silla.

Nota: d2f(a) se puede expresar 
omo:

d2f(a) = (dx1, dx2, ..., dxn)Hf |x=a(dx1, dx2, ..., dxn)
T
, donde

Hf |x=a =













f ′′
x2

1

(a) f ′′
x1x2

(a) · · · f ′′
x1xn

(a)

f ′′
x2x1

(a) f ′′
x2

2

(a) · · · f ′′
x2xn

(a)

· · · · · · · · · · · ·
f ′′
xnx1

(a) f ′′
xnx2

(a) · · · f ′′
x2
n
(a)













(1.1)

se denomina matriz Hessiana de la fun
ión f en el punto a. A su determinante se le

denomina Hessiano de la fun
ión f en el punto a.
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Teorema 1.3 (Criterio de Sylvester) Consideremos ∆k = det(f ′′
xixj

(a)) 1 ≤ i ≤ k

1 ≤ j ≤ k

,

es de
ir, el determinante del menor pron
ipal de orden k, es de
ir el que forman los

elementos de las k primeras �las y las k primeras 
olumnas del Hessiano de la fun
ión

f en a, para k = 1, ..., n. Enton
es se veri�
a que:

1. Si d2f(a) > 0, ∀(dx1, dx2, ..., dxn) 6= (0, ..., 0) ⇔ ∆k > 0, ∀k = 1, ..., n.

2. Si d2f(a) < 0, ∀(dx1, dx2, ..., dxn) 6= (0, ..., 0) ⇔ (−1)k∆k > 0, ∀k = 1, ..., n.

3. Si d2f(a) ≥ 0, ∀(dx1, dx2, ..., dxn) 6= (0, ..., 0) ⇔ ∆k ≥ 0, ∀k = 1, ..., n.

4. Si d2f(a) ≤ 0, ∀(dx1, dx2, ..., dxn) 6= (0, ..., 0) ⇔ (−1)k∆k ≥ 0, ∀k = 1, ..., n.

Además, en el 
aso de dos variables, se puede a�rmar que:

Si ∆2|x=a < 0, enton
es la fun
ión f presenta un punto de silla en a.

1.1.2. Extremos relativos 
ondi
ionados

En la se

ión anterior hemos tratado los extremos relativos de fun
iones reales de n
variables, donde a esas n variables no se les ha impuesto ninguna 
ondi
ión. Es de
ir, no

había ninguna ligadura entre ellas, siendo independientes en el dominio de de�ni
ión. A

partir de ahora, sin embargo, veremos 
ómo 
al
ular extremos relativos de una fun
ión,

exigiendo además a las variables que satisfagan 
iertas e
ua
iones (o ligaduras). El

problema podría resumirse (a grandes rasgos y en un 
aso muy parti
ular de R2
) 
omo:

Dada una fun
ión �su�
ientemente regular� f(x, y) de�nida en un 
ierto dominio de

R2
, se desean lo
alizar los valores máximos y mínimos relativos que alzanza la fun
ión

f 
uando los puntos (x, y) satisfa
en una 
ierta 
urva φ(x, y) = 0 (ligadura), del plano

XY .

La resolu
ión de este problema no es trivial y puede dar lugar a alguna 
uriosidad.

Ejemplo 1.2 Sea la fun
ión f(x, y) = x2 + y2. Di
ha fun
ión presenta un mínimo

reativo en el punto (x, y) = (0, 0). Sin embargo, 
uando los puntos (x, y) se mueven

sobre el 
ilindro x2 + y − 1 = 0, la fun
ión tiene dos mínimos y un máximo.

En general, para determinarlos analíti
amente, el problema a resolver sería el sigu-

iente:

Sea el 
onjunto D un abierto de Rn
y f : D ⊆ Rn → R, f ∈ C2

. Sean las fun
iones

φi : D ⊆ Rn → R, i = 1, 2, ...,m.

Llamaremos ligadura al sistema de e
ua
iones:























φ1(x1, ..., xn) = 0
φ2(x1, ..., xn) = 0

.

.

.

φm(x1, ..., xn) = 0

(1.2)
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De�nimos el 
onjunto de puntos fa
tibles 
omo el 
onjunto de puntos del dominio

que satisfa
e la ligadura (1.2), i.e., S = {x ∈ D : φi(x) = 0,∀i = 1, ..,m} y suponemos

que el punto a ∈ D es un punto fa
tible, es de
ir, a ∈ S.
Enton
es, se di
e que f tiene en el punto a un extremo relativo en sentido estri
to


ondi
ionado por la ligadura (1.2), si existe un entorno redu
ido D∗
de a tal que se

veri�
a una de las 
ondi
iones siguientes:

f(a) > f(x) ∀x ∈ D∗ ∩ S (en 
uyo 
aso el extremo es un máximo)

f(a) < f(x) ∀x ∈ D∗ ∩ S (en 
uyo 
aso el extremo es un mínimo)

Se puede de
ir enton
es que f tiene un extremo relativo 
ondi
ionado por (1.2) si

la restri

ión f |S tiene un extremo relativo en a.

Ejemplo 1.3 Resolveremos el problema planteado en el Ejemplo 1.2. Se trata de 
al-


ular los extremos relativos de la fun
ión f(x, y) = x2 + y2 
on la 
ondi
ión φ(x, y) =
x2 + y − 1 = 0.

De la e
ua
ión de ligadura se puede despejar y en fun
ión de x en 
ualquier punto

de R2
, de manera que podemos expresar y = 1− x2. Si sustituimos y en la e
ua
ión de

la super�
ie f(x, y) = x2 + y2, el problema se resolverá 
al
ulando los extremos libres

de una fun
ión de una sola variable:

f(x, y) = x2 + (1− x2)2 = x4 − x2 + 1 = F (x)

F ′(x) = 0 ⇔ x = 0;x = ± 1√
2
⇔











x = 0 y = 1
x = 1√

2
y = 1

2

x = −1√
2

y = 1
2

Se puede 
omprobar que el primer punto 
ríti
o es un máximo y los otros dos son

mínimos (F ′′(0) < 0, y F ′′( 1√
2
) = F ′′(− 1√

2
) > 0).

Para poder utilizar el método analíti
o anterior, no sólo es ne
esario que de las

ligaduras se puedan �despejar�, de un modo efe
tivo, m de las variables en fun
ión de las

otras n−m restantes, 
osa que o
urre en muy po
as o
asiones; sino que las expresiones

que así se obtienen deben de�nir realmente m fun
iones en un entorno de 
ada uno de

los puntos que hayan de ser estudiados. Es de
ir, el pro
edimiento del ejemplo anterior

no siempre puede ser utilizado y debemos bus
ar un método alternativo. Uno de los

más utilizados es el desarrollado por Lagrange.

Método de los multipli
adores de Lagrange (Joseph-Louis Lagrange, Turín,

25 Enero 1736- París, 10 Abril 1813)

Sea el 
onjunto D un abierto de Rn
y las fun
iones f : D ⊆ Rn → R y φi : D ⊆

Rn → R, i = 1, 2, ...,m fun
iones de 
lase C2
en D. Supongamos m < n y el Ja
obiano
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(determinante de la matriz de primeras derivadas)

Jφ|x=a =

∣

∣

∣

∣

D(φ1, φ2, ..., φm)

D(xi1 , xi2 , ..., xim)

∣

∣

∣

∣

a

6= 0

siendo (xi1 , xi2 , ..., xim) m de las n 
omponentes de (x1, x2, ..., xn).
Para determinar los extremos relativos de f 
ondi
ionados por la ligadura (1.2), se

pro
ede del siguiente modo:

1. Se 
onsidera la fun
ión de Lagrange L = f − λ1φ1 − λ2φ2 + ... − λmφm, donde

λ1, ..., λm ∈ R se denominan multipli
adores de Lagrange.

2. Se resuelve el sistema de n+m e
ua
iones formado por:

dL(x1, ..., xn) = 0 ⇔ L′
xi
(x1, ..., xn) = 0 ∀i = 1, ..., n (n e
ua
iones) y

φi(x1, ..., xn) = 0 ∀i = 1, ...,m (m e
ua
iones).

Es de
ir se determinan los puntos (x1, x2, ..., xn) ∈ D y (λ1, ..., λm) ∈ Rm
para los

que se veri�
a el sistema de n+m e
ua
iones:

∂f(x1,...,xn)
∂x1

− λ1
∂φ1(x1,...,xn)

∂x1
− ...− λm

∂φm(x1,...,xn)
∂x1

= 0
∂f(x1,...,xn)

∂x2
− λ1

∂φ1(x1,...,xn)
∂x2

− ...− λm
∂φm(x1,...,xn)

∂x2
= 0

.

.

.

∂f(x1,...,xn)
∂xn

− λ1
∂φ1(x1,...,xn)

∂xn
− ...− λm

∂φm(x1,...,xn)
∂xn

= 0

φ1(x1, ..., xn) = 0
φ2(x1, ..., xn) = 0
.

.

.

φm(x1, ..., xn) = 0

(1.3)

3. Para que en el punto x = a haya un extremo relativo 
ondi
ionado es ne
esario

que x = (x1, ..., xn) = (a1, ..., an) y λ = (λ1, ..., λm) sean solu
ión del sistema de

e
ua
iones (1.3).

4. Para analizar si la fun
ión f tiene en el punto a (solu
ión del sistema (1.3))

un extremo relativo 
ondi
ionado la ligadura (1.2), se analiza el signo de d2L(a)
restringida por el sistema























dφ1(x1, ..., xn) = 0
dφ2(x1, ..., xn) = 0

.

.

.

dφm(x1, ..., xn) = 0

(1.4)

(ver la resolu
ión detallada del Ejer
i
ios 2 en la siguiente se

ión). Enton
es,
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a) Si d2L(a)|R > 0 ⇒ f presenta en a un mínimo 
ondi
ionado.

b) Si d2L(a)|R < 0 ⇒ f presenta en a un máximo 
ondi
ionado.


) Si d2L(a)|R no tiene signo determinado, enton
es f tiene en a un punto de

silla 
ondi
ionado.

1.2. Extremos absolutos

De�ni
ión 1.4 Sea f una fun
ión real de�nida en un dominio D ⊆ Rn
. Se di
e que f

tiene un máximo (mínimo) absoluto en un punto a = (a1, ..., an) ∈ D si se veri�
a que

f(a) ≥ f(x) (f(x) ≥ f(a)) ∀x ∈ D

A estos puntos los denominamos extremos absolutos. El siguiente resultado ha
e

referen
ia a la existen
ia de extremos absolutos.

Teorema 1.4 (Teorema de Weierstrass) Toda fun
ión 
ontinua en un 
onjunto 
er-

rado y a
otado al
anza en él, al menos una vez sus valores máximo y mínimo absolutos.

Reseña: Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (Ostenfelde, Provin
ia de Westphalia,

Alemania, 31 O
tubre 1815 Berlín, 19 Febrero 1897).

Nota: Se di
e que un 
onjunto es 
errado si su 
omplementario es abierto.

Observa que el Teorema 1.4 garantiza la existen
ia de los valores máximo y mínimo,

pero no los identi�
a. El análisis que se realiza es la búsqueda de puntos 
ríti
os que

satisfa
en las 
ondi
iones de extremo relativo.

1.3. Ejer
i
ios

1. Cal
ular los extremos relativos de la siguiente fun
ión:

f(x, y) = x3 + y3 + 9xy + 27

Solu
ión:

P1(0, 0) punto de silla. P2(−3,−3) máximo relativo.

2. Utilizar el método de Lagrange para 
al
ular los extremos relativos de la fun
ión

f(x, y, z) = xyz 
on la 
ondi
ión x+ y + z = 9.

Resolu
ión:

L = f(x, y, z) + λ(9− x+ y + z) = xyz + λ(9− x+ y + z)

L′
x = 0 : yz − λ = 0

L′
y = 0 : xz − λ = 0

L′
z = 0 : xy − λ = 0, de donde: λ = zy = zx = xy.
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Además: x+ y + z = 9.

Caso zy = zx:

a) Si z = 0, enton
es λ = 0 y xy = 0, de donde x = 0 ó y = 0. Luego, apare
en
las solu
iones:

x = 0, y = 9, z = 0, λ = 0

x = 9, y = 0, z = 0, λ = 0

b) Si z 6= 0, enton
es x = y 6= 0, y = z = x, de donde 3x = 9. Apare
e la

solu
ión:

x = 3, y = 3, z = 3, λ = 9

Caso zx = xy:

a) Si x = 0, enton
es zy = 0, de donde z = 0 ó y = 0. Luego, apare
en las

solu
iones:

x = 0, y = 9, z = 0, λ = 0

x = 0, y = 0, z = 9, λ = 0

b) Si x 6= 0, enton
es z = y 6= 0, y = z = x, de donde 3x = 9. Apare
e la

solu
ión:

x = 3, y = 3, z = 3, λ = 9

Se obtienen los puntos 
ríti
os:

(9, 0, 0); (0, 9, 0); (0, 0, 9); (3, 3, 3) .

Ahora analizamos el signo de d

2
L(a)R:

d

2
L(a)R=L�xxdx

2
+L�yydy

2
+L�zzdz

2
+2L�xydxdy+2L�yzdydz++2L�xzdxdz

Si 
al
ulamos las segundas derivadas:

L�xx=0; L�xy = z =L�yx

L�yy=0; L�xz = y =L�zx

L�zz=0; L�yz = x =L�zy

Sustituyendo en la segunda diferen
ial:

d

2
L(a)R= 2zdxdy+2xdydz+2ydxdz

Además, de 1.4, dφ = dx+ dy + dz = 0, de donde dx = −dy − dz.

Sustituyendo ésta expresión en la segunda diferen
ial:

d

2
L(a)R=-2zdy

2
-(2z-2x+2y)dydz-2ydz

2
.

Es de
ir, la matriz Hessiana en el punto (x,y,z), es:
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Hf |(x,y,z) =
(

−2z −(z − x+ y)
−(z − x+ y) −2y

)

(1.5)

En (9, 0, 0): Hf |(9,0,0) =
(

0 9
9 0

)

, ∆1 = 0, ∆2 < 0, luego es un punto de silla.

En (0, 9, 0): Hf |(0,9,0) =
(

0 −9
−9 −18

)

, ∆1 = 0, ∆2 < 0, luego es un punto de

silla.

En (0, 0, 9): Hf |(0,0,9) =
(

−18 −9
−9 0

)

, ∆1 < 0, ∆2 < 0, luego es un punto de

silla.

En (3, 3, 3): Hf |(3,3,3) =

(

−6 −3
−3 −3

)

, ∆1 < 0, ∆2 > 0, luego Hf |(3,3,3) es

de�nida negativa y este punto es un máximo relativo 
ondi
ionado.

Solu
ión:

P1(3, 3, 3), λ = 9, máximo relativo.

P2(9, 0, 0), λ = 0, punto de silla.

P3(0, 9, 0), λ = 0, punto de silla.

P4(0, 0, 9), λ = 0, punto de silla.

3. Cal
ular los extremos relativos de la fun
ión f(x, y, z) = x + y + 2z 
on las


ondi
iones:

{

3x2 + y2 = 12
x+ y + z = 2

Solu
ión:

P1(1, 3,−2), λ1 =
1
6 , λ2 = −2 mínimo relativo.

P1(−1−, 3, 6), λ1 =
−1
6 , λ2 = −2 máximo relativo.

4. Cal
ular (en unidades al 
uadrado) el área del re
tángulo de área máxima ins
rito

en la elipse x2 + 4y2 = 4 
on los lados paralelos a los ejes de la elipse.

Solu
ión:

A = 4u2.
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5. Dado el elipsoide de e
ua
ión x2 + 4y2 + z2 = 12, 
al
ular las dimensiones de

un ortoedro (paralepípedo re
tangular 
on las 
aras paralelas a los planos de

referen
ia) ins
rito en el elipsoide de forma que su volumen sea máximo.

Solu
ión:

x = 2, y = 1, z = 2, V = 32u3.

6. Determinar un triángulo isós
eles ins
rito en la elipse x2 + 3y2 = 12, siendo el

punto (0,−2) uno de los vérti
es, el lado desigual paralelo al eje OX y de tal

forma que su área sea máxima.

Solu
ión:

Vérti
es: (0,−2), (3, 1), (−3, 1); área= 9u2.

7. Determinar los extremos absolutos de la fun
ión f(x, y) = x2 + y2 en el 
ír
ulo

(x− 1)2 + (y − 1)2 ≤ 8.

Resolu
ión:

L = f(x, y) + λ(8− (x− 1)2 + (y − 1)2) = x2 + y2 + λ(8− (x− 1)2 + (y − 1)2).

L′
x = 0 : 2x− 2λ(x− 1) = 0

L′
y = 0 : 2y − 2λ(y − 1) = 0

De donde: λ = 2x
2(x−1) =

2y
2(y−1) , o equivalentemente: x(y− 1) = y(x− 1) ⇒ x = y.

Además: (x−1)2+(y−1)2 ≤ 8. Luego, (x−1)2+(x−1)2 ≤ 8 ⇒ −2 ≤ x−1 ≤ 2.

El 
onjunto de puntos 
ríti
os es el 
ompa
to R = {(x, y) : −1 ≤ x ≤ 3;−1 ≤ y ≤
3;x = y}. Por el teorema de Weierstrass, f 
ontinua en un 
ompa
to, al
anza su

valor máximo y su valor mínimo en él.

Analizando f(x, y) = x2 + y2 en R, vemos que f(0, 0) = 0, luego (0, 0) es un

mínimo absoluto y f(3, 3) = 18, luego (3, 3) es un máximo absoluto.

Solu
ión:

Mínimo absoluto: f(0, 0) = 0.

Máximo absoluto: f(3, 3) = 18.

8. ¾Cuáles deben ser las dimensiones de una pis
ina abierta, paralepípedo re
tangu-

lar, de una 
apa
idad de V = 4000 m3
, para que la super�
ie a embaldosar en la


onstru

ión de di
ha pis
ina sea mínima?

Solu
ión:

Largo: x = 20m, an
ho: y = 20m, profundidad: z = 10m. Super�
ie: 1200m2
.

9. Se desea re
ubrir 
on un aislante la super�
ie exterior en 
onta
to 
on el aire

de un depósito de (8000/3)π m3
de 
apa
idad. El depósito, apoyado en el suelo,
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está formado por una parte 
ilíndri
a y una bóveda semiesféri
a. El material para

aislar la super�
ie lateral 
ilíndri
a tiene un pre
io en el mer
ado de 10 euros/m2

y el pre
io 
orrespondiente para la super�
e esféri
a es de 20 euro/m2
.

Dimensionar el depósito de forma que el 
oste del aislamiento sea mínimo y 
al-


ular el pre
io total del aislante, sabiendo que el mínimo existe.

Nota: Fórmula del área de la super�
ie de una esfera 4πr2, siendo r el radio de la
esfera. Fórmula del volumen de una esfera:

4
3πr

3
, siendo r el radio de la esfera.

Solu
ión:

Dimensiones del 
ilindro: radio 10m, altura 20m.

Coste del re
ubrimiento: 8000π euros.

10. El reglamento postal de algunos países estipula que una 
aja paralepípeda pueda

enviarse por 
orreo si la longitud más el �eje es igual a 90cm. ¾Cuál es el máximo

volumen que puede enviarse?

Nota: El �eje es el perímetro de la se

ión de la 
aja perpendi
ular al lado más

largo. Entiéndase por longitud de la 
aja a la medida del lado más largo.

Solu
ión:

Dimensiones de la 
aja: largo x = 30u, an
ho y = 15u, alto z = 15u.

Volumen: V = 6750u3.

11. Desde el vérti
e de un 
ono re
to de se

ión 
ir
ular de radio R y altura H, se

deja 
aer una bola, a lo largo de la generatriz, 
on velo
idad 
onstante v que viene
dada por la e
ua
ión v = G2

, siendo G la longitud de la generatriz. Cal
ular,

utilizando el método de los multipli
adores de Lagrange, las dimensiones del 
ono

para que la velo
idad de 
aída sea mínima, sabiendo que el mínimo existe y que

el volumen del 
ono es

2000π
3 .

Nota: La fórmula del volumen de un 
ono de se

ión 
ir
ular es: v = πR2H
3 , donde

R es el radio y H es la altura del 
ono.

Solu
ión:

Dimensiones del 
ono: Radio R = 10
√
2, altura H = 10.

Velo
idad de la 
aída: V = 300.

12. Cal
ular los puntos donde la fun
ión f(x, y) = x3 + xy2 + 2x2 + 2y2 − 4x − 8
al
anza sus valores máximo y mínimo absoluto en el 
onjunto M = {(x, y) ∈ R2 :
x ≤ 1, y ≥ −2, x− y + 2 ≥ 0}.
Solu
ión:

Mínimo absoluto: f(−4,−2) = −32.

Máximo absoluto: f(1, 3) = 18.
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13. Hallar los extremos absolutos de la fun
ión f(x, y) = x2 + y2 − xy + x + y en el

re
into limitado por











x+ y ≥ −3
x ≤ y
y ≤ 0

Solu
ión:

Máximo absoluto: f(−3, 0) = 6.

Mínimo absoluto: f(−1,−1) = −1.

1.4. Tarea de aprendizaje

A la vista del número de alumnos en el grupo, repartir los ejer
i
ios de la se

ión

anterior, salvo el 2 y el 7, entre el grupo de estudiantes, de manera que 
ada grupo

trabaje un 
onjunto de ejer
i
ios y presente la resolu
ión 
ompleta ante sus 
ompañeros.
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Capítulo 2

Optimiza
ión no lineal

En este 
apítulo seguiremos estudiando el problema de la optimiza
ión de una fun-


ión real en general no lineal de varias variables, 
ondi
ionadas por la satisfa

ión de

una serie de 
ondi
iones o ligaduras adi
ionales. Lo haremos desde el punto de vista de

la Optimiza
ión Matemáti
a y para ello estudiaremos la formula
ión de un problema

de programa
ión (optimiza
ión) no lineal (PNL) en formato estándar.

La diferen
ia fundamental 
on las té
ni
as mostradas en el 
apítulo anterior, es

que en lugar de estar basadas en 
ál
ulo analíti
o (derivadas y diferen
iales), ahora

en
ontraremos la forma de implementar los pasos fundamentales de estas té
ni
as para

resolver los problemas mediante el uso de software de optimiza
ión eje
utado en un

ordenador.

La té
ni
a de resolu
ión más habitual de este tipo de problemas es el método de

Lagrange, introdu
ida en el 
apítulo anterior. Profundizaremos en el empleo análiti
o de

esta té
ni
a y analizaremos algunos de los in
onvenientes más habituales en el 
ará
ter

de la solu
ión en
ontrada. Mostraremos las interpreta
iones e
onómi
as de los multi-

pli
adores de Kuhn-Tu
ker. Para �nalizar el 
apítulo, des
ribiremos el manejo de una

herramienta de resolu
ión de problemas de programa
ión matemáti
a 
on ordenador: el

programa GAMS, General Algebrai
 Modelling System

Parte de las a�rma
iones que se ha
en en este 
apítulo y en los posteriores, tienen

su base en el Teorema de Weierstrass (Teorema 1.4), introdu
ido también en el 
apítulo

anterior.

Es importante re
ordar que este resultado garantiza la existen
ia de un óptimo,

pero no lo identi�
a. El análisis que se realiza es la búsqueda de puntos 
ríti
os x0, que
satisfa
en las 
ondi
iones de óptimo relativa o lo
almente. Estos valores se denominan

óptimos relativos o lo
ales. El siguiente resultado nos indi
a 
uándo podemos garantizar

que el óptimo lo
al (relativo) en
ontrado es un óptimo global (absoluto).

Teorema 2.1 (Teorema lo
al-global) Dado un problema de programa
ión

matemáti
a, donde el 
onjunto que de�ne la región fa
tible, S ⊂ IRn
, es 
onvexo y
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no va
ío, f : S ⊂ Rn → R y denotamos por f(x), x ∈ S a la fun
ión a optimizar,

enton
es se veri�
a:

1. Si f(x) es 
onvexa en S y tiene un mínimo lo
al en x0 ∈ S, enton
es tiene un

mínimo global en x0.

2. Si f(x) es estri
tamente 
onvexa en S y tiene un mínimo lo
al en x0 ∈ S, enton
es
tiene un mínimo global estri
to en x0.

3. Si f(x) es 
ón
ava en S y tiene un máximo lo
al en x0 ∈ S, enton
es tiene un

máximo global en x0.

4. Si f(x) es estri
tamente 
ón
ava en S y tiene un máximo lo
al en x0 ∈ S, enton
es
tiene un máximo global estri
to en x0.

Demostraremos el apartado 3. del teorema anterior y lo haremos por redu

ión

al absurdo, es de
ir partiremos de que no se veri�
a y veremos que se llega a una


ontradi

ión, luego el resultado ha de ser 
ierto. Lo haremos para el 
aso parti
ular de

f : S ⊂ R → R.
Sea f(x) una fun
ión 
ón
ava en S ⊂ R 
on un máximo lo
al en x0 y supongamos

que x0 no es máximo global. Es de
ir, existe otro valor x′ ∈ S tal que f(x′) > f(x0). Si
f(x) es 
ón
ava en S, se 
umple:

f(λx′ + (1 − λ)x0) ≥ λf(x′) + (1− λ)f(x0), ∀λ ∈ [0, 1]
Como f(x′) > f(x0), f(λx

′+(1−λ)x0) > λf(x0)+(1−λ)f(x0)) = f(x0), ∀λ ∈ [0, 1].
Luego 
on un valor de λ su�
ientemente pequeño, existe un nuevo valor x′′ = λx′+(1−
λ)x0 
er
a de x0, tal que f(x′′) > f(x0). Se dedu
e enton
es que x0 no es un máximo

lo
al. Llegamos, por tanto a una 
ontradi

ión, al negar la hipótesis de partida, luego

ésta debe ser 
ierta.

De ahora en adelante a la fun
ión real a optimizar, f , la denominaremos fun
ión

objetivo (f.o.) y a la región S de Rn
que de�ne el sistema de ligaduras la denominaremos

región fa
tible del problema.

A modo de resumen, observar que:

De�ni
ión 2.1 Un 
onjunto S ⊆ IRn
se di
e que es 
ompa
to si es 
errado y a
otado.

En parti
ular, las regiones fa
tibles de�nidas por la interse

ión de hiperplanos

de�nidos por desigualdades ≤, ≥, ó =, son 
errados. Además S es a
otado, si en él

todas las variables están a
otadas superior o inferiormente.

De�ni
ión 2.2 Diremos que la fun
ión f : S ⊂ R → R es 
ón
ava en S, si

f(λx+ (1− λ)x) ≥ λf(x) + (1− λ)f(x)
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∀λ ∈ [0, 1], ∀x ∈ S. Si la desigualdad es estri
ta la fun
ión se di
e estri
tamente 
ón
ava.

Diremos que la fun
ión f(x) es 
onvexa en S, si no es 
ón
ava.

Cuando trabajamos 
on fun
iones reales de varias variables, es de
ir f : S ⊂ IRn →
IR, se di
e que la fun
ión f es 
ón
ava, 
uando su matriz Hessiana aso
iada (matriz

de segundas derivadas par
iales introdu
ida en (1.1)) es semide�nida negativa (i.e.,

d2f() ≤ 0). Si di
ha matriz es de�nida negativa, la fun
ión f se di
e estri
tamente 
ón-


ava. Análogamente, si la matriz Hessiana aso
iada es semide�nida (de�nida) positiva,

f se di
e (estri
tamente) 
onvexa.

Re
ordar además el Criterio de Sylvester (Terorema 1.3) apli
ado en este 
aso a una

matriz 
uadrada (de orden n) simétri
a (por ser una forma 
uadráti
a) A, según el 
ual:

1. Si |A| 6= 0 y el determinante de todos sus menores prin
ipales (∆k, k = 1, ..., n)
es positivo, enton
es A es de�nida positiva.

2. Si |A| 6= 0 y el determinante de todos sus menores prin
ipales de orden impar

es negativo y el de los de orden par, positivo, es de
ir ((−1)k∆k, k = 1, ..., n) es
positivo, enton
es A es de�nida negativa.

3. Si el determinante de todos sus menores prin
ipales (∆k, k = 1, ..., n) es positivo
o 
ero, enton
es A es semide�nida positiva.

4. Si el determinante de todos sus menores prin
ipales de orden impar es negativo o


ero y el de los de orden par, positivo o 
ero, es de
ir ((−1)k∆k, k = 1, ..., n) es
positivo o 
ero, enton
es A es semide�nida negativa.

5. Si |A| 6= 0 y no se 
umple ni 1. ni 2. o si no se 
umple ni 3. ni 4., enton
es A es

inde�nida.

Las regiones fa
tibles de�nidas 
omo interse

ión de hiperplanos de�nidos por in-

e
ua
iones lineales son polítopos y por lo tanto 
onjuntos 
onvexos. De a
uerdo 
on la

de�ni
ión de fun
ión 
ón
ava y 
onvexa, las fun
iones lineales son 
ón
avas y 
onvexas

a la vez.

A los problemas de programa
ión no lineal que satisfa
en las 
ondi
iones del Teorema

lo
al-global (2.1), se les denomina problemas 
onvexos.

2.1. Problemas no lineales en formato estándar

Comenzaremos por de�nir qué se entiende por formato estándar de un problema de

optimiza
ión no lineal. Si es un problema de maximiza
ión, la forma estándar es:

Maximizar f(x1, ..., xn)

s.a

φi(x1, ..., xn) ≤ bi
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i = 1, ...,m, x ∈ IRn

Alternativamente, si es de minimiza
ión:

Minimizar f(x1, ..., xn)

s.a

φi(x1, ..., xn) ≥ bi

i = 1, ...,m, x ∈ IRn

donde las fun
iones f y φ son de 
lase C2
es de
ir 
ontinuas y diferen
iables hasta el

segundo orden. Así pues el formato estándar de un PNL es de maximizar 
on 
ondi
iones

de ligadura que se satisfa
en 
on desigualdad ≤ o minimizar 
on 
ondi
iones de ligadura

que se satisfa
en 
on desigualdad ≥.
Estable
eremos a 
ontinua
ión las 
ondi
iones que debe de 
umplir un punto para ser

punto 
ríti
o en un PNL en fomato estándar y enun
iaremos las 
ondi
iones ne
esarias

y su�
ientes de óptimo global.

De�ni
ión 2.3 (Fun
ión Lagrangeana) Dado un PNL en formato estándar, re
or-

damos que de�nimos 
omo fun
ión lagrangeana del problema a la fun
ión:

L : IRn+m =⇒ IR

L(x, λ) = f(x) + λ1(b1 − φ1(x)) + ...+ λm(bm − φm(x))

λi ≥ 0,∀i = 1, ...,m

Enton
es, en problemas de maximiza
ión en formato no estándar, los multipli-


adores aso
iados a restri

iones de igualdad o desigualdad de mayor o igual, podrán

ser respe
tivamente sin signo o negativos (≤ 0). En problemas de minimiza
ión en

formato no estándar, los multipli
adores aso
iados a restri

iones de igualdad o de-

sigualdad de menor o igual, podrán ser respe
tivamente sin signo o negativos (≤ 0).

De�ni
ión 2.4 (Puntos de Kuhn-Tu
ker) Dado un PNL en formato estándar, un

punto (x∗, λ∗) se di
e de K-T si 
umple las siguientes 
ondi
iones:

1.

∂L(x∗,λ∗)
∂xi

= 0,∀i = 1, ..., n (punto 
ríti
o)

2. λ∗
j(bj − φj(x

∗)) = 0, ∀j = 1, ....,m (holgura 
omplementaria)

3. λ∗
j ≥ 0, ∀j = 1, ....,m (signo)

4. φj(x
∗) ≤ bj, ∀j = 1, ....,m ( ≥, si es el 
aso) (fa
tibilidad)
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A los valores de λ∗
j (multipli
adores de Lagrange) utilizados en este tipo parti
ular de

problemas de optimiza
ión no lineal se les llama multipli
adores de Kuhn-Tu
ker.

Es de
ir los puntos de Kuhn-Tu
ker, son las solu
iones del sistema 
orrespondiente al

de�nido en (1.3). En la prá
ti
a 
onviene seguir el orden de 
omproba
ión: (fa
tibilidad),

(holgura-
omplementaria), (punto 
ríti
o) y (signo).

De�ni
ión 2.5 (Cuali�
a
iones de restri

iones) Se denominan a las siguientes:

1. No hay restri

iones

2. Las restri

iones son lineales

3. Satisfa
en las siguientes 
ondi
iones de regularidad: Todo punto x∗ fa
tible del

PNL es regular, esto es: es fa
tible interior o los gradientes de las restri

iones

a
tivas en x∗, forman un 
onjunto de ve
tores linealmente independientes.

Proposi
ión 2.1 (Condi
ión ne
esaria K-T) Consideremos un problema de pro-

grama
ión no lineal en el que tanto la fun
ión objetivo 
omo las restri

iones sean

de 
lase C2
y se 
umpla una 
uali�
a
ión de restri

iones. Enton
es, para todo óptimo

lo
al x∗ del problema, existe un ve
tor de multipli
adores λ∗
, tal que (x∗, λ∗) es un punto

de K-T.

Proposi
ión 2.2 (Condi
ión su�
iente K-T) Consideremos un problema de pro-

grama
ión no lineal en el que tanto la fun
ión objetivo 
omo las restri

iones sean

de 
lase C2
, 
on región fa
tible 
onvexa. Se veri�
a que:

1. Si la f.o. es (estri
tamente) 
onvexa y el problema es de minimiza
ión, enton
es

todo punto de K-T es un mínimo global (estri
to).

2. Si la f.o. es (estri
tamente) 
ón
ava y el problema es de maximizar, enton
es todo

punto de K-T es un máximo global (estri
to).

Si todos los puntos fa
tibles satisfa
en una 
uali�
a
ión de restri

ión, enton
es los

puntos de K-T re
ogen a todos los 
andidatos a óptimo global, aunque éste puede no

existir.

En general, no podemos a�rmar que todo punto de K-T sea una solu
ión óptima.

Puede su
eder que un punto de K-T no sea óptimo global o in
luso lo
al del problema.

Para que se 
umpla la 
ondi
ión su�
iente de K-T no se requiere una 
uali�
a
ión

de restri

iones.

En el 
apítulo anterior vimos 
ómo 
ombinando la 
ondi
ión ne
esaria de K-T, es

de
ir una vez en
ontradas las solu
iones del sistema (1.3), y el Teorema de Weierstrass,

obtuvimos un pro
edimiento para obtener óptimos globales en problemas no 
onvexos


on regiones fa
tible 
ompa
tas.

16



El razonamiento es el mismo que se emplea ahora: por el Teorema de Weierstrass,

sabemos que un PNL en forma estándar 
on región fa
tible no va
ía y a
otada (
om-

pa
ta) tiene garantizada la existen
ia de óptimo global. Si además se 
umple alguna


uali�
a
ión de restri

iones, ese óptimo global, por la 
ondi
ión ne
esaria será un pun-

to de K-T. Así pues, nuestro pro
edimiento 
onsistirá en: a) 
al
ular todos los puntos

de K-T, b) evaluar en ellos la f.o. y, 
) quedarnos 
on el que nos propor
ione el óptimo.

Ejemplo 2.1 Anali
emos ahora el problema (pág. 51 de B. Font(2006)) :

Opt x2 + y2

s.a x+ y ≤ 5

x− y ≤ 0

x ≥ 0

Lo primero que observamos en el problema es:

1. La f.o. es 
onvexa. La matriz hessiana es una matriz diagonal (2, 2) 
on determi-

nante positivo, luego es una matriz de�nida positiva. A su vez la región fa
tible

es un polítopo, luego es una región 
onvexa.

2. El problema de minimiza
ión es un problema 
onvexo y se puede apli
ar la 
ondi-


ión su�
iente de mínimo global.

3. El problema de maximiza
ión no es un problema 
onvexo, pues para ello, la f.o.

debería ser 
ón
ava, y por lo tanto no se puede apli
ar la 
ondi
ión su�
iente de

máximo global.

4. La región fa
tible es no va
ía, 
errada y a
otada, y la f.o. es 
ontinua en S, por

ser un polinomio. Luego estamos en las 
ondi
iones del teorema de Weierstrass y

la fun
ión tiene un máximo y un mínimo global en S.

5. El problema se puede representar y resolver grá�
amente en el plano, obteniéndose

el mínimo global en (0, 0) y el máximo global en (0, 5).

Analíti
amente podemos llegar al mismo resultado, ver Ejer
i
io 3.

2.2. Interpreta
ión de los multipli
adores K-T

En mu
hos problemas reales, los 
oe�
ientes de la f.o. y/o restri

iones del modelo no

son 
ono
idos 
on exa
titud o pueden variar. El teorema de la envolvente que veremos

a 
ontinua
ión, nos indi
a 
ómo varía la fun
ión objetivo en el óptimo para varia
iones

pequeñas en uno o varios elementos del problema. Analizamos a 
ontinua
ión el prob-

lema de maximiza
ión, aunque los resultados son igualmente válidos para un problema

de minimiza
ión.
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De�ni
ión 2.6 (Fun
ión valor) Se 
onsidera el PNL:

Maximizar f(x1, ..., xn, α1, ..., αk) (2.1)

s.a

φi(x1, ..., xn, α1, ..., αk) ≤ 0

i = 1, ...,m, x ∈ IRn

donde f, φ1, ..., φm son fun
iones de 
lase C2
, siendo x = (x1, ..., xn) el ve
tor de vari-

ables de de
isión y α = (α1, ..., αk) el ve
tor de parámetros, (pueden ser 
oe�
ientes

de la f.o, 
oe�
ientes de las restri

iones o términos independientes de las mismas) del

modelo. Es de
ir, k = n+ n ·m+m.

Sea A ⊂ IRk
un 
onjunto abierto y supongamos que existe ∀α ∈ A x∗(α) = (x∗1(α), ..., x

∗
n(α))

solu
ión óptima del problema (2.1), en la que se veri�
an las 
ondi
iones de K-T 
on

multipli
adores de Lagrange aso
iados:

λ∗ = (λ∗
1(α), ..., λ

∗
m(α))

Enton
es la fun
ión lagrangeana aso
iada al problema (2.1), es:

L(λ, x, α) = f(x, α) +
m
∑

i=1

λi(0− φi(x, α)) =

= f(x, α)−
m
∑

i=1

λiφi(x, α)

siendo λ = (λ1, ..., λm).
Se de�ne además la fun
ión valor, o fun
ión objetivo indire
ta 
omo:

V (α) = f((x∗1(α), ..., x
∗
n(α), α) = (2.2)

= L(λ∗, x∗, α)

Teorema 2.2 (Teorema de la envolvente) Dado el problema (2.1) y las 
ondi
iones

de la De�ni
ión 2.6, siendo (2.2) la fun
ión valor del problema, enton
es se veri�
a,

∀αj, j = 1, ..., k:

∂V (α)

∂αj

=
∂L(λ∗(α), x∗(α), α)

∂αj

=

=
∂f(x∗(α), α)

∂αj
−

m
∑

i=1

λi(α)
∂φi(x

∗(α), α)
∂αj

Un 
aso parti
ular del teorema anterior resulta al estudiar 
ómo varía la f.o. de un

problema ante pequeños 
ambios en los términos independientes de las restri

iones.

18



Para obtener el resultado basta 
on 
onsiderar f(x, α = bi) 
omo f(x), de donde

∂f(x∗,bi)
∂bi

= ∂f(x∗)
∂bi

= 0; siendo φi(x, α = bi) = φi − bi, ∀i = 1, ...,m. En este 
aso,

si x∗ representa un óptimo del PNL diferen
iable 
on multipli
ador de K-T aso
iado

(λ1, ..., λm), se 
umple por el Teorema de la envolvente:

∂V (b)

∂bi
= −λi(−1) = λi

Es de
ir, el multipli
ador nos da la tasa marginal de varia
ión en la f.o. ante una

pequeña varia
ión del 
orrespondiente término independiente. O lo que es lo mismo:

△V = △f ≈ λi△bi

Si la i-ésima restri

ión, no está saturada, i.e. no se al
anza 
on igualdad en el

óptimo, enton
es la 
ondi
ión de holgura 
omplementaria impli
a que λi = 0, y por lo

tanto una varia
ión del término independiente 
orrespondiente, bi, no altera el valor de

la f.o. en el óptimo. Si la i-ésima restri

ión, está saturada, i.e. se al
anza 
on igualdad

en el óptimo y λi = 0, no tenemos informa
ión sobre el 
omportamiento de la f.o. en el

óptimo al variar ligeramente el término independiente bi.

Ejemplo 2.2 Considera el problema del 
onsumidor de�nido en pág. 17 de B. Font(2006):

Las preferen
ias de un 
onsumidor respe
to al 
onsumo de dos bienes x e y se pueden

representar mediante la fun
ión de utilidad U1. Sabiendo que los pre
ios unitarios de es-

tos bienes son 1 y 2 u.m. respe
tivamente y la renta disponible es de 10 u.m. Determina

la 
antidad que debe adquirir este 
onsumidor para maximizar su utilidad. El problema

se formula 
omo un modelo no lineal,

máxU1 = x+ 4
√
y (2.3)

s.a

x+ 2y ≤ 10

x, y ≥ 0

Observar que el máximo global del problema es (x∗, y∗) = (8, 1), 
on una utilidad

máxima de U∗
1 = 12, y λ = 1.

Anali
emos 
uál es la utilidad máxima aproximada si el pre
io del primer bien, p1
aumenta en 0.1 u.m.

Construimos la fun
ión lagrangeana:

L(λ, x, y, p1) = x+ 4
√
y + λ(10 − p1x− 2y)

Apli
ando el teorema de la envolvente:

∂V (p1)

∂p1
= −λx∗ = −1 · 8 = −8
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es de
ir △V = △U1 ≈ −8△p1. Si △p1 = 0,1, △U1 = −0,8. La varia
ión será de

disminu
ión en 0.8 u.m. Por lo tanto la nueva f.o. será de U∗ = 11,2.

Ejemplo 2.3 Consideremos ahora, en el problema del 
onsumidor del ejemplo anterior,

la fun
ión de utilidad U2 = 4x + y2. Vamos a ver qué efe
to tiene sobre la utilidad el

aumento de 0.1 u.m. del pre
io del segundo bien.

El máximo global del problema es (x∗, y∗) = (10, 0), U∗
2 = 40, y λ = 4.

Construimos la fun
ión lagrangeana:

L(λ, x, y, p2) = 4x+ y2 + λ(10 − p1x− p2y)

Apli
ando el teorema de la envolvente:

∂V (p2)

∂p2
= −λ∗y∗ = −4 · 0 = 0

es de
ir △V = △U2 ≈ 0. La varia
ión será despre
iable si se in
rementa el pre
io del

segundo bien.

Ejemplo 2.4 Por último vamos a analizar qué efe
to tendría sobre la fun
ión de util-

idad U2, una disminu
ión simultánea de los pre
ios de los dos bienes en 0.1 u.m.

Re
ordemos que el máximo global del problema es (x∗, y∗) = (10, 0), U∗
2 = 40, y

λ = 4. Apli
ando el teorema de la envolvente:

∂V (p1)

∂p1
= −λ∗x∗ = −4 · 10 = −40

∂V (p2)

∂p2
= −λ∗y∗ = −4 · 0 = 0

Teniendo en 
uenta que dV = ∂V (p1)
∂p1

dp1 + ∂V (p2)
∂p2

dp2, el efe
to 
onjunto de una

disminu
ión del pre
io de 0.1 u.m. de ambos bienes, supondría △V = △U2 ≈ −40 ·
(−0,1) + 0 · (−0,1) = 4, i.e., un in
remento de 
uatro unidades en la utilidad.

2.3. Resolu
ión numéri
a de problemas de programa
ión

no lineal

Como hemos di
ho al 
omienzo de la materia, utilizaremos el programa GAMS para

la resolu
ión de problemas de programa
ión matemáti
a, tanto no lineal 
omo lineal.

Este programa, desarrollado ini
ialmente por té
ni
os del Ban
o Mundial para eval-

uar los modelos de 
re
imiento de países en vías de desarrollo, ha sido ampliado para

resolver un gran número de problemas y dispone de una versión demo gratuita.

Para poder des
argarte esta versión, debes 
one
tarte a la dire

ión:
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http://www.gams.
om/download

y bajarte la versión ade
uada a tu ordenador. A
tualmente está disponible la versión

23.5.2 para Windows. El pro
eso de des
arga dura unos minutos, y al �nal el �
hero

eje
utable windows_x86_32.exe, es guardado en tu máquina. Si 
li
as dos ve
es sobre

di
ho nombre, se produ
e la instala
ión automáti
amente en el lugar ade
uado, y es

visible un i
ono en tu es
ritorio.

Para que GAMS fun
ione 
orre
tamente, debemos 
rear un proye
to. El proye
to es

un ar
hivo de extensión .qpr que estable
e un enla
e 
on el dire
torio de trabajo. Para


rear un proye
to, 
li
ar en el i
ono de GAMS, y a
to seguido File->Proje
t->New

Proje
t. Al proye
to hay que darle un nombre. En nuestro 
aso y a la vista del ejemplo

de ensayo, el nombre de proye
to elegido es horno.

Una vez 
reado el proye
to, debemos generar un �
hero 
on los datos del problema.

Debe ser un �
hero 
on extension .gms y 
on una estru
tura parti
ular. Este �
hero

debe estar situado en nuestro dire
torio de trabajo. Nosotros utilizaremos uno ya 
reado,

horno.gms. Para 
rear este �
hero, File->Open, ir al dire
torio de trabajo y abrir ahí

el �
hero. Guardar antes de salir.

El programa GAMS tiene implementados distintos solvers, o algoritmos de resolu-


ión. Cuando se eje
uta GAMS por primera vez, el programa pide sele

ionar de una

tabla 
uáles van a ser los solvers por defe
to a utilizar en la solu
ión de 
ada problema

tipo.

Para eje
utar el programa GAMS y resolver el problema, desde el �
hero .gms,

sele

ionar File->Run. Esto, genera un �
hero .lst, 
on la solu
ión del problema.

Vamos a ver el pro
eso 
ompleto en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.5 Un horno-
afetería ofre
e a sus 
lientes tres tipos de bollería: galletas,

madalenas y panquemados que elabora artesanalmente en su obrador. En la elabora
ión

de estos produ
tos se emplean harina, azú
ar y a
eite en las siguientes propor
iones:

Harina Azú
ar A
eite

Galletas 6 2 1

Madalenas 4 8 2

Panquemado 8 3 1

Además junto al agua y levadura ne
esarias en el pro
eso de amasado y fermenta
ión,

respe
tivamente de la masa, se añaden 1 huevo y 130 ml. de le
he (aproximadamente

medio vaso) por kg. de masa de galletas, 2 huevos por kg. de masa de madalenas y 3

huevos por kg. de masa de panquemados.

Para la produ

ión semanal disponemos de 125kg. de harina, 60kg. de azu
ar, 20

litros de a
eite (la densidad del a
eite es de 0.92 kg./l.), 12 litros de le
he y 8 do
enas

de huevos.

La empresa es 
ono
ida por sus panquemados que representan al menos el 40% de

su produ

ión de bollería, mientras que los otros produ
tos representan al menos el 10%
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del total.

Sabemos que la fun
ión de ingresos semanales de la empresa es x2+2y2+3z2−4yz
donde x, y, z son las 
antidades produ
idas en kg. de galletas, madalenas y panquemados,

respe
tivamente y los 
ostes de produ

ión por kg. son de 1.5 euros por kg. de galleta,

1.8 euros por kg. de madalena y 1.4 euros por kg. de panquemado.

Si el objetivo de la empresa es maximizar el bene�
io semanal, ¾qué 
antidad debe

fabri
ar semanalmente la empresa de 
ada produ
to?

A partir del enun
iado del problema, el planteamiento matemáti
o del mismo es:

máxB = x2 + 2y2 + 3z2 − 4yz − (1,5x+ 1,8y + 1,4z) (2.4)

s.a. : (
6

9
)x+ (

4

14
)y + (

8

12
)z ≤ 125 (2.5)

(
2

9
)x+ (

8

14
)y + (

3

12
)z ≤ 60 (2.6)

(
1

9
)x+ (

2

14
)y + (

1

12
)z ≤ 20 · 0,92 (2.7)

z − 0,4(x+ y + z) ≥ 0 (2.8)

(x+ y)− 0,1(x+ y + z) ≥ 0 (2.9)

x, y, x ≥ 0 (2.10)

Donde x, y, z son los kg. elaborados semanalmente por el horno de galletas, madale-

nas y panquemados, respe
tivamente. Las variables del problemas son todas 
ontinuas

positivas, las restri

iones lineales y la f.o. no lineal. Es un problema de programa
ión

no-lineal.

Atendiendo a las ne
esidades de GAMS, debemos editar un �
hero 
on el 
ódigo

de des
rip
ión del problema, horno.gms. En él, hemos de espe
i�
ar en el Bloque de

variables, las que apare
en en el problema,

VARIABLES X,Y,Z,B ;

y el tipo de variable. Por defe
to, se 
onsideran 
ontinuas y libres,

POSITIVE VARIBLES X, Y, Z;

y las 
otas, si fuese ne
esario, 
on las senten
ias X.LO = 2 (para es
ribir x ≥ 2) o

Y.UP = 5 (para es
ribir y ≤ 5).
También en este bloque, se puede introdu
ir el punto ini
ial de arranque del algo-

ritmo. Por defe
to toma el (0, 0, 0). Nosotros le daremos el (10, 0, 10).
X.L= 10; Y.L=0; Z.L= 10;

En el Bloque de e
ua
iones, re
uerda que si quieres introdu
ir una poten
ia entera

y no está 
laro que la poten
ia sea positiva, debe usarse la fun
ión: POWER(base,

poten
ia).

En nuestro ejemplo hay 5 e
ua
iones:

EQUATIONS BENEF, HARINA, ACEITE, ESTR1, ESTR2;
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Se des
riben a 
ontinua
ión 
ada una de ellas:

BENEF.. B =e= POWER(X,2)+2*POWER(Y,2)+3*POWER(Z,2)-4*Y*Z-1.5*X-

1.8*Y-1.4*Z ;

HARINA.. (6/9)*X+ (4/14)*Y +(8/12)*Z =l= 125;

AZUCAR.. (2/9)*X+ (8/14)*Y +(3/12)*Z =l= 60;

ACEITE.. (1/9)*X+ (2/14)*Y +(1/12)*Z =l= 20*0.92;

ESTR1.. Z-0.40*(X+Y+Z) =g= 0;

ESTR2.. (X+Y)-0.10*(X+Y+Z) =g= 0;

Posteriormente se nombra el modelo

MODEL HORNO /ALL/ ;

Y se des
ribe el tipo de optimiza
ión ne
esaria:

SOLVE HORNO USING NLP MAXMIZING B ;

Todo ello, debe ser editado en el �
hero horno.gms.

Variables x, y, z, b;

Positive Variables x, y,z ;

Equations Benef, harina, azu
ar, a
eite, estr1, estr2;

BENEF.. B =e= POWER(X,2)+2*POWER(Y,2)+3*POWER(Z,2)

-4*Y*Z-1.5*X-1.8*Y-1.4*Z ;

HARINA.. (6/9)*X+ (4/14)*Y +(8/12)*Z =l= 125 ;

AZUCAR.. (2/9)*X+ (8/14)*Y +(3/12)*Z =l= 60 ;

ACEITE.. (1/9)*X+ (2/14)*Y +(1/12)*Z =l= 20*0.92 ;

ESTR1.. Z-0.40*(X+Y+Z) =g= 0 ;

ESTR2.. (X+Y)-0.10*(X+Y+Z) =g= 0 ;

MODEL HORNO /ALL/ ;

SOLVE HORNO USING NLP MAXMIZING B ;

Observa que GAMS no diferen
ia entre mayús
ulas y minús
ulas, por lo que puedes

emplear 
ualquiera de las dos posibilidades o mez
larlas.
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Cuando se 
orre GAMS, sobre el 
ódigo anterior, se genera el �
hero horno.lst.

Si probamos 
on distintos puntos de arranque, obtenemos los resultados que apare
en

en la siguiente tabla:

P. de arranque Sumario|Solver Optimo

[1] (0, 10, 0) Lo
. optimal x = y = z = 0, b = 0
[2] (10, 0, 10) Lo
. optimal x = 18,75, y = 0, z = 168,45, b = 85516,875
[3] (0, 0, 10) Lo
. optimal x = y = z = 0, b = 0
[4] (10, 10, 10) Lo
. optimal x = 18,75, y = 0, z = 168,45, b = 85516,875
[5] (0, 100, 0) Lo
. optimal x = y = z = 0, b = 0
[6] (0, 100, 100) Lo
. optimal x = 18,75, y = 0, z = 168,45, b = 85516,875
[7] (100, 100, 0) Lo
. optimal x = y = z = 0, b = 0
[8] (100, 100, 100) Lo
. optimal x = 18,75, y = 0, z = 168,45, b = 85516,875

A la vista de los resultados, hemos obtenido dos óptimos lo
ales. El mejor de los

dos, 
onsiste en fabri
ar 18.75 kg. de galletas y 168.75 kg. de panquemados y no fabri
ar

madalenas. El bene�
io semanal será de 88516.875 euros. En la prá
ti
a, di
ha solu
ión

supone 
onsumir toda la harina disponible, sobrando 13.646 kg. de azu
ar y 2.45 litros

de a
eite (2.254 kg.).

Galletas y madalenas suponen exá
tamente el 10% de la produ

ión.

En 
uanto a la solu
ión óptima del problema, la región fa
tible es 
onvexa, pero la

fun
ión objetivo no es 
ón
ava (es estri
tamente 
onvexa en IR3
).

▽B(x, y, z) = (2x− 1,5, 4y − 4z − 1,8, 6z − 4y − 1,4)

HB(x, y, z) =







2 0 0
0 4 −4
0 −4 6







En 
onse
uen
ia no se puede apli
ar el teorema de lo
al-global y no se puede garan-

tizar que el óptimo lo
al sea global. Lo úni
o que se puede 
on
luir, apli
ando el teorema

de Weierstrass, es que el problema es a
otado. Efe
tivamente, la región fa
tible es 
er-

rada, a
otada y la fun
ión de bene�
ios 
ontinua en ella. Por lo tanto la fun
ión B,

al
anza un máximo (y un mínimo global en ella).

Por último, analizamos la siguiente 
uestión: Imagina que la empresa puede 
omprar

al mismo pre
io un kilo más de materia prima, ¾qué debería 
omprar?

Analizando los multipli
adores de Kuhn-Tu
ker, de la mejor solu
ión en
ontrada:

λharina = 1370,385, λazucar = λaceite = λe1 = 0, λe2 = −975,1
De a
uerdo 
on ellos, 
eteris paribus, un kilo más de harina representa aproximada-

mente un aumento de 1370.38 euros de bene�
io. Sin embargo aumentar las 
ompras

de azú
ar o a
eite no modi�
aría el bene�
io. Con
lusión, 
omprar más harina.
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Por último, ¾qué efe
to tendría sobre el bene�
io aumentar un 5% la produ

ión

mínima de galletas y madalenas?

Para responder a esta pregunta deberíamos introdu
ir las restri

iones de produ

ión

en términos de por
entages:

ESTR1.. Z/(X+Y+Z) =g= 0.4;

ESTR1.. (X+Y)/(X+Y+Z) =g= 0.1;

y resolver de nuevo el problema para el mismo punto de arranque de la solu
ión óptima

anterior.

Obtendremos los multipli
adores:

λharina = 1370,385, λazucar = λaceite = λe1 = 0, λe2 = −1,828 · 105
Así un aumento del 5% en la produ

ión mínima de ambos produ
tos, nos llevaría

a △be2 = −1,828 · 105 · 0,05 = −9140 euros de disminu
ión en los bene�
ios.

2.4. Ejer
i
ios

1. Resuelve el problema:

máx x+ y

s.a x2 + y2 ≤ 4

Solu
ión:

(x1, y1) = (
√
2,
√
2) es máximo global.

2. Resuelve el problema:

máx x+ y

s.a x2 + y2 = 4

Solu
ión:

(x1, y1) = (
√
2,
√
2) es máximo global.

3. Resuelve el problema:

Opt x2 + y2

s.a x+ y ≤ 5

x− y ≤ 0

x ≥ 0

Resolu
ión:

Problema de Maximiza
ión:

L = x2 + y2 + λ1(5− x− y) + λ2(−x+ y) + λ3x
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El sistema a satisfa
er, será:

L′
x = 0 : 2x− λ1 − λ2 + λ3 = 0

L′
y = 0 : 2y − λ1 + λ2 = 0

λ1(5− x− y) = 0

λ2(−x+ y) = 0

λ3x = 0

λ1, λ2, λ3 ≥ 0

x+ y ≤ 5

x− y ≤ 0

x ≥ 0

a) Si x = 0, enton
es λ2y = 0, y −λ1 − λ2 + λ3 = 0. Además 0 ≤ y ≤ 5.

1) Si y = 0, enton
es −λ1 + λ2 = 0, −2λ1 + λ3 = 0 y 5λ1 = 0; de donde:
λ1 = λ2, λ3 = 2λ1 y λ1 = 0.
El punto (0, 0, 0, 0, 0) es K-T.

2) Si y 6= 0, enton
es λ2 = 0, −λ1+λ3 = 0 y 2y−λ1 = 0; de donde: λ3 = λ1

e y = 1
2λ1 6= 0. Por tanto, si λ1(5− y) = 0, 5 = 1

2λ1 y λ1 = 10.
El punto (0, 5, 10, 0, 10) es K-T.

b) Si x 6= 0, enton
es, λ3 = 0, 2x − λ1 − λ2 = 0 y 2y − λ1 + λ2 = 0 de donde:

λ1 = x+ y 6= 0. Además, si λ1(5− x− y) = 0, y λ1 6= 0, x+ y = 5 = λ1.

Si λ2(−x+ y) = 0, y x = 5− y, λ2(2y − 5) = 0.

1) Si λ2 = 0, de 2y − 5 + λ2 = 0, y = 5
2 .

2) Si λ2 6= 0, enton
es 2y − 5 = 0, y = 5
2 y λ2 = 0. Luego esta situa
ión es

imposible.

El punto (52 ,
5
2 , 5, 0, 0) es K-T.

En el problema de maximiza
ión la f.o. no es 
ín
ava, pero es 
ontinua 
on región

fa
tible 
ompa
ta. Además 
omo las 
ondi
iones son lineales, se 
umple la 
uali-

�
a
ión de restri

ión. Por el teorema de Weierstrass, el máximo será aquél valor

K-T, en el que la f.o. al
na
e el valor más elevado, es de
ir, el punto (0, 5) es un
máximo global del problema.

Problema de Minimiza
ión:

L = x2 + y2 − λ1(5− x− y)− λ2(−x+ y)− λ3x

El sistema a satisfa
er, será:

L′
x = 0 : 2x+ λ1 + λ2 − λ3 = 0

L′
y = 0 : 2y + λ1 − λ2 = 0
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λ1(5− x− y) = 0

λ2(−x+ y) = 0

λ3x = 0

λ1, λ2, λ3 ≥ 0

x+ y ≤ 5

x− y ≤ 0

x ≥ 0

a) Si x = 0, enton
es λ1 + λ2 − λ3 = 0, λ1(5 − y) = 0 y λ2y = 0. Además

0 ≤ y ≤ 5.

1) Si y = 0, λ1 = λ2 = λ3 = 0.
El punto (0, 0, 0, 0, 0) es K-T.

2) Si y 6= 0, enton
es λ2 = 0, 2y+λ1 = 0. Absurdos, puesto que y y λ1 ≥ 0.

b) Si x 6= 0, enton
es λ3 = 0.

1) Si y = 0, enton
es λ2 = 0 y 2x + λ1 = 0. Absurdos, puesto que x y

λ1 ≥ 0.

2) Si y 6= 0, enton
es 2x+2y+2λ1 = 0. Absurdo, puesto que x, y y λ1 ≥ 0.

Se trata de un problema 
onvexo; luego el úni
o punto de K-T, (0, 0, 0, 0, 0), es el
mínimo global del problema.

Solu
ión:

(x1, y1) = (0, 5) es el máximo global del problema.

(x2, y2) = (0, 0) es el mínimo global del problema.

4. Dado el siguiente problema de programa
ión no lineal:

mı́n(x+ 3y)(y − x) + z2

s.a. 2x+ 3y + z ≤ 12

−y + z = 4

x, y ≥ 0

a) Es
ribe las 
ondi
iones de K-T de este problema.

b) Demuestra que los puntos (0, 0, 4) y (4, 0, 4) son puntos de K-T del problema.


) ¾ Puedes utilizar la 
ondi
ión su�
iente de K-T para 
on
luir que son mínimos

globales del problema? ¾ Pueden ser los dos puntos mínimos globales del

problema?

d) Demuestra que el punto (4, 0, 4) es un mínimo global estri
to del problema.
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Solu
ión: (4, 0, 4) es un mínimo global estri
to del problema.

5. Dado el siguiente problema de programa
ión:

máx 4x− 4y + 4z − 40

s.a. x2 + y2 + z2 = 20

a) Apli
a el Teorema de Weierstrass.

b) Obtén los puntos de K-T de este problema.


) ¾ Puedes utilizar la 
ondi
ión su�
iente de K-T para 
on
luir que son mínimos

globales del problema? ¾ Porqué?

d) Utilizando los apartados anteriores, ¾qué se sabe de la solu
ión de este prob-

lema?

Solu
ión: (
√

20
3 ,−

√

20
3 ,
√

20
3 ) es un máximo global del problema.

6. Considera el siguiente problema de programa
ión:

Opt x2 + y2

s.a. x2 + y2 ≤ 20

x2 − y ≥ 0

x, y ≥ 0

a) Es
ribe el 
onjunto que representa la región fa
tible del problema y propón

una solu
ión fa
tible interior, una solu
ión fa
tible frontera y una solu
ión

infa
tible.

b) Estudia si el 
onjunto de solu
iones fa
tibles, S, es 
ompa
to y/o 
onvexo.


) Estudia si los puntos (0, 0), (2, 1) y (2, 4) son regulares.

d) Resuelve grá�
a y analíti
amente los problemas de maximizar y minimizar

y 
lasifí
alos atendiendo a su estru
tura y solu
ión.

Solu
ión:

(0, 0) es el mínimo global de problema. Hay un máximo global múltiple en el


onjunto de puntos: x2 + y2 = 20, x2 ≥ y, y ≥ 0.

7. Dado el siguiente problema de programa
ión no lineal:

mı́nx2 + y2

s.a. x ≤ 1

x+ y ≥ 0

y ≤ 0
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a) Es
ribe las 
ondi
iones de K-T de este problema.

b) Estudia si los puntos (0, 0), (1, 1) y (1, 0) son puntos de K-T del problema.


) Razona si estos son o no óptimos globales del problema.

Solu
ión:

(0, 0) es el mínimo global de problema.

8. Un agen
ia de viajes que gestiona tres modelos de viajes por Europa: Fran
ia,

Centro Europa e Italia, se plantea determinar la 
antidad óptima de viajes a

ofertar este año 
on el �n de minimizar 
ostes y satisfa
er la demanda prevista. Si

denotamos por F , CE e I, al número de plazas de viajes ofertados a los distintos

destinos, se sabe que los 
ostes son:

Coste �jo total: 4000 euros

Coste variable por viajar a Fran
ia: 10 · F + CE euros

Coste variable por viajar a 
entro Europa: 2 · F + 10 · CE euros

Coste variable por viajar a Italia: 8 · I euros

Después de un estudio de mer
ado, la agen
ia ha llegado a la 
on
lusión de que

este año se deben ofertar al menos 2500 viajes, la oferta mínima para Centro

Europa ha de ser de 1500 viajes y que se venderán menos de 300 viajes a Italia.

a) Plantea y resuelve el problema 
on GAMS. Eje
uta el programa 
on distintos

puntos de arranque y es
ribe la solu
ión obtenida: valor de la f.o., de las

variables y de los multipli
adores.

b) ¾Qué efe
to aproximado tendría sobre el 
oste un redu

ión de la demanda

en 100 viajes?

Solu
ión:

El mínimo global del problema se al
anza en: F = 700, CE = 1500, I = 300, 
on
un valor (
oste) de 31.274000 euros en la f.o. Los multipli
adores son: λ1 = 18500,
λ2 = 13600, λ3 = −13700. La redu

ión de la demanda en 100 viajes produ
e una

disminu
ión del 
oste de 1.850.000 euros.

9. Un inversor dispone de 2000 euros para invertir. Tiene informa
ión sobre tres

a
tivos �nan
ieros. Sea Ri la variable aleatoria que representa el rendimiento anual

de un euro invertido en el a
tivo i, para i = 1, 2, 3. Los valores rendimientos medios

son:

E(R1) = 0,35, E(R2) = 0,12, E(R3) = 0,22

Y las varianzas y 
ovarianzas, vienen dadas por:

V (R1) = 0,40, V (R2) = 0,10, V (R3) = 0,20

Cov(R1, R2) = 0,02, Cov(R1, R3) = 0,05, Cov(R2, R3) = 0,07
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a) Determinar la 
artera óptima en la que minimiza la varianza del rendimiento

anual, 
onsiguiendo al menos un rendimiento medio del 20%.

b) ¾Qué efe
to tiene sobre la varianza un aumento del 5% de la rentabilidad

esperada del segundo a
tivo?

Solu
ión:

El mínimo global del problema se al
anza en X1 = 0,310,X2 = 0,223,X3 = 0,295,

on un valor de la f.o. (riesgo o varianza de la 
artera) de 0.082. λ1 = 0,818,
λ2 = 0. El aumento en un 5% de la rentabilidad esperada del segundo a
tivo,

produ
e una disminu
ión en 0.00912 del riesgo de la 
artera, que pasa a ser de

0.0728.

10. Una pequeña 
ooperativa de agri
ultores dispone de una nave en la que alma
ena

su 
ose
ha para gestionar su venta al mejor pre
io posible en los mer
ados may-

oristas. Estamos en Setiembre y la dire
tiva está muy preo
upada por la gestión

de su 
ose
ha de 
alaba
ín, la 
ose
ha promete ser buena pero se sabe que los

pre
ios suelen os
ilar bastante y se teme vender mal. Este año, la 
ooperativa va

a organizarse, se dedi
arán los días 1 a 10 de los meses de O
tubre, Noviembre,

Di
iembre y Enero a alma
enar las 
ose
has de los distintos 
ampos y los días

restantes de estos meses a la venta del produ
to. El 1 de Febrero se dará por

terminada la 
ampaña. El objetivo es maximizar los ingresos netos de la venta de

la 
ose
ha des
ontando los 
ostes de gestión del alma
én.

A partir de la experien
ia de 
ose
has anterioes de 
alaba
ín, sabemos que el

pre
io por kg. por 
antidad ofre
ida (X) os
ila según el siguiente 
uadro en el

que también se indi
an las 
antidades promedios llevadas por los agri
ultores al

alma
én:

O
tubre Noviembre Di
iembre Enero

Pre
io (kg.) −0,0003X + 0,65 0,00012X + 0,30 1,20 0,00006X + 1,20

Entradas (kg.) 4500 12000 8000 0

Los 
ostes de alma
enamiento y pro
esado son de 0.10 euros por kg. y mes sobre

lo alma
enado y se estima que se estropea al mes un 2% de lo alma
enado que no

se puede vender. Además, hay que tener en 
uenta que la 
apa
idad del alma
én

es de 15 toneladas y que sólo se pueden pro
esar para su venta un máximo de 7500

kg. al mes. Los 
ostes y los máximos de 
apa
idad se valoran sobre lo alma
enado

el último día de mes antes de des
ontar mermas y ventas del mes en 
urso.

a) Plantea y resuelve el problema 
on GAMS. Eje
uta el programa 
on distintos

puntos de arranque y es
ribe la solu
ión obtenida: valor de la f.o., de las

variables y de los multipli
adores.

b) Si fuera posible aumentar en 50 kg. la 
antidad de produ
to pro
esable para

su venta un mes 
on
reto ¾ qué mes elegirias y qué 
ostes adi
ionales máximos

estarías dispuesto a asumir?
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) ¾Qué puedes de
ir sobre la solu
ión óptima del problema de la 
ooperativa si

durante el mes de o
tubre sólo se puede pro
esar para su venta un máximo

de 2000kg.?

d) ¾Qué efe
to aproximado tendría sobre los ingresos de la 
ooperativa si se

deteriora un 2,5% de produ
to alma
enado?

Solu
ión:

a) Hay un máximo lo
al en: xvo = 1614,082, xvn = 7500, xvd = 7046,939, xve =
7500, xao = 4500, xan = 14795,918, xad = 15000, xae = 7653,061. El valor de la
f.o. es 25904,004 y los multipli
adores son: λ1 = −0,412, −0,318, −0,223, 1,2, 0,
0, 0 y λ8 = −1,327. No tenemos garantía de óptimo global.

b) Es preferible aumentar la 
apa
idad de pro
eso (en 50 kg.) en el mes de noviem-

bre, in
rementándose en ese 
aso el bene�
io en 116,15 euros.


) La solu
ión dada sigue siendo fa
tible, por lo tanto es óptima 
on el mismo

valor de la f.o.

d) El bene�
io disminuiría pasando a ser 25830.96 euros.

2.5. Tarea de aprendizaje

A la vista del número de alumnos en el grupo, repartir los ejer
i
ios de la se

ión

anterior, salvo el 3, entre el grupo de estudiantes, de manera que 
ada grupo trabaje un


onjunto de ejer
i
ios y presente la resolu
ión 
ompleta ante sus 
ompañeros.
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Capítulo 3

Trabajo en grupo 1

3.1. Contexto. El problema de sele

ión de 
arteras

El origen de la mayoría de los modelos de sele

ión de 
arteras es el modelo de

Markowitz dado a 
ono
er a mediados del siglo pasado, en parte en 1952 y de una

manera más 
ompleta en 1959.

Di
ho modelo produ
e la diversi�
a
ión de un 
apital en un 
onjunto de 
ategorias

de inversión. El reparto del 
apital ini
ial entre las distintas 
ategorías de inversión

será expresado en términos de fra

iones de ese 
apital. Estas fra

iones ne
esitan ser

determinadas, y 
onstituyen las variables de de
isión. Cada fra

ión de 
apital será

aso
iada 
on una 
ategoría de inversión distinta y es de�nida 
omo la 
antidad invertida

en di
ha 
ategoría entre el total del 
apital.

En su trabajo de 1952, Markowitz introdu
e la varianza del bene�
io total de la


artera 
omo una medida de riesgo. Así, el objetivo será minimizar es riesgo de la


artera.

Por otra parte, 
ada 
ategoría tiene un nivel medio de bene�
io esperado. Estos

niveles junto 
on las fra

iones de 
apital que hay invertidas en 
ada 
ategoría permiten

obtener el nivel medio de bene�
io de la 
artera.

El inversor demandará un nivel mínimo de bene�
io para la 
artera 
ompleta. Este

requisito forma la restri

ión prin
ipal en el modelo de 
arteras.

La des
rip
ión matemáti
a del modelo es 
omo sigue:

Minimizar V ar[
∑

j

Rjxj ] (3.1)

s.a.

∑

j

mjxj ≥ M

∑

j

xj = 1

xj ≥ 0,∀j
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donde,

j ∈ J , indexa el 
onjunto de 
ategorías de inversión (p.e., a

iones, bonos, a
tivos

inmobiliarios, et
.).

xj , 
orresponde a la fra

ión o propor
ión del 
apital total a invertir en la 
ategoría

j. Son las variables de de
isión del modelo.

Rj , denota el rendimiento unitario de una unidad invertida en la 
ategoría j, (v.a.).
Cov(Rj , Rk),denota la 
ovarianza entre las v.a. Rj y Rk.

mj , es el valor esperado de la v.a. Rj (rendimientos esperados).

M , es el rendimiento medio o esperado de la 
artera.

Se trata por lo tanto de un modelo 
uadráti
o paramétri
o.

Se puede 
omprobar fá
ilmente que minimizar esta fun
ión objetivo es equivalente

a minimizar la suma de las 
ovarianzas:

V ar[
∑

j

Rjxj ] =
∑

jk

xjCov(Rj, Rk)xk

La f.o. será una fun
ión 
onvexa si y sólo si su matriz de segundas derivadas (Hf )

es semide�nida positiva. Observar que la matriz de segundas derivadas es pre
isamente

la matriz de varianzas y 
ovarianzas de los rendimientos Cov(Rj , Rk). Di
has matriz es

semide�nida positiva si y sólo si

∑

jk

xjCov(Rj , Rk)xk ≥ 0,∀xj , xk ∈ R

Esta última 
ondi
ión es equivalente a que V ar[
∑

j Rjxj ] ≥ 0, que es 
ierta por de�ni-


ión.

Por lo tanto se trata de un problema 
onvexo, y 
ualquier solu
ión lo
al es global.

3.1.1. Enun
iado 1. Modelo De Markowitz

Consideremos tres 
ategorias de inversión (|J | = 3): a

iones, bonos y a
tivos inmo-

biliarios. Las 
orrespondientes tres variables, serán denotadas por x1, x2 y x3.
El rendimiento mínimo esperado será de M = 9. Los valores de los rendimentos

medios junto 
on la matriz de 
ovarianzas apare
e en la siguiente tabla:

i mi ci,j i, j = 1, 2, 3

1 10,800 2.250 -0.120 0.450

2 7,600 -0.120 0.640 0.336

3 9,500 0.450 0.336 1.440

Resuelve el modelo (3.1) en este 
aso y responde a las siguientes 
uestiones:

1. Cuál es la políti
a de de
isión óptima y qué interpreta
ión puedes ha
er en térmi-

nos del riesgo de la 
artera y el riesgo de los distintos a
tivos.
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2. Si planteamos 
omo objetivo maximizar la utilidad del inversor, qué diferen
ia

hay entre:

a) Maximizar la rentabilidad esperada de la 
artera para un nivel de riesgo

dado, o

b) Minimizar el riesgo de la 
artera para una rentabilidad esperada dada.

3. Si analizamos la solu
ión obtenida, qué su
edería si se produjeran ligeros 
am-

bios en las rentabilidades esperadas. Comprueba si se generarían modi�
a
iones

importantes en la 
artera señalada 
omo óptima.

3.2. Modelo tá
ti
o de inversión

En el nivel tá
ti
o se de
ide la 
antidad a invertir en los distintos a
tivos de una


ategoría en parti
ular, dependiendo de su 
omportamiento o evolu
ión históri
a.

Imaginemos que la solu
ión del modelo estratégi
o de la se

ión anterior sugirieraa

invertir aproximadamente el 32% del 
apital total en a

iones.

Tal de
isión se ha tomado en virtud de 
ara
terísti
as globales en 
uanto al 
om-

portamiento medio de la 
ategoría y no en 
uanto a la evolu
ión de los distintos tipos

de a

iones en parti
ular.

A la vista del 
omportamiento de las distintas a

iones, en un modelo tá
ti
o, nos

plantearemos 
ómo repartir este 32% entre las distintas a

iones.

Consideraremos los pre
ios de las a

iones observados en distintos periodos de tiem-

po. Como datos, obtendremos un ve
tor de rentabilidades, y tendremos tantos de estos

ve
tores 
omo número de a
tivos individuales en 
ada 
ategoría. A partir de estas obser-

va
iones y 
onsiderando dos periodos 
onse
utivos, es poible 
al
ular la 
orrespondiente

tabla de tasas de rendimiento. En este 
aso y 
on la fórmula siguiente, pasaremos de

T + 1 observa
iones (pre
ios que van de 0 a T ) a T (tasa de rendimiento que van de 1

a T ).
La tasa por
entual de rendimiento o abreviadamente tasa de rendimiento, se de�ne


omo:

100 · pre
io hoy - pre
io ayer

pre
io ayer

Fijo el valor de t, el ve
tor 
orrespondiente rt = (rtj , j ∈ J) de�ne un determinado

es
enario.

Consideremos un ve
tor de variables aleatorias R = (Rj , j ∈ J), donde para 
ada


ategoría j, Rj denota la v.a. tasa de rendimiento 
orrespondiente a di
ha 
ategoría.

Las realiza
iones muestrales de di
ha variable son rtj 
on t ∈ T , donde T es el número

(�nito) de es
enarios.

Además, 0 ≤ p(rt) ≤ 1, representa la probabilidad de o
urren
ia del es
enario t
(ve
tor rt = (rtj , j ∈ J), tal que

∑

t∈T p(rt) = 1.
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El modelo tá
ti
o a resolver será:

mı́n
∑

t

p(rt)y
2
t (3.2)

s.a.

∑

j

dtjxj = yt,∀t
∑

j

mjxj ≥ M

∑

j

xj = 1

xj ≥ 0,∀j

donde las variables son:

xj , fra

ión o propor
ión del 
apital total a invertir en el a
tivo j.
yt =

∑

j xj(rtj−E(Rj)), ∀t, suma para los distintos a
tivos de las desvia
iones entre

los rendimientos de 
ada a
tivo en el es
enario t y su rendimiento esperado.

Donde V ar[
∑

j Rjxj ] =
∑

t p(rt)y
2
t y las nuevas variables yt y su de�ni
ión pueden

son añadidas al modelo 
omo restri

iones.

Además, t ∈ T , denota el 
onjunto de es
enarios; rt, es ve
tor (v.a.) de tasas de

rendimiento bajo el es
enario t; p(rt), denota la probabilidad del es
enario t; rtj , es
la tasa de rendimiento del a
tivo j, bajo el es
enario t (es de
ir, son las realiza
iones

muestrales de la v.a. Rj bajo los distintos es
enarios); mj = E[Rj ], es el valor esperado
del rendimiento del a
tivo j y dtj = (rtj − mj) , representa la desvia
ión entre el

rendimiento de un a
tivo en el es
enario t y su valor esperado.

Por su parte, la evalua
ión de la fun
ión objetivo y sus derivadas, ne
esaria en un

pro
eso de solu
ión de programa
ión no lineal será más e�
iente 
on esta formula
ión

que 
on la dada en el modelo estratégi
o. Esto es debido a que en el modelo tá
ti
o, |T |
(número de es
enarios), será en general mu
ho más pequeño que |J | (número de a
tivos

individuales). Además el número de términos no lineales y2t es signi�
antemente más

pequeño que el número de elementos xjxk.
Las propiedades de este modelo son las mismas que las del modelo estratégi
o, puesto

que éste es una reformula
ión del anterior. Aunque di
has propiedades podrían haberse

dedu
ido dire
tamente de éste. Por ejemplo, la veri�
a
ión de que la fun
ión objetivo es


onvexa, pasa por demostrar que la matriz de segundas derivadas es una matriz |T |x|T |
diagonal 
on elementos 2p(rt) ≥ 0, en su diagonal prin
ipal. Di
ha matriz es siempre

semide�nida positiva.

3.2.1. Enun
iado 2. Análisis de es
enarios

Trataremos 
on 5 tipos a

iones de los que tenemos 51 observa
iones (pre
ios). Sus

abreviaturas son: RD (Royal Dut
h), AKZ (Akzo Nobel), KLM (Royal Dut
h Airline
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Company), PHI (Philips) y UN (Unilever). Estos datos históri
os son datos semanales,

desde Agosto de 1997 a 1998. Las 
orrespondientes tasas de rendimiento semanales

pueden ser 
al
uladas a partir de los datos en la tabla y apare
en todas 
on la misma

probabilidad.

También se puede 
omprobar que los valores esperados del rendimiento para las dis-

tintas a

iones son: m1 = E(RD) = −0,28, m2 = E(AKZ) = 0,33, m3 = E(KLM) =
0,4, m4 = E(PHI) = 0,30 y m5 = E(UN) = 0,55.

Los pre
ios de las a

iones en una serie históri
a de 51 observa
iones apare
en en la

siguiente tabla:

t RD AKZ KLM PHI UN t RD AKZ KLM PHI UN

t-0 111.0 82.5 70.0 154.6 110.8 t-26 112.8 107.0 76.3 155.9 134.2

t-1 108.1 81.6 73.7 152.4 108.0 t-27 109.7 110.4 86.0 155.0 140.9

t-2 107.9 80.1 72.3 146.1 103.7 t-28 111.7 109.7 88.9 149.9 138.2

t-3 108.5 83.1 69.7 157.5 106.6 t-29 120.4 105.9 83.5 153.5 141.6

t-4 111.4 85.0 69.5 168.4 107.3 t-30 118.0 105.9 83.4 153.0 140.6

t-5 115.5 92.6 74.8 166.9 109.5 t-31 119.7 103.0 84.9 149.9 158.2

t-6 113.2 91.6 73.8 164.1 108.7 t-32 116.7 102.4 84.9 153.7 149.6

t-7 111.9 88.3 70.2 169.0 111.1 t-33 115.8 107.2 86.1 167.0 152.8

t-8 99.7 80.8 64.3 143.8 101.0 t-34 113.7 104.5 78.9 181.0 144.3

t-9 105.1 86.1 71.8 151.3 105.4 t-35 115.7 105.8 79.5 189.4 155.5

t-10 100.9 81.8 71.7 148.3 109.6 t-36 114.4 104.8 79.1 197.9 154.2

t-11 105.0 85.6 69.5 140.6 112.8 t-37 113.8 103.8 79.9 201.7 154.5

t-12 105.2 84.6 70.5 131.5 113.6 t-38 114.0 107.0 82.0 196.3 158.0

t-13 107.0 90.3 74.9 138.0 117.4 t-39 114.1 107.4 77.2 188.0 163.8

t-14 109.0 88.3 78.5 135.4 123.1 t-40 111.5 112.0 78.5 189.9 164.3

t-15 111.4 85.6 73.0 114.0 124.5 t-41 109.2 106.8 77.1 172.1 163.9

t-16 107.2 81.6 74.5 116.1 118.7 t-42 110.1 105.3 76.1 178.0 165.6

t-17 111.3 87.4 75.0 121.6 125.0 t-43 112.8 113.1 82.6 171.0 161.4

t-18 108.6 87.5 77.0 127.6 127.7 t-44 111.0 116.6 91.4 179.5 165.4

t-19 105.6 86.6 72.4 116.2 121.2 t-45 105.6 126.7 94.5 180.6 160.9

t-20 105.9 90.0 71.4 128.6 125.1 t-46 107.3 123.1 90.0 173.5 162.0

t-21 104.7 91.4 68.9 129.4 119.9 t-47 103.2 112.3 88.5 164.4 153.0

t-22 107.7 95.3 69.7 137.1 117.9 t-48 102.8 103.1 81.8 164.2 141.2

t-23 107.4 92.9 68.6 134.5 124.6 t-49 93.9 95.0 80.7 153.0 133.4

t-24 108.0 97.0 70.2 156.0 124.3 t-50 93.6 92.7 80.5 164.0 139.3

t-25 104.7 102.6 74.3 159.5 128.8

Resuelve el modelo (3.2) para un valor de M = 0,2 y responde a las siguientes


uestiones:

1. Cuál es la políti
a de de
isión óptima y el riesgo de la 
artera que 
onlleva.

Un serio in
onveniente de utilizar la varianza 
omo medida del riesgo de la 
artera

es que penaliza los bene�
ios lejanos a la media, ya sea por altos o por bajos. En

este sentido no re
oge las preferen
ias del inversor sobre los bene�
ios por en
ima

de la media. El 
on
epto de varianza a un lado es similar al 
on
epto de varianza

pero restringiéndose a aquellas observa
iones que quedan por debajo, downvar.
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Así, el problema de optimiza
ión puede ser reformulado y expresado 
omo:

mı́n
∑

t

p(rt)q
2
t

s.a.

∑

j

rjtxj + qt ≥ M,∀t
∑

j

mjxj ≥ M

∑

j

xj = 1

xj ≥ 0,∀j
qt ≥ 0,∀t

2. Resuelve este segundo modelo tá
ti
o y 
ompara la políti
a de de
isión que se

obtiene así 
omo el riesgo total de la 
artera 
on el obtenido en el apartado anterior.

Ahora que ya lo sabes ha
er... Lee y re
uerda.

1. Hoy en día, el modelo de Markowitz sigue siendo la base de los modelos de sele

ión

de 
arteras, aunque su utiliza
ión en la prá
ti
a se ve fre
uentemente 
riti
ada.

Uno de los motivos tiene que ver 
on sus di�
ultades de 
ál
ulo, la inestabilidad

de las solu
iones que propor
iona, los problemas para in
luir opiniones de los

expertos y la rigidez de la fun
ión de riesgo 
onsiderada.

2. La utiliza
ión de di
ho modelo 
on mu
hos a
tivos �nan
ieros tiene el grave in-


onveniente de que es ne
esario 
al
ular un gran número de 
ovarianzas (para 100

a
tivos es ne
esario 
al
ular 
er
a de 5.000 
ovarianzas).

3. En o
asiones este tipo de modelos se emplea en una primera fase de de
isiones

estratégi
as, tomadas a la hora de diversi�
ar la inversión de un 
apital en un


onjunto de 
ategorías. Una vez he
ha esta sele

ión un segundo 
onjunto de de-


isiones tá
ti
as, nos dirán 
uánto invertir en 
ada a
tivo de 
ada 
ategoría. Tal

pro
eso de de
isión jerárqui
o, en dos fases, es fre
uente en las grandes institu-


iones �nan
ieras.

4. Cualquiera de los modelos analizados en esta segunda se

ión, engloban las fases

estratégi
a y tá
ti
a y son 
asos parti
ulares de modelos de optimiza
ión esto
ás-

ti
a o basada en análisis de es
enarios. Modelos de este estilo serán estudiados en

el Capítulo 5
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Capítulo 4

Programa
ión lineal

Después de presentar las 
ara
terísti
as generales de los problemas de programa
ión

lineal, (PL), des
ribiremos el pro
edimiento de solu
ión más e�
iente, que es el método

simplex.

Para �nalizar el 
apítulo, des
ribiremos el manejo de GAMS, en la resolu
ión este

tipo de problemas.

En un problema de programa
ión lineal (PL) tanto la f.o. 
omo las restri

iones son

fun
iones lineales. Vamos a 
omenzar de�niendo la forma estándar y la forma aumentada

de un problema lineal.

De�ni
ión 4.1 Se denomina forma estándar de un modelo de PL, a aquella en la que se

de�ne un problema de maximiza
ión 
on restri
iones de menor o igual y no negatividad

en las variables o bien, un problema de minimiza
ión 
on restri

iones de mayor o igual

y no negatividad en las variables. Es de
ir:

máx c1x1 + c2x2 + ...+ cnxn

s.a. ai1x1 + ai2x2 + ...+ ainxn ≤ bi

i = 1, ...,m

x1, ..., xn ≥ 0

o bien

mı́n c1x1 + c2x2 + ...+ cnxn

s.a. ai1x1 + ai2x2 + ...+ ainxn ≥ bi

i = 1, ...,m

x1, ..., xn ≥ 0

De�ni
ión 4.2 Se denomina forma aumentada de un modelo de PL, a aquella en la

que se de�ne un problema de maximiza
ión o minimiza
ión y se es
riben todas las re-

stri

iones 
on igualdad, añadiendo las variables de holgura ne
esarias. Existen además
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ondi
iones de no negatividad en todas las variables. En forma matri
ial:

máx |mı́n ctx = c1x1 + ...+ cnxn

s.a. Ax = b

donde x = (x1, ..., xn, s1, ..., sm)

x1, ..., xn, s1, ..., sm ≥ 0

bt = (b1, ..., bm)

ct = (c1, ..., cn, 0, ..., 0)

y la matriz de 
oe�
ientes aumentada:

A =



















1 · · · 0
0 1 · · · 0

aij 0 · · · · · · 0
0 · · · · · · 0
0 · · · 1 0
0 · · · 0 1



















En algunas o
asiones expresar un PL en su forma aumentada es un paso previo a la

apli
a
ión de los algoritmos de resolu
ión del problema.

Por otra parte y en rela
ión 
on el tema anterior, observar que los PL son problemas


onvexos. La f.o. es lineal y por lo tanto es 
ón
ava y 
onvexa a la vez. La región fa
tible

es un polítopo y por lo tanto un 
onjunto 
onvexo. Apli
ando el he
ho de que es 
ón
ava

en un problema de maximiza
ión y 
onvexa en uno de minimiza
ión, dedu
imos que en

ambos 
asos se trata de problemas 
onvexos. Por el teorema lo
al-global, todo óptimo

lo
al será un óptimo global del problema.

Además si la región fa
tible es no va
ía y a
otada, 
omo la f.o. es lineal y por lo

tanto 
ontinua, apli
ando el teorema de Weierstrass, el problema tiene máximo y mínimo

global.

Por último las restri

iones 
umplen la 
uali�
a
ión de linealidad, y por lo tanto

todo óptimo del problema ha de ser un punto de K-T. Por otra parte 
omo la f.o. de

estos problemas es lineal y por lo tanto 
ón
ava y 
onvexa sobre una región fa
tible


onvexa, se 
umplen también las hipótesis de 
ondi
ión su�
iente. Resumiendo, en PL,

óptimo y punto de K-T son 
on
eptos equivalentes. Sin embargo, aunque la teoría y los

métodos de solu
ión estudiados en los temas anteriores son perfe
tamente apli
ables a

PL, no aprove
han las 
onse
uen
ias que derivan de la linealidad de la f.o. y restri

iones

en el 
aso de un problema de este tipo, y por lo tanto no son las mejores té
ni
as para

resolver este tipo de problemas.

Ejemplo 4.1 Estudiemos el siguiente PL:

máx x+ 2y
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s.a. x+ y ≤ 4

2x+ y ≤ 6

x, y ≥ 0

Como se ve grá�
amente, este problema tiene una solu
ión óptima úni
a en el punto

(0, 4), y el valor de la fun
ión objetivo es f∗ = 8.

Ejemplo 4.2 Estudiemos el PL:

máx −x+ y

s.a. −x+ y ≤ 2

y ≤ 4

x, y ≥ 0

Como se ve también grá�
amente, este problema tiene solu
ión óptima múltiple, en

este 
aso in�nitas solu
iones en el hiperplano y = 2 + x, x ∈ [0, 2], y el valor de la

fun
ión objetivo es f∗ = 2.

De�ni
ión 4.3 Se denomina solu
ión fa
tible a todo ve
tor x, que satisfa
e tanto el


onjunto de restri

iones lineales 
omo las 
ondi
iones de no negatividad.

De�ni
ión 4.4 Se denomina solu
ión bási
a fa
tible a todo ve
tor x, que satisfa
e el


onjunto de restri

iones Ax = b, 
on a lo sumo m (número de restri

iones) 
ompo-

nentes no nulas. Además la submatriz B aso
iada a di
has 
omponentes no nulas tiene

determinante distinto de 
ero. A las m 
omponentes distintas de 
ero, se les denomina

variables bási
as, siendo las restantes, variables no bási
as.

Para estable
er el pro
edimiento de obten
ión de solu
iones bási
as fa
tibles, señalar

que si x es una solu
ión bási
a fa
tible,

Ax = (B|N)

(

xB
xN

)

= Bxb +NxN = b

de donde, si xN = 0,

BxB = b =⇒ xB = B−1b ≥ 0

4.1. Teoremas fundamentales de la programa
ión lineal

La resolu
ión de problemas lineales, PL, se apoya en las 
onse
uen
ias de su formu-

la
ión y en los siguientes 
uatro teoremas.
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Teorema 4.1 Si la f.o. al
anza un valor óptimo, di
ho óptimo se obtiene siempre en

un vérti
e de la región fa
tible

Teorema 4.2 Si la f.o. al
anza un óptimo en más de un vérti
e, enton
es toma el

mismo valor para los puntos del segmento lineal que los une.

Teorema 4.3 Un punto x es vérti
e de la región fa
tible de un problema lineal si y sólo

si x es una solu
ión bási
a fa
tible.

Teorema 4.4 (Teorema fundamental de la programa
ión lineal). Si existe una solu-


ión fa
tible, enton
es existe una solu
ión bási
a fa
tible. Si existe una solu
ión fa
tible

óptima, enton
es existe una solu
ión bási
a fa
tible óptima.

De a
uerdo 
on estos resultados, podemos resolver un problema de programa
ión

lineal a
otado siguiendo el siguiente pro
edimiento:

Paso 1: Plantear el problema en formato estándar.

Paso 2: Cal
ular todas las solu
iones bási
as fa
tibles del problema y el valor de la f.o.

en todas ellas.

Paso 3: Si el problema está a
otado, la solu
ión bási
a fa
tible 
on mayor valor de la

f.o., si estamos maximizando, o 
on menor, si estamos minimizando, es un óptimo

global del problema.

El pro
edimento des
rito tiene dos 
laros in
onvenientes. Es primero es que ne
esi-

tamos saber si el problema está a
otado, y el segundo, el elevado 
oste 
omputa
ional

de 
al
ular todas las solu
iones fa
tibles del problema.

4.2. El método Simplex

Se trata de un pro
edimiento general para resolver problemas de programa
ión lineal.

Desarrollado por George Dantzig (Portland, Oregon, 8 Noviembre 1914- Standford,

California, 13 Mayo 2005) in 1947, se ha 
omprobado su extraordinaria e�
ien
ia, y se

usa de forma habitual para resolver problemas grandes mediante un ordenador. Ex
epto

para pequeños problemas, que pueden resolverse a mano, se eje
uta 
on ayuda del

ordenador, existiendo una amplia variedad de paquetes que lo tienen implementado.

Nosotros seguiremos utilizando la utilería de GAMS.

El método simplex, es un pro
edimiento algebrái
o. Sin embargo sus 
on
eptos fun-

damentales son geométri
os.

Como veremos simpli�
a 
onsiderablemente los 
ál
ulos y da una respuesta �nal

sobre si el problema está o no a
otado, indi
ando en el primer 
aso la solu
ión óptima

del problema.
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A lo largo de toda la exposi
ión, 
onsideraremos un problema de maximiza
ión, en

prin
ipio de forma aumentada:

máx ctx

s.a Ax = b

x ≥ 0

De�ni
ión 4.5 Una solu
ión bási
a fa
tible es adya
ente a otra si di�ere de ésta en

una úni
a 
omponente bási
a. Esto es, pasamos de una s.b.f. a otra s.b.f. adya
ente


uando entra en la base una variable no bási
a y sale de la base una variable bási
a.

A partir de aqui, veamos que ha de 
umplirse al pasar de una s.b.f. dada, xt =
(xtB , x

t
N ) a una s.b.f. adya
ente mejor.

Se tienen que 
umplir las e
ua
iones:

Ax = b = (B|N)

(

xB
xN

)

= BxB +NxN = b ⇒

xB = B−1b−B−1NxN ≥ 0 (4.1)

Al sustituir en la f.o.:

z = (ctBc
t
N )

(

xB
xN

)

= ctB(B
−1b−B−1NxN ) + ctNxN =

= ctBB
−1b+ (ctN − ctBB

−1N)xN ≥ ctBB
−1b (4.2)

Si xj es una variable no bási
a 
andidata a entrar en la base, denotaremos por

Wj = cj − ctBB
−1Pj al rendimiento marginal (
oste redu
ido) de esta variable, (i.e.

lo que aumenta la f.o. por el in
remento de una unidad) y por Yj = B−1Pj (donde

Y = B−1N) a la varia
ión que experimentarán las variables bási
as 
uando la variable

xj entre en la base, siendo Pj la 
olumna de la matriz té
ni
a (N) 
orrespondiente a la

variable xj .
Resumimos el Criterio de entrada:

Maximiza
ión: Entra la variable xj que maximiza:

{Wj = cj − ctBB
−1Pj |Wj > 0}

Minimiza
ión: Entra la variable xj que minimiza:

{Wj = cj − ctBB
−1Pj |Wj < 0}
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Ejemplo 4.3 Sea el PL:

máx 4x+ y

s.a 2x+ y + s = 8

y + t = 5

x, y, s, t ≥ 0

y tomemos 
omo punto de partida la s.b.f. x = (32 , 5, 0, 0), 
on valor en la f.o. z = 11.

Planteando las e
ua
iones anteriores para esta solu
ión:

Ax = b = (B|N)

(

xB
xN

)

= BxB +NxN = b ⇒ xB = B−1b−B−1NxN ≥ 0

Siendo B =

(

2 1
0 1

)

⇒ B−1 = 1
|B|Adj(B)t = 1

2

(

1 −1
0 2

)

=

(

0,5 −0,5
0 1

)

Enton
es, B−1b =

(

0,5 −0,5
0 1

)(

8
5

)

=

(

3
2
5

)

y, B−1N =

(

0,5 −0,5
0 1

)(

1 0
0 1

)

=

(

1
2 −1

2
0 1

)

, de donde

xB =

(

x
y

)

= B−1b−B−1NxN =

(

3
2
5

)

−
(

1
2 −1

2
0 1

)(

s
t

)

≥ 0

De la segunda e
ua
ión:

z = (ctBc
t
N )

(

xB
xN

)

= ctB(B
−1b−B−1NxN ) + ctNxN =

= ctBB
−1b+ (ctN − ctBB

−1N)xN ≥ ctBB
−1b

se dedu
e:

z = (4 1)

(

3
2
5

)

+

[

(0 0)− (4 1)

(

1
2 −1

2
0 1

)](

s
t

)

=

= 11 + [(0 0)− (2 − 2 + 1)]

(

s
t

)

≥ 11

Luego:

11 + [−2(= Ws) 1(= Wt)]

(

s
t

)

≥ 11
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Dedu
imos que la variable que tiene que entrar en la base es t, porque 
ada unidad

de t in
rementa en 1 (Wt = 1), la f.o., mientras que si entrase s, la f.o. disminuiría por


ada unidad de di
ha variable en 2 (Ws = −2).
Como la variable que entra en la base es t, y la s sigue siendo 
ero, de la e
ua
ión

(4.1):

(

x
y

)

= B−1b−B−1NxN =

(

3
2
5

)

−
(

1
2 −1

2
0 1

)(

0
t

)

=

=

(

3
2
5

)

−
(

−1
2
1

)

t =

(

3
2
5

)

− Yt · t =
(

3
2 +

1
2t

5− t

)

Se tiene que 
umplir, por un lado, la no negatividad de la nueva solu
ión, y por otro,

si queremos pasar a otra s.b.f., tiene que ha
erse 
ero la variable x o la y. El ve
tor
Yt = B−1Pt 
ontrola estas 
ondi
iones.

Como Ytx = −1
2 es negativo, x no puede ha
erse 
ero. Pero Yty = 1, estri
tamente

positivo, luego es la variable y la que ha de ha
erse 
ero. Ha
iendo 
ero la variable y.

y = 5− t = 5− Yty · t = 0 ⇒ t =
5

Yty

Criterio de salida: (Común para maximizar y minimizar)

Fijada la variable xj que entra, sale la variable xi tal que Yji > 0 es mínimo, es de
ir

{xi/Yji > 0 mínimo }

Criterios de parada:

1. Si estamos maximizando y Wj ≤ 0, ∀xj (o estamos minimizando y Wj ≥ 0, ∀xj),
enton
es hemos llegado a la solu
ión óptima y el problema es a
otado. Además si

Wj 6= 0, ∀xj no bási
a, la solu
ión es úni
a y si, por el 
ontrario, Wj0 = 0, para
alguna variable xj0 no bási
a, la solu
ión es múltiple o el problema tiene in�nitas

solu
iones.

2. Si entra la variable xj 
on un rendimiento marginal no nulo y no sale ninguna

variable de la base, el problema es no a
otado.

El siguiente esquema extraído del texto de F.M. Guerrero (1994), �Curso de Op-

timiza
ión: Programa
ión Matemáti
a�, fa
ilita las pautas de apli
a
ión del método

Simplex.

Consideremos el problema tipo:

máx ctx

s.a Ax = b

x ≥ 0
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Paso 1: Determinar una solu
ión bási
a fa
tible ini
ial, que estará aso
iada a la base


anóni
a para fa
ilitar los 
ál
ulos posteriores.

Paso 2: Cal
ular los valores Wj = cj−zj , ∀j = 1, ..., n+m; aquellos que 
orrespondan

a los ve
tores que forman la base, serán 
ero.

1. Si todos los Wj = cj−zj < 0 no bási
os (j = m+1, ...,m+n), se ha obtenido
la solu
ión óptima. Fin.

2. SiWj = cj−zj = 0 para algún j = m+1, ...,m+n y los restantesWj = cj−zj
no bási
os son negativos, enton
es el último x∗ es solu
ión del problema, pero

además posee otra u otras solu
iones óptimas.

3. Si no se dan los 
asos anteriores, elegir j tal que Wj = cj−zj = máx{cs−zs :
cs − zs > 0, s = m+ 1, ...,+n} y entra en la base la variable no bási
a j.

Paso 3: Elegido el índi
e j en la etapa anterior, observa el signo de los valores Yij ,

i = 1, ...m. Puede su
eder:

1. Que Yij ≤ 0, ∀i = 1, ...m; enton
es el problema es no a
otado. Fin.

2. Si no o
urre el 
aso anterior, sale de la base la variable i, tal que: xi/Yij =
mı́n{xk/Ykj : Ykj > 0, k = 1, ...,m}.

Paso 4: Sustituir en la base la variable i por la variable j, lo que obliga a realizar en

la tabla del simplex los 
ambios algebrái
os oportunos para que en la 
olumna


orrespondiente a la variable j, aparez
a el 
orrespondiente ve
tor de la base


anóni
a. Volver al Paso 2.

4.3. Tabla del Simplex. De�ni
ión y ejemplo de uso

Consideremos un problema de maximiza
ión lineal, en prin
ipio de forma aumenta-

da:

máx z = ctx

s.a Ax = b

x ≥ 0

y una solu
ión bási
a fa
tible (s.b.f.), xt = (xtB , x
t
N ). Enton
es:

Ax = b = (B|N)

(

xB
xN

)

= BxB +NxN = b ⇒

xB = B−1b−B−1NxN ≥ 0 (4.3)
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donde (4.3) es la 
ondi
ión de fa
tibilidad. Además, al sustituir en la f.o.:

z = (ctBc
t
N )

(

xB
xN

)

= ctB(B
−1b−B−1NxN ) + ctNxN =

= ctBB
−1b+ (ctN − ctBB

−1N)xN ≥ ctBB
−1b (4.4)

se obtiene la 
ondi
ión de optimalidad (4.4).

Todos estos elementos se pueden representar en la siguiente tabla:

c1 . . . cn 0 . . . 0
x1 . . . xn s1 . . . sm

cB xB y = B−1A B−1b

Zj ctBB
−1Pj z = ctBB

−1b

Wj cj − ctBB
−1Pj

4.3.1. Ejemplo de de�ni
ión y a
tualiza
ión de la tabla

Consideremos el problema lineal:

máx z = 4x+ y

s.a 2x+ y + s = 8

y + t = 5

x, y, s, t ≥ 0

y tomemos 
omo punto de partida la s.b.f. (32 , 5, 0, 0), 
on valor en la f.o. z = 11.

Siendo B =

(

2 1
0 1

)

⇒ B−1 =

(

1
2 −1

2
0 1

)

, además:

B−1A =

(

1 0 1
2 −1

2
0 1 0 1

)

La 
ondi
ión de fa
tibilidad (4.1):

xB = B−1b−B−1NxN ≥ 0 ⇒ xB =

(

x
y

)

=

(

3
2
5

)

−
(

1
2 −1

2
0 1

)(

s
t

)

≥ 0

La 
ondi
ión de optimalidad (4.2):

z = (ctBc
t
N )

(

xB
xN

)

= ctBB
−1b+ (ctN − ctBB

−1N)xN =
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= (4 1)

(

3
2
5

)

+

[

(0 0)− (4 1)

(

1
2 −1

2
0 1

)](

s
t

)

=

= 11 + [−2 1]

(

s
t

)

≥ 11

Introdu
iendo los datos en la tabla anterior:

4 1 0 0

x y s t

4 x 1
0

1
2 −1

2
3
2

1 y 0 1 0 1 5

Zj 4
1 2 −1 11

Wj 0 0 −2 1

Estamos maximizando, y se observa lo siguiente:

1. La tabla no 
orresponde a una solu
ión óptima, puesto que hay valores Wj > 0.

2. Ne
esitamos sele

ionar la variable 
andidata a entrar en la base, será aquella

xj : Wj > 0 máximo. Corresponde a la 
olumna t (
olumna pivote).

3. También debemos identi�
ar qué variable sale de la base. En la 
olumna t, ele-
giremos la �la para la que el valor Yt > 0 sea mínimo. En nuestro 
aso sale de la

base la variable y (�la pivote).

4. El elemento de interse

ión entre la 
olumna y la �la pivote, se denomina pivote.

En nuestro 
aso el pivote es el 1.

Para a
tualizar la tabla:

1. Dividir todos los elementos de las �las 
orrespondientes a las variables bási
as,

entre el pivote.

2. En todas las �las de la tabla 
orrespondientes a las variables bási
as ex
epto en

la �la pivote, realizar la siguiente opera
ión: Fila anterior − Anterior elemento de

la �la en la 
olumna pivote ∗ Nuevo elemento en �la pivote.

Se trata de obtener un 
ero en el elemento de la �la 
orrespondiente a la 
olumna

pivote.

Por ejemplo, para transformar la �la 
orrespondiente a x:

47



1 0 1
2 −1

2
3
2

− − − − −
−1

2 −1
2 −1

2 −1
2 −1

2

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 1 0 1 5

Por su parte, los elementos Zj y el valor de la f.o. aso
iados a la nueva s.b.f. se


al
ulan mediante el produ
to es
alar de las nuevas variables bási
as por 
ada una de

las 
olumnas de B−1A. Asimismo, la �la 
orrespondiente a Wj se obtiene restando el

ve
tor de 
oe�
ientes cj y la �la Zj .

Tras realizar esta opera
ión denominada pivotaje sobre todas las �las de la tabla

anterior, la tabla resultante es:

4 1 0 0

x y s t

4 x 1

1
2

1
2 0 4

0 t 0 1 0 1 5

Zj 4 2 2 0 16

Wj 0 −1 −2 0

Esta tabla 
orresponde a la solu
ión óptima puesto que Wj < 0, para toda xj
variable no bási
a. Además, 
omo Wj 6= 0, la solu
ión óptima es úni
a, (x = 4, y =
0, s = 0, t = 5) y z = 16.

4.3.2. Tabla ini
ial del simplex

Dado un problema lineal, para 
onstruir una tabla ini
ial del simplex, úni
amente

nos ha
e falta 
ono
er una s.b.f.

La más sen
illa, se obtiene eligiendo a las variables de holgura 
omo variables bási
as,

es de
ir, en el ejemplo anterior: xtB = (s, t) = (8, 5) y el resto de variables, no bási
as,

xtN = (x, y) = (0, 0). En este 
aso:

A = (B | N) =

(

1 0 2 1
0 1 0 1

)

⇒ B =

(

1 0
0 1

)

⇒ B−1A = A

y B−1b = b ≥ 0.
Con lo que una tabla ini
ial del simplex, sería:
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4 1 0 0

x y s t

0 s 2
1 1 0 8

0 t 0 1 0 1 5

Zj 0
0 0 0 0

Wj 4 1 0 0

Es impres
indible partir del PL en formato estándard. Si no apare
e así, hay que

multipli
ar por (-1) las desigualdades 
orrespondientes. En este 
aso, no es posible en

general determinar la s.b.f. ini
ial de la forma des
rita anteriormente.

4.4. Programa
ión lineal 
on GAMS

Presentamos a 
ontinua
ión algunas observa
iones útiles en 
uanto a la resolu
ión

de problemas lineales 
on GAMS.

Bloque de variables: en los problemas lineales no se ne
esita 
ambiar el punto ini
ial

por defe
to.

Bloque de e
ua
iones: las 
otas sobre variables se pueden introdu
ir en este bloque.

Bloque de solu
ión: la instru

ión para resolver este tipo de problemas es:

SOLVE nombre_modelo USING LP maximizing/minimizing variable_objetivo;

Interpreta
ión de la salida: En programa
ión lineal, el programa GAMS propor
iona,

si existen óptimos globales. Por tanto, la interpreta
ión de la solu
ión, es sen
illa. Si

el problemas e detiene 
on el aviso: (i) INFEASIBLE, el problema es infa
tible, (ii)

UNBOUNDED, es no a
otado, (iii) OPTIMAL, es un problema a
otado y solu
ión

óptima global.

4.5. Dualidad

Dado un problema lineal, en adelante primal, es posible plantear un problema dual

en el que las variables de de
isión de uno son los multipli
adores K-T del otro y 
on

la parti
ularidad de que ambos problemas son equivalentes en el sentido de que sus

solu
iones están rela
ionadas.

En 
uanto a la 
onstru

ión del problema dual, se siguen las siguientes reglas:

1. El problema dual tiene tantas variables 
omo restri

iones tiene el primal.
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2. El problema dual tiene tantas restri

iones 
omo variables tiene el primal.

3. Si el objetivo en el primal es de maximizar, en el dual es de minimizar y vi
eversa.

4. Los 
oe�
ientes de la f.o. dual son los términos independientes del problema primal

y los términos independientes del problema dual son los 
oe�
ientes de la f.o. en

el primal.

5. La matriz té
ni
a del problema dual es la traspuesta de la matriz té
ni
a de

problema primal.

6. Los tipos de desigualdades en las restri

iones y las 
ondi
iones de signo del dual,

vienen dadas en la siguiente tabla, 
ono
ida 
omo tabla de Tu
ker:

Maximizar Minimizar

Variable











≥ 0
≤ 0
libre

Restric.











≥
≤
=

Restric.











≤
≥
=

Variable











≥ 0
≤ 0
libre

Veremos a 
ontinua
ión los tres teoremas fundamentales de la dualidad. Estos teo-

remas permiten estable
er bajo qué 
ondi
iones existe la solu
ión del problema dual y

la rela
ión entre los problemas primal y dual.

Teorema 4.5 (Teorema de existen
ia). La 
ondi
ión ne
esaria y su�
iente para que un

problema de programa
ión lineal tenga solu
ión (óptima) es que, tanto la región fa
tible

del primal S 
omo la del dual S′
sean no va
ias, es de
ir que ambos problemas sean

fa
tibles.

Teorema 4.6 (Teorema de la dualidad). La 
ondi
ión ne
esaria y su�
iente para que

exista solu
ión óptima del primal, x∗, es que exista solu
ión óptima para el dual, λ∗
, en


uyo 
aso, el valor de la f.o. en ambos 
asos es el mismo, es de
ir, F (x∗) = G(λ∗).

Teorema 4.7 (Teorema de la holgura 
omplementaria). La 
ondi
ión ne
esaria y su-

�
iente para que (x∗,λ∗
) sean solu
iones óptimas de los problemas primal y dual, es

que satisfagan las 
ondi
iones de holgura 
omplementaria (dadas en la De�ni
ión 2.4

(Puntos de K-T)).

En programa
ión lineal, la interpreta
ión e
onómi
a del problema dual es muy po-

tente. Por una parte, por de�ni
ión, las variables prin
ipales del problema dual 
orre-

sponden a los multipli
adores de Kuhn y Tu
ker del problema primal y por tanto miden
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la varia
ión aproximada de la f.o. en el óptimo frente a aumentos marginales unitarios en

los términos independientes de las restri

iones a
tivas. Y, por otra, hay innumerables

interpreta
iones e
onómi
as que pueden derivar del enun
iado e
onómi
o que subya
e

en el problema dual.

En problemas lineales en los que todas las variables son positivas, el programa GAMS

fa
ilita informa
ión en la 
olumna MARGINAL del �
hero salida del programa.

En di
ha 
olumna, en el bloque de e
ua
iones, mide los 
ostes de oportunidad en

que se in
urre por no utilizar una unidad más del 
orrespondiente re
urso (
onsumido


ompletamente en el óptimo).

En el bloque de variables, indi
a la 
ontribu
ión en la f.o. por unidad de la variable

de de
isión en 
uestión (que suponemos no negativa), si ésta se vuelve estri
tamente

positiva.

4.6. Análisis de sensibilidad y post-optimiza
ión

Al resolver un problema de programa
ión lineal se parte de que los 
oe�
ientes,

términos indepedientes y 
oe�
ientes de la matriz té
ni
a son 
ono
idos 
on 
erteza y

permane
en 
onstantes en el tiempo. Estas hipótesis sólo son admisibles a muy 
orto

plazo y en periodos de plani�
a
ión a medio y largo plazo es muy probable que estos


oe�
ientes varíen, ha
iendo tal vez, inade
uada la solu
ión óptima obtenida.

En programa
ión lineal, estos 
ambios pueden afe
tar a las dos 
ondi
iones que ha

de satisfa
er una solu
ión óptima, x∗, que son:

Condi
ión de fa
tibilidad: xB = B−1b ≥ 0

Condi
ión de optimalidad: (Max | Min)

Wj = cj − ctBB
−1Pj ≤ 0(≥ 0), j = m+ 1, ...,m + n.

Puesto que hemos parado, porque no había posibilidad de que entrara otra variable

a la base.

A 
ontinua
ión estudiaremos 
ómo afe
ta un 
ambio en 
ualquiera de estos parámet-

ros a la solu
ión óptima, desde dos perspe
tivas distintas: el análisis de sensibilidad y

el análisis de post-optimiza
ión.

El análisis de sensibilidad trata de la obten
ión del intervalo de varia
ión de un

parámetro dado, sin que se modi�que la estru
tura de la solu
ión óptima. Y de
imos

estru
tura, porque en di
ho intervalo no varían las variables sele

ionadas 
omo bási
as

y no bási
as, pero sí pueden variar los valores 
on
retos de las variables bási
as.

Estos intervalos se 
al
ulan estudiando el 
ampo de varia
ión del parámetro para

que se sigan 
umpliendo las 
ondi
iones de fa
tibilidad y optimalidad anteriores.
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Ejemplo 4.4 Considera el problema lineal:

máx 8x+ 3y

s.a x− y ≤ 3

2x+ y ≤ 4

x, y ≥ 0


uya solu
ión óptima es x∗ = 2, y∗ = 0, f∗ = 16.

Sustituyendo el valor de las variables en las restri

iones se observa que s = 1 y t = 0.
Vamos a ver 
ómo afe
tan los 
ambios de los 
oe�
ientes en la f.o. a la 
ondi
ión de

óptimo, 
al
ulando el intervalo de sensibilidad de c1 = 8 (bási
o) y c2 = 3 (no bási
o).

En 
uanto a c1, para que la solu
ión siga siendo óptima, en un problema de maxi-

miza
ión:

Wj = cj − ctBB
−1 · Pj ≤ 0,∀j = m+ 1, ...,m + n

Teniendo la matriz té
ni
a ampliada:

A =

(

1 −1 1 0
2 1 0 1

)

(x y s t)

Sustituyendo el valor de la solu
ión óptima x∗ = 2, y∗ = 0, se obtiene s∗ = 1, t∗ = 0.

Luego: B =

(

1 1
2 0

)

, B−1 =

(

0 1
2

1 −1
2

)

y N =

(

−1 0
1 1

)

= (Py Pt).

El intervalo para c1 (bási
o) se 
al
ula a partir de:

Wy = 3− (c1 0)B−1Py =

= 3− (c1 0)B−1

(

−1
1

)

=

= 3− c1
2

≤ 0

luego c1 ≥ 6.
En 
uanto al intervalo para c2 (no bási
o):

Wy = c2 − (8 0)B−1Py =

= c2 − (8 0)

(

0 1
2

1 −1
2

)(

−1
1

)

=

= c2 − 4 ≤ 0

Luego c2 ≤ 4.
Por otra parte los 
ambios en los términos independientes, afe
tarán a la 
ondi
ión

de fa
tibilidad.
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En el ejemplo anterior, para el 
oe�
iente b1 de la primera e
ua
ión, si se quiere que

la solu
ión siga siendo fa
tible, ha de 
umplirse:

xB = B−1b ≥ 0 ⇒
(

0 1
2

1 −1
2

)(

b1
4

)

=

(

2
b1 − 2

)

≥ 0

De donde b1 − 2 ≥ 0 y por tanto b1 ≥ 2.
Para el 
oe�
iente b2:

xB = B−1b ≥ 0 ⇒
(

0 1
2

1 −1
2

)(

3
b2

)

=

(

b2
2

3− b2
2

)

≥ 0

Luego

b2
2 ≥ 0 y 3 − b2

2 ≥ 0. De la primera b2 ≥ 0 y de la segunda b2 ≤ 6, luego
0 ≤ b2 ≤ 6.

Finalmente los 
ambios en los 
oe�
ientes de la matriz de restri

iones afe
tan a la


ondi
ión de óptimo y si el 
ambio se mantiene dentro del intervalo de sensibilidad, se

modi�
a el valor de la f.o. en el óptimo, pero no el valor de las variables. Si queremos

obtener el intervalo para a22:

B−1 =

(

0 1
2

1 −1
2

)

de donde

B−1 · Py =

(

0 1
2

1 −1
2

)(

−1
a22

)

=

(

a22
2

−1− a22
2

)

Teniendo en 
uenta que:

Wy = 3− (8 0)B−1Py ≤ 0 ⇒

⇒ 3− (8 0)

(

a22
2

−1− a22
2

)

≤ 0 ⇒

⇒ 3− 4a22 ≤ 0 ⇒ a22 ≥
3

4

Finalmente señalar que el análisis de post-optimiza
ión 
onsiste en obtener la nueva

solu
ión óptima de un problema lineal 
uando se produ
e una modi�
a
ión en alguno

de los parámetros del problema, se introdu
e una nueva variable de de
isión o nueva

restri

ión. Siempre intentando aprove
har la solu
ión óptima del problema ini
ial.

Volvemos al ejemplo anterior, analizando primero los 
ambios en los 
oe�
ientes de

la f.o. Veamos qué su
ede 
uando c1 pasa a valer 6. Di
ho 
oe�
iente 
orresponde a una
variable bási
a y 
omo di
ho valor pertene
e al intervalo de sensibilidad para c1: [6,∞)
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al
ulado anteriormente, la solu
ión óptima sigue siendo válida aunque 
ambie el valor

de la f.o.

Veamos ahora qué o
urre 
uando c1 pasa a valer 4. En este 
aso, el valor no pertene
e
al intervalo de sensibilidad y la solu
ión anterior deja de ser óptima. En una siguiente

optimiza
ión, se en
uentra la solu
ión úni
a y no degenerada:

x∗ = 0, y∗ = 4, s∗ = 7, t∗ = 0, f∗ = 12

Veamos ahora 
ómo analizar los 
ambios de los 
oe�
ientes en el ve
tor de términos

independientes. Anali
emos, por ejemplo, qué pasa 
uando b1 pasa a valer 4. Como

di
ho valor está dentro del intervalo de sensibilidad, el 
ambio no afe
ta a la 
ondi
ión

de óptimo; sin embargo 
ambia el valor de las variables en la solu
ión y el valor de la

fun
ión objetivo.

Tenemos:

B−1 =

(

0 1
2

1 −1
2

)

B−1b =

(

0 1
2

1 −1
2

)(

4
4

)

=

(

2
2

)

optimizando de nuevo, obtenemos x∗ = 2, y∗ = 0, s∗ = 2, t∗ = 0 y f∗ = 16, solu
ión
úni
a y no degenerada.

En segundo lugar analizaremos qué su
ede 
uando b2 pasa a valer 9. Este valor no

perten
e al intervalo de sensibilidad de b2 y por lo tanto la solu
ión deja de ser óptima

al referirse a una solu
ión bási
a que no es fa
tible, puesto que:

B−1b =

(

9
2

−3
2

)

< 0

Por lo tanto debemos resolver el problema de nuevo y obtenemos: x∗ = 4, y∗ =
1, s∗ = 0, t∗ = 0 y f∗ = 36, solu
ión úni
a y no degenerada.

Finalmente vamos a ver 
ómo afe
tan otro tipo de 
ambios, 
omo por ejemplo in-

trodu
ir una nueva variable.

Veamos 
uál es la solu
ión óptima del problema si introdu
imos una nueva variable

z, 
on c3 = 1 y P3 = (1 0)t.
Esta 
ambio afe
ta a la 
ondi
ión de óptimo pero no a la de fa
tibilidad, que resulta:

B−1P3 =

(

0 1
2

1 −1
2

)(

1
0

)

=

(

0
1

)

Wz = 1 − (8 0)

(

0
1

)

= 1. Volviendo a iterar re
uperamos la 
ondi
ión de opti-

malidad, y obtenemos: x∗ = 0, y∗ = 4, s∗ = 0, t∗ = 0 y f∗ = 19.
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4.6.1. Análisis de sensibilidad 
on GAMS

Para que GAMS reali
e un análisis de sensibilidad tal y 
omo hemos des
rito en la

se

ión anterior, es pre
iso sele

ionar 
omo solver CPLEX. Para ha
er ésto, debemos

añadir tras el bloque de de
lara
ión de restri

iones la senten
ia:

OPTION LP=CPLEX;
y tras dar nombre al modelo,

nombre_modelo.OPTFILE=1;

Además hay que 
rear un �
hero nuevo de nombre CPLEX.OUT, en el que es
ribir

las senten
ias

OBJRNG ALL

RHSRNG ALL

Así, al eje
utar GAMS, al �nal del �
hero .lst, apare
erá el rango de valores para


ada 
oe�
iente del rhs y para 
ada 
oe�
iente de la f.o., para los que la solu
ión óptima

en
ontrada sigue siendo válida.

4.7. Análisis paramétri
o

El análisis paramétri
o o programa
ión lineal paramétri
a estudia 
uál o 
uales son

las solu
iones de un problema de programa
ión lineal 
uando uno o varios elementos

(bási
amente 
oe�
ientes o términos independientes) del modelo dependen de un deter-

minado parámetro.

El método de trabajo es muy similar al del análisis de post-optimiza
ión. La difer-

en
ia es que di
ho análisis se debe realizar para un intervalo de valores del parámetro

en 
uestión 
on lo que 
re
e la 
omplejidad 
omputa
ional del pro
eso.

4.8. Programa
ión lineal entera

Mu
hos problemas lineales, por sus propias 
ara
terísti
as, porque in
luyen alguna

variables de de
isión de tipo 
ualitativo, o porque formulados requieren de variables

enteras, exigen 
onsiderar una o varias variables de de
isión de este tipo.

La exigen
ia de integridad de una o más variables de de
isión en los problemas lin-

eales enteros y 
on ella el in
umplimiento de la hipótesis de 
onvexidad de la región

fa
tible, 
ompli
a sustan
ialmente la resolu
ión de estos problemas, alargando los tiem-

pos de eje
u
ión de los algoritmos en problemas de dimensión mediana y grande.

En GAMS, hay que añadir en la de�ni
ión de las variables el tipo, si es 0-1, s indi
a


on: binary variables y si es entera, se debe añadir integer variables, en lugar de positive

variables. Además en éste último 
aso, hay que a
otar superiormente a las variables. Si

no se ha
e, el problema es ina
otado.

En 
uanto al bloque de solu
ión, la instru

ión para resolver este tipo de problemas

es:
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SOLVE nombre_modelo USING MIP maximizing/minimizing variable_objetivo;

4.9. Ejer
i
ios

1. Resuelve los siguientes problemas lineales utilizando el algoritmo del simplex,

obtén todas las solu
iones óptimas e identi�
a de qué tipo de problema se trata,

atendiendo a di
ha solu
ión.

a)

máx z = x+ 2y

s.a x+ y ≤ 4

2x+ y ≤ 6

x, y ≥ 0

Solu
ión:

Problema a
otado. Solu
ión óptima úni
a (0, 4), z∗ = 8.

b)

máx z = −x+ y

s.a −x+ y ≤ 2

y ≤ 4

x, y ≥ 0

Solu
ión:

Problema a
otado. Solu
ión óptima múltiple, de�nida por la arista que une

los vérti
es (0, 2) y (2, 4). z∗ = 2.

Esto es, las solu
iones óptimas 
umplen:











x∗

y∗

s∗

t∗











= λ1











0
2
0
2











+ λ2











2
4
0
0











, λ1, λ2 ≥ 0, λ1 + λ2 = 1 (4.5)


)

máx z = x

s.a −x+ y ≤ 2

y ≤ 4

x, y ≥ 0

Solu
ión:

Problema no a
otado.
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d)

máx z = y

s.a −x+ y ≤ 2

y ≤ 4

x, y ≥ 0

Solu
ión:

Problema a
otado. Solu
ión óptima múltiple x∗ ≥ 2, y∗ = 4 = z∗. Esto es,

las solu
iones óptimas 
umplen:











x∗

y∗

s∗

t∗











=











2
4
0
0











+ λ











1
0
1
0











, λ ≥ 0 (4.6)

e)

máx z = 5x+ y + 2t

s.a 2x+ 5y + t ≤ 10

−x+ 2y + t ≥ 4

x, y, t ≥ 0

Solu
ión:

Problema a
otado. Solu
ión óptima úni
a x∗ = 2, y∗ = 0, t∗ = 6, s∗1 = s∗2 = 0,
z∗ = 22.

Nota: Habrás observado que si el problema es a
otado, podemos en
ontrarnos

tres situa
iones:

a) La solu
ión óptima es úni
a. Todos los rendimientos marginales Wj < 0, para
todas las variables xj no bási
as.

b) La solu
ión óptima es múltiple (de arista �nita). Al menos uno de los rendimien-

tos marginales Wj0 = 0, para la variable no bási
a xj0. Si ha
emos entrar en

la base a di
ha variable xj0, llegamos a una tabla en la que no existe ninguna

variable no bási
a 
on rendimiento nulo y ve
tor Y ≤ 0. Si llamamos x1, ..., xk
a los distintos vérti
es óptimos obtenidos en las distintas itera
iones, la solu-


ión óptima es la 
ombina
ión lineal 
onvexa de todos ellos.

x∗ = λ1x1 + ...+ λkxk, donde 0 ≤ λ1, ..., λk ≤ 1, λ1 + ...+ λk = 1.


) La solu
ión óptima es múltiple (de arista in�nita). Al menos uno de los

rendimientos marginales Wj0 = 0, para la variable no bási
a xj0. Si ha
emos
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entrar en la base a di
ha variable xj0, llegamos a una tabla en la que existe

al menos una variable no bási
a 
on rendimiento nulo y ve
tor aso
iado

Yj0 ≤ 0. Si llamamos x a la solu
ión óptima del problema y d1, ..., dk a las

dire

iones óptimas extremas, obtenidas ha
iendo en las posi
iones bási
as

dj = 1 si Yj < 0, y en otro 
aso dj = 0, la expresión matemáti
a de todas

las solu
iones óptimas del problema es la 
ombina
ión lineal:

x∗ = x+ β1d1 + ...+ βkdk, donde β1, ..., βk ≥ 0.

2. Un fabri
ante de produ
tos lá
teos fabri
a dos tipos de yogur: natural y muesli que

presenta en formato de 500gr. En la 
omposi
ión del yogur natural interviene en

un 85% le
he fermentada par
ialmente desnatada y en 15% restante fermentos

lá
teos de alto 
ontenido en 
al
io y sodio. Y en la 
omposi
ión del yogur 
on

muesli un 80% de le
he fermentada, un 15% de fermentos lá
teos y un 5% de

muesli. Las 
antidades diarias disponibles son 50kg. de le
he fermentada, 9kg. de

fermentos lá
teos y 2kg. de muesli. Los yogures se venden a 0.90 euros por unidad,

la modalidad natural y 1.15 euros, la modalidad muesli. Determina la 
antidad

óptima a fabri
ar de ambos produ
tos para maximizar ingresos.

Nota: Utiliza la senten
ia OPTION SOLSLACK=1; para obtener el valor de las

variables de holgura.

Solu
ión:

Se deben fabri
ar 40 unidades (de 500gr.) de yogur natural y 80 de yogur 
on

muesli. Los ingresos serán de 128 euros.

3. Una empresa de vidrio hue
o fabri
a botellas verdes, blan
as y opa
as, destinadas

al evasado de vino, bebidas gaseosas, zumos y 
erveza. Dado que el vidrio es

un material que se puede re
i
lar y re
uperar en un 100%, son indistinguibles las

botellas fabri
adas por la emprea a partir de sili
atos y a partir de vidrio re
i
lado.

Las botellas se fabri
an a partir del 
al
ín (una mez
la de síli
e, sosa, 
aliza y

arena), que moldeable a 1500 grados 
entígrados es sometido a un pro
eso au-

tomáti
o de prensado (para formar el extremo abierto) y soplado (para formar el

hue
o del re
ipiente). El 
al
ín se puede obtener a partir de materias primas o

a partir de vidrio usado. En el primer 
aso se ne
esitan 720gr. para fabri
ar una

botella, mientras que en el segundo, 600gr. Los tiempos en minutos, por fabri-


a
ión de 
ada botella, y las horas disponibles en 
ada se

ión se resumen en la

siguiente tabla:

Cribado y Rotura Fundido Prensado Soplado

Botella no re
i
lada 0 min. 10 min. 2 min. 4 min.

Botella re
i
lada 5 min. 7.4 min. 2 min. 4 min.

Horas disponibles 300 500 150 300
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Además sabemos:

que las disponibilidades mensuales de alma
enamiento de la empresa son de

2500 kg. de materia prima y 4000 botellas;

para 
obrar la subven
ión del programa RECICLE, al menos el 50% de la

materia prima ha de ser vidrio re
i
lado,

al menos el 60% de la produ

ión han de ser botellas verdes,

no se fabri
an botellas blan
as 
on vidrio re
i
lado, y

los ingresos unitarios en euros por botella verde, blan
a y opa
a, son respe
-

tivamente: 0.4; 0.5 y 0.3.

Resuelve las siguientes 
uestiones:

a) El fabri
ante desea averiguar 
uántas botellas ha de fabri
ar mensualmente

de 
ada 
olor para maximizar ingresos.

b) ¾Cuál es la reper
usión en los ingresos que tiene la fabri
a
ión de una botella

opa
a re
i
lada?


) Razona si se 
onsumen o no todas las horas disponibles en 
ada una de las


uatro se

iones del pro
eso produ
tivo. Si la empresa pudiera disponer de

10h. adi
ionales, en qué se

ión las debería emplear y 
uál sería su reper
usión

sobre los ingresos.

d) ¾Se fabri
arán botellas opa
as, si se in
rementa en 10h. el tiempo disponible

en la se

ión de fundido?

e) Indi
a el rango de ingresos (pre
ios) de las botellas blan
as para el 
ual la

solu
ión obtenida sigue siendo óptima. ¾Cómo varían los ingresos en di
ho

intervalo?

Solu
ión:

a) Vn, Vr: número de botellas verdes fabri
adas, nuevas y re
i
ladas, respe
tiva-

mente. Bn, Br: número de botellas blan
as fabri
adas, nuevas y re
i
ladas, re-

spe
tivamente. On, Or: número de botellas opa
as fabri
adas, nuevas y re
i
ladas,

respe
tivamente. La solu
ión óptima es Vn = 0, Vr = 3600, Bn = 336, Br = 0,
On = 0, Or = 0, 
on unos ingresos máximos de 1608euros.

b) Cada botella opa
a re
i
lada redu
e los ingresos en 0.1euro.


) Se 
onsumen todas las horas disponibles en las se

iones de 
ribado y fundido.

Si la empresa pudiera disponer de 10h. adi
ionales, las debería apli
ar a la se

ión

de fundido 
on un in
remento de 30 euros en los ingresos.

d) No.

e) El rango de pre
ios de las botellas blan
as es p ∈ [0,4, 0,5405], los ingresos en
fun
ión de p varían de a
uerdo 
on la expresión 336p + 1440.
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4. Una esta
ión desaladora suministra agua a parti
ulares y empresas de tres lo
ali-

dades situadas a 25, 5 y 30 kms. de distan
ia. Sabiendo que:

La demanda mínima total de agua es: 350 m3
|dia a parti
ulares y 40 m3

|dia

para empresas.

Las empresas representan respe
tivamente el 5, 1 y 25% de la demanda de

agua de 
ada lo
alidad.

Los 
ostes de suministro son de 0.07 euros por km. y m3
.

a) Determinar el número de litros que se han de suministrar diariamente a 
ada

lo
alidad para minimizar 
ostes. Estudia si esta solu
ión óptima es úni
a y/o

degenerada.

b) ¾Qué efe
to tendría sobre el 
oste el suministro de 20m3
de agua a la primera

lo
alidad?


) ¾Qué efe
to tendría sobre el 
oste un aumento de la demanda de parti
ulares

de 5m3
?

d) ¾Cuál es el pre
io mínimo que se debería 
obrar por m3
a las empresas? ¾Y

a los parti
ulares?

Solu
ión:

a) Se trata de un problema a
otado. La solu
ión es óptima es úni
a (número

de rendimientos marginales de las variables iguales a 
ero igual al número de

restri

iones) y no degenerada (las variables bási
as son x2 y x3). La solu
ión

óptima 
onsiste en: suministrar 239.583m3
a la segunda lo
alidad, 150.417m3

a la

ter
era lo
alidad y 0m3
a la primera 
on un 
oste mínimo diario de 399.73 euros.

b) El suministro de 20m3
de agua a la primera lo
alidad tendría un in
remento

de 
ostes de 22.16euros.


) Un aumento de la demanda de parti
ulares de 5m3
tendría un in
remento de


ostes de 1.385euros.

d) El pre
io mínimo a 
obrar por m3
a las empresas sería de 7.57euros/m3

, y a

los parti
ulares de 0.28euros/m3

5. Una empresa que se dedi
a a la fabri
a
ión de ordenadores 
ompra los dis
os duros,

uno por ordenador, a 
uatro fabri
antes de forma indistinta. Los 
ostes �jos por

envío, el pre
io unitario de 
ada dis
o duro y el número máximo de dis
os por

envío se presentan en la tabla adjunta:
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Costes �jo pre
io unitario Tamaño máximo

por envío (euros/unidad) del envío

Fabri
ante 1 1200 80 700

Fabri
ante 2 1000 100 400

Fabri
ante 3 800 95 500

Fabri
ante 4 700 110 800

Determinar el número de dis
os duros que se deben pedir a 
ada proveedor para

que el 
oste de produ

ión de los 1000 ordenadores previstos para este més sea

mínimo.

Solu
ión:

Sea Fi la variable binaria que toma el valor 1 si se 
ompra al fabri
ante i y toma

el valor 
ero en otro 
aso, 
on i = 1, ..., 4. Sea además la variable Xi la variable

entera que representa el número de ordenadores 
omprados al Fabri
ante i, 
on
i = 1, ..., 4. La solu
ión óptima es X1 = X3 = 1, X2 = X4 = 0, F2 = F4 = 0,
F1 = 700, F3 = 300, 
on un 
oste de produ

ión de 85900 euros.

4.10. Trabajo en grupo 2: Plani�
a
ión �nan
iera I

A lo largo de esta se

ión se 
onsidera un problema de plani�
a
ión de inversiones

en una 
artera de valores 
on varios a
tivos �nan
ieros. Se trata de un 
lási
o ejemplo

tomado de Birge y Louveaux (1997).

El objetivo del problema será obtener un 
ierto 
apital, dentro de H años. A
tual-

mente disponemos una 
antidad b que vamos a invertir en alguno de los I instrumentos

�nan
ieros. Después de H años, tendremos un 
apital que nos gustaría que superase

una 
antidad W . Podemos suponer que la 
artera puede ser modi�
ada 
ada v años,

por lo que 
onsideraremos T = H
v
periodos de inversión.

Para simpli�
ar ignoraremos 
ostes de transa

ión e impuestos, aunque sabemos que

en la prá
ti
a di
has 
onsidera
iones son importantes. Supondremos también todas las


antidades de dinero medidas en miles de euros 
onstantes.

En la formula
ión del problema, des
ribiremos la fun
ión objetivo en términos de

una fun
ión de utilidad 
ón
ava (utilizada en modeliza
ión para representar aversión

al riesgo). El ex
eder la 
antidad W después de H años, supondrá obtener una tasa

de interés de q, sobre di
ho ex
eso, mientras que no llegar a la 
ota mínima supondría

pedir prestado a un tipo de interés r la 
antidad faltante.

Este problema 
onsta enton
es de los siguientes elementos:

Conjuntos

I, instrumentos �nan
ieros: A
tivos, Bonos, Letras del Tesoro, et
.

T , periodos de inversión.
Variables de de
isión

xit, volumen de inversión en el instrumento i al 
omienzo del periodo t.
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y, ex
eso de 
apital sobre la 
antidad pre�jada al �nal del último periodo.

w, defe
to de 
apital sobre la 
antidad pre�jada al �nal del último periodo.

Parámetros

b, 
apital ini
ial disponible al 
omienzo del primer periodo.

W , 
apital que el inversor desea obtener al �nal del último periodo.

q, tipo de interés (en tanto por uno) apli
able al ex
eso de 
apital.

r, tipo de interés (en tanto por uno) para préstamo (apli
able al faltante de 
apital).

rit, rendimiento al �nal del periodo t por una unidad invertida en el instrumento i
al 
omienzo de di
ho periodo.

Para ayudar al inversor en su de
isión podemos plantear el siguiente modelo lineal

1

máx z = qy − rw

s.a.

∑

i∈I xi1 = b
−∑i∈I rit−1xit−1 +

∑

i∈I xit = 0, t ∈ T − {1}
∑

i∈I riTxiT − y + w = W
xit ≥ 0,∀i ∈ I, t ∈ T,

y ≥ 0, w ≥ 0,

(4.7)

donde el objetivo es proponer una políti
a de inversión que maximi
e la utilidad del

bene�
io del inversor, es de
ir, la fun
ión objetivo es la 
antidad en ex
eso ponderada

al tipo de interés q menos el faltante obtenido ponderado a un interés r. Di
ha fun
ión

objetivo premia el ex
eso de bene�
io penalizando su defe
to. Si al �nalizar los |T |
periodos, el inversor obtiene ex
edente, su utilidad será pre
isamente ese bene�
io; si

por el 
ontrario, obtiene pérdidas, la utilidad del inversor será menos 
uatro ve
es di
ho

faltante (i.e., r = 4q).
El 
onjunto de restri

iones del modelo tienen el siguiente signi�
ado. La primera

restri

ión indi
a que la suma de las 
antidades invertidas en 
ada uno de los instru-

mentos �nan
ieros en el primer periodo de tiempo, ha de ser igual al 
apital ini
ial

disponible, b.

1

De aquí en adelante, indi
aremos un ve
tor 
olumna mediante una letra latina o griega, mientras

que el ve
tor �la 
orrespondiente vendrá indi
ado por la misma letra 
on el superíndi
e t (traspuesta).

Por ejemplo,

b =

(

b1
b2
b3

)

y b
t = (b1, b2, b3)

a ex
ep
ión de las letras h, ρ (
oe�
ientes de la fun
ión objetivo) y las variables duales, λ, α, β, W , V

que reservaremos para denotar un ve
tor �la:

h = (h1, h2) y h
t =

(

h1

h2

)
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Las siguientes |T | − 1 restri

iones representan la e
ua
ión de balan
e de 
apital

para 
ada uno de los |T | − 1 periodos. Di
has e
ua
iones igualan el bene�
io total

(intereses más prin
ipal) produ
ido por las inversiones realizadas en un periodo dado, y

las inversiones que se realizan en el siguiente periodo. Hay que señalar que no se permiten

pérdidas ni aporta
iones exógenas de dinero en el modelo. La última restri

ión indi
a

que el bene�
io obtenido en el último periodo, menos el ex
edente o, en su 
aso, más el

faltante tiene que 
oin
idir 
on el 
apital estable
ido a priori por el inversor.

4.10.1. Enun
iado 1: Modelo Determinista

Utilizaremos un pequeño ejemplo ilustrativo 
on el �n de visualizar mejor el modelo.

Contaremos 
on un 
onjunto de dos a
tivos �nan
ieros I = {1, 2}; i = 1 si se trata de

a

iones e i = 2 si se trata de bonos.

El horizonte temporal será H = 15 años. Las inversiones podrán 
ambiar 
ada 5

años, de manera que T = 3.
El 
apital ini
ial del que se parte es b = 55 miles de euros y el 
apital que se

pretende al
anzar es W = 80 miles de euros. El tipo de interés (en tanto por uno) sobre

el ex
edente es q = 1 y sobre el faltante r = 4.
El inversor sabe por experien
ia pasada que el rendimiento medio unitario para estos

a
tivos durante los distintos periodos de tiempo viene dado por:

r1t = 1,155, t ∈ T a

iones

r2t = 1,13, t ∈ T bonos

Dados los valores 
on
retos de los parámetros, resuelve el siguiente modelo:

máx z = y − 4w

s.a. x11 + x21 = 55
−1,155x11 − 1,13x21 +x12 + x22 = 0
−1,155x12 − 1,13x22 +x13 + x23 = 0
1,155x13 + 1,13x23 −y + w = 80

xit ≥ 0, ∀i ∈ I, t ∈ T
y ≥ 0, w ≥ 0,

(4.8)

Para ello,

1. Implementa en GAMS el modelo de programa
ión determinista 
orrespondiente

al modelo (4.8).

2. Obtén la solu
ión óptima así 
omo la políti
a de de
isiones que propone di
ha

solu
ión óptima.

3. Interpreta la solu
ión obtenida
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Capítulo 5

Optimiza
ión esto
ásti
a

La optimiza
ión esto
ásti
a es una dis
iplina para modelizar problemas de opti-

miza
ión 
uyos parámetros no son deterministas. Los problemas de optimiza
ión deter-

minista se formulan para parámetros 
ono
idos 
on 
erteza, a pesar de que 
asi todos los

problemas del mundo real in
luyen algún parámetro des
ono
ido. Una 
ara
terísti
a de

los modelos de Optimiza
ión Esto
ásti
a es que presuponen 
ono
idas o estimables las

distribu
iones de probabilidad aso
iadas a los datos. Además, habitualmente se supone

que las distribu
iones son dis
retas 
on un número �nito de estados posibles. El objeti-

vo aquí es en
ontrar una políti
a de de
isión que sea fa
tible para todos (o 
asi todos)

los datos posibles y maximi
e la esperanza de alguna fun
ión sobre las de
isiones y las

variables aleatorias. Más generalmente, estos modelos se formulan, se resuelven analíti
a

o numéri
amente, y se analizan de 
ara a propor
ionar informa
ión útil al tomador de

de
isiones.

5.1. Modeliza
ión esto
ásti
a

El problema de la in
ertidumbre en los parámetros se ha venido tratando regular-

mente en la literatura sobre optimiza
ión matemáti
a desde 1955, año en el que se

publi
aron los trabajos seminales sobre la materia debidos a Beale y Dantzig, inde-

pendientemente. No obstante, dado el alto grado de so�sti
a
ión que la resolu
ión del

problema requiere, no se ha podido abordar la resolu
ión de problemas prá
ti
os de op-

timiza
ión matemáti
a 
on in
ertidumbre hasta el 
omienzo de la unión entre Cien
ias

Matemáti
as y Cien
ias de la Computa
ión en los años 80.

A lo largo de esta se

ión se estudiarán diferentes representa
iones matemáti
as

del Modelo Determinista Equivalente al modelo esto
ásti
o, 
omo son la representa
ión


ompa
ta y representa
ión por variables divididas, también llamada extendida.

Además se des
ribirán los modelos esto
ásti
os y sus propiedades en fun
ión del

número de etapas 
onsideradas a lo largo del horizonte de plani�
a
ión, según lo 
ual

se tendrán problemas de dos etapas y problemas multietápi
os. Según el 
ará
ter de
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las variables que intervienen en los mismos, habrá problemas de optimiza
ión lineales,

enteros o mixtos.

5.1.1. Problemas lineales esto
ásti
os

Los problemas lineales esto
ásti
os, son problemas de optimiza
ión lineal en los que

algunos de los parámetros (c,A, b) del modelo se 
onsideran in
iertos. Esto signi�
a que

algunos de los parámetros del problema se pueden representar por variables aleatorias.

Se supone que está disponible una des
rip
ión probabilísti
a de las variables aleatorias,

bajo la forma de distribu
iones de probabilidad, densidades, o más generalmente, medi-

das de probabilidad. Como es habitual, los valores parti
ulares que toman las variables

aleatorias sólo se 
ono
en tras el experimento aleatorio.

Problemas 
on estas 
ara
terísti
as apare
en en multitud de dis
iplinas, se 
itan tan

solo algunos ejemplos: los 
ostes de produ

ión y distribu
ión típi
amente dependen

del 
oste de 
arburante, las demandas futuras dependen de las 
ondi
iones de mer
ado

in
iertas, los rendimientos de las 
ose
has dependen de las 
ondi
iones meteorológi
as

in
iertas, los rendimientos de a
tivos �nan
ieros dependen de los valores futuros de los

tipos de interés, et
.

Habitualmente la toma de de
isiones es fun
ión del tiempo. Así, sea T = {1, 2, . . . , T}
el 
onjunto de periodos de tiempo que 
onstituyen el horizonte de plani�
a
ión. Los

periodos de tiempo se agruparán en distintas etapas de de
isión dependiendo de la

estru
tura de informa
ión disponible en el problema.

Una etapa de un horizonte temporal dado, es un 
onjunto de periodos de tiempo

en los que tiene lugar la realiza
ión de parámetros in
iertos.

Y sea S = {1, 2, . . . S} el 
onjunto de etapas de de
isión en las que se reparten

los distintos periodos de tiempo, donde S ≤ T . Los problemas esto
ásti
os se pueden


lasi�
ar en 
uanto al número de etapas en biétapi
os, aquellos que tienen dos etapas y

multietápi
os, 
on tres o más.

5.1.2. Espa
ios de probabilidad y variables aleatorias

Una té
ni
a que modeliza y re
oge ade
uadamente la in
ertidumbre, es la denom-

inada análisis de es
enarios. Esta metodología parte de 
ono
er un 
onjunto �nito de

valores de los parámetros esto
ásti
os, representativo del 
onjunto de todos los posibles

valores de los mismos

1

Un es
enario es una realiza
ión de los parámetros in
iertos y

determinísti
os a lo largo de las diversas etapas del horizonte temporal.

La in
ertidumbre se representa en términos del experimento aleatorio, 
uyo resul-

tado se denota por ω. El 
onjunto de todos los posibles resultados del experimento se

representa por Ω. Los resultados pueden 
ombinarse en sub
onjuntos de Ω denominados

1

Uno de los problemas más importantes a la hora de desarrollar esta metodología, y que es
apa al

objetivo de este trabajo, es la determina
ión del 
onjunto de es
enarios a utilizar, de manera que di
ho


onjunto sea representativo del total.
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t = 1 t = 2 t = 3 t = 4

w = 1

w = 2

w = 3

w = 4

w = 5

w = 6

w = 7

w = 8

Figura 5.1: Árbol de es
enarios

su
esos. Cada su
eso elemental ω determina un es
enario ξω = (cω, Aω, bω), esto es, una
parti
ular realiza
ión de los parámetros aleatorios del modelo.

En adelante y para simpli�
ar la nota
ión se denotará por ω, en lugar de ξω, a 
ada
uno de los es
enarios y por Ω, al 
onjunto de es
enarios.

Es habitual representar el 
onjunto de es
enarios mediante un árbol 
uyos niveles


orresponden a los distintos periodos del horizonte de plani�
a
ión en los que es pre
iso

tomar alguna de
isión.

En 
ada etapa hay tantos nodos 
omo realiza
iones de los parámetros in
iertos.

Obsérvese que en la primera etapa, apare
e un úni
o nodo, llamado nodo raíz. Una vez

que se ha tomado la de
isión, pueden o
urrir algunas 
ontingen
ias (por ejemplo, en

la Figura 5.1, el número de perspe
tivas es tres para el periodo de tiempo t = 2), y la

informa
ión relativa a estas perspe
tivas está disponible al 
omienzo de la etapa.

Una vez generado el árbol de es
enarios, es ne
esario ampliar la modeliza
ión del

problema, de manera que re
oja la informa
ión proveniente de di
ho árbol. Una alter-

nativa 
onsiste en resolver los problemas deterministas aso
iados a 
ada es
enario:

Zω = mı́n cωxω

s.a. Aωxω = bω (5.1)

xω ≥ 0

Las diferentes solu
iones óptimas, xω
∗

, 
ondi
ionadas a la o
urren
ia de 
ada es-


enario, así 
omo sus valores en la fun
ión objetivo deben ser estudiados para de
idir

sobre una solu
ión a
eptable. Obsérvese que 
ada uno de estos problemas presenta m
restri

iones y n variables.

A partir de los modelos (5.1), el 
riterio para sele

ionar una solu
ión 
omo óptima
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no es 
laro. Puede haber solu
iones fa
tibles en un es
enario y en otro no. Una solu
ión

puede tener un valor mejor que otra en la fun
ión objetivo en un es
enario 
on
reto y

no en otro; et
.

Sin embargo, la metodología de análisis de es
enarios, 
omo tratamiento de la in
er-

tidumbre en un problema de optimiza
ión, propor
iona solu
iones fa
tibles bajo 
ada

es
enario, pero sin subordinarse a ninguno de ellos y 
uyo valor en la fun
ión objetivo

es siempre mejor, para todos ellos.

5.1.3. Prin
ipio de no-anti
ipatividad

Enun
iado por primera vez en 1991 por Ro
kafellar y Wets, estable
e lo siguiente: si

dos es
enarios, sean ω y ω′
, son idénti
os 
onsiderando la informa
ión disponible sobre

ellos desde la primera etapa hasta la etapa t in
luida, enton
es las de
isiones a tomar

bajo esos es
enarios hasta la etapa t deben ser las mismas.

A 
ada realiza
ión de los parámetros in
iertos en las distintas etapas 
onsideradas

a lo largo del horizonte de plani�
a
ión, sea ω = (ω1, ω2, . . . , ωS), se ha visto que se

le puede aso
iar la 
orrespondiente se
uen
ia de de
isiones xω = (xω1 , x
ω
2 , . . . , x

ω
S), para

ω ∈ Ω. Pero di
has de
isiones no son independientes entre sí.

El prin
ipio de no anti
ipatividad exige que

xωt = xω
′

t si ω = ω′, ∀t ∈ S.

En la Figura 5.2 apare
e representado el prin
ipio de no-anti
ipatividad para un

ejemplo de |Ω| = 4 es
enarios, S = 3 etapas de de
isión y T = 3 periodos de tiempo.

b

b

b

b

t = 1

xω1

b

b

b

b

t = 2

xω2

b

b

b

b

t = 3

xω3

ω = 4

ω = 3

ω = 2

ω = 1

Figura 5.2: Prin
ipio de no-anti
ipatividad
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El nodo 1 de su árbol de es
enarios representa la primera etapa, o instante de

tiempo en el que debe tomarse la primera de
isión. En esta primera etapa la informa
ión

sobre los parámetros in
iertos se supone 
ono
ida 
on pre
isión. Este 
ono
imiento se

expresa matemáti
amente 
omo ω1
1 = ω2

1 = ω3
1 = ω4

1 . Es de
ir, las realiza
iones de los

parámetros in
iertos bajo 
ada es
enario son las mismas (ωi
1, son iguales ∀ i = 1, ..., 4)en

esta primera etapa. Por lo tanto, las de
isiones también deben 
oin
idir en esta primera

etapa bajo 
ada es
enario. Estas igualdades, x11 = x21 = x31 = x41, están representadas

mediante las líneas verti
ales que unen 
ada punto en la etapa 1 y el 
ír
ulo dis
ontinuo

que las engloba.

Una vez efe
tuada di
ha de
isión, dos perspe
tivas pueden a
ae
er y la informa
ión

sobre los parámetros in
iertos estará disponible al 
omienzo de la segunda etapa. La

no-anti
ipatividad signi�
a que van a existir úni
amente dos versiones en 
uanto a la

realiza
ión de parámetros esto
ásti
os y por lo tanto dos versiones de la de
isión x2. En
la �gura, por lo tanto, apare
en representadas las igualdades x12 = x22 y x32 = x42 que

impli
an una de
isión 
omún a las dos primeras e iguales realiza
iones de los parámetros

y otra para las otras dos.

Para introdu
ir matemáti
amente la 
ondi
ión de no anti
ipatividad en el modelo,

resulta útil de�nir la siguiente no
ión:

Un grupo de es
enarios para una etapa dada es el 
onjunto de es
enarios 
uya

realiza
ión de los parámetros in
iertos es la misma hasta di
ha etapa.

A partir de esta de�ni
ión, se tiene la siguiente nota
ión:

t(g), periodo al que pertene
e el grupo de es
enarios g.

G, 
onjunto de grupos de es
enarios. Los grupos se numeran 
onse
utivamente.

Gt, sub
onjunto de grupos de es
enarios del periodo t, t ∈ T , de tal forma que si

dos es
enarios distintos ω y ω′
presentan las mismas realiza
iones de parámetros

aleatorios hasta el periodo t, enton
es los es
enarios ω y ω′
pertene
en al mismo

grupo g, para g ∈ Gt ⊆ G. Nótese que |G1| = 1 y g = 1 ∈ G1, |GS | = |Ω|.

Ωg, sub
onjunto de es
enarios que de�nen al grupo g, para g ∈ Gt, t ∈ T , tal que
Ωg ⊆ Ω. Nótese que Ωg′ ⊆ Ωg impli
a que t(g) < t(g′), para g′ ∈ Gt(g′), g ∈ Gt(g).

En la Figura 5.3 se dispone de un árbol de es
enarios, 
orrespondiente al ejemplo

de la Figura 5.2. En él apare
en los siguientes 
onjuntos en el periodo t = 1: G1 = {1}
y Ω1 = Ω = {4, 5, 6, 7}; en el periodo t = 2: G2 = {2, 3}, Ω2 = {4, 5} y Ω3 = {6, 7} y en

el periodo t = 3: G3 = {4, 5, 6, 7}, Ω4 = {4}, Ω5 = {5}, Ω6 = {6} y Ω7 = {7}.
El prin
ipio de no-anti
ipatividad requiere un úni
o valor de las variables de de
isión

en 
ada grupo de es
enarios g de 
ada periodo t, para g ∈ Gt, t ∈ T . Así, las 
ondi
iones
de no-anti
ipatividad, se pueden expresar ahora en los siguiente términos:

NA = {xω : xωt = xω
′

t , ∀ω, ω′ ∈ Ωg, g ∈ Gt, t ∈ T} (5.2)
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ξ1 1

x1

2

x2
ξ2

4

x4

ω = 1ξ4

5

x5

ω = 2ξ5

3

x3

ξ3
6

x6

ω = 3ξ6

7

x7

ω = 4ξ7

Figura 5.3: Grupos de es
enarios

Evidentemente, entre las 
ondi
iones de no-anti
ipatividad se en
uentra un número

elevado de restri

iones redundantes y, por tanto se puede trabajar sobre algún sub
on-

junto elegido de manera ade
uada. Un posible método de sele

ión 
onsiste en estable
er

un orden entre los es
enarios y a 
ontinua
ión rela
ionar xωt 
on xω
′

t para un úni
o es-


enario ω′
de su grupo de equivalen
ia, para ω, ω′ ∈ Ωg, g ∈ Gt, t ∈ T . De este modo

se rela
iona el es
enario ω 
on el siguiente ω + 1 siempre que ω + 1 ∈ Ωg; en otro 
aso,

ω + 1 se rela
iona 
on el primer es
enario de aquellos que estén in
luidos en Ωg.

5.1.4. El Modelo Determinista Equivalente

Se de�ne el Modelo Determinista Equivalente (MDE) 
orrespondiente a un modelo

esto
ásti
o lineal al que optimiza el valor esperado de la fun
ión objetivo, 
omo:

Z = mı́n
∑

ω∈Ω wωcωxω

s.a. Aωxω = bω, ∀ω ∈ Ω (5.3)

0 ≤ xω ∈ NA, ∀ω ∈ Ω

Las 
ara
terísti
as más sobresalientes que presenta un modelo esto
ásti
o multietapa

de re
urso total son las siguientes:

1. La matriz de restri

iones presenta una estru
tura en forma de 
uasi-es
alera.

2. Los modelos deterministas para distintos es
enarios di�eren unos de otros, en

los 
oe�
ientes de la fun
ión objetivo, en los 
oe�
ientes de las variables en las

distintas restri

iones y en los términos independientes.
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3. El número de variables que rela
ionan distintas etapas no es signi�
ativo.

De la in
lusión implí
ita o explí
ita de las restri

iones de no-anti
ipatividad, surgen

dos representa
iones equivalentes del MDE, son las denominadas formula
ión 
ompa
ta

y extendida del problema esto
ásti
o.

5.1.5. Formula
ión 
ompa
ta

Para mostrar esta formula
ión, es útil emplear el 
on
epto de grupos de es
enarios

de�nido anteriormente, para lo que se 
onsiderará:

xg, ve
tor de variables 
orrespondientes al grupo de es
enarios g ∈ G. Representa a

todos los ve
tores de variables idénti
as, según el prin
ipio de no-anti
ipatividad.

wg, peso aso
iado a 
ada grupo de es
enarios g ∈ G, wg =
∑

ω∈Ωg
wω

tal que

∑

g∈Gt
wg =

1 ∀t ∈ T .

π(g), grupo de es
enarios 
orrespondientes al nodo prede
esor inmediato del nodo 
or-

respondiente al grupo g en el árbol de es
enarios, tal que π(g) ∈ Gt(g)−1, para

g ∈ G − G1.

En el ejemplo de la Figura 5.3, π(4) = π(5) = 2, π(6) = π(7) = 3 y π(2) = π(3) = 1.
En la formula
ión 
ompa
ta delMDE de re
urso total, se sustituye 
ada 
onjunto de

variables iguales debido a la imposi
ión de las 
ondi
iones de no-anti
ipatividad por una

úni
a variable. De esta manera no se ne
esitan explí
itamente di
has restri

iones, lo

que supone una ventaja puesto que se redu
e sustan
ialmente el tamaño del problema.

Por tanto, la formula
ión 
ompa
ta del modelo viene dada por:

Z = mı́n
∑

g∈G wgc
gxg

s.a. A
′

gx
π(g) +Agx

g = bg, ∀g ∈ G (5.4)

xg ≥ 0, ∀g ∈ G

Es un modelo de |G| ve
tores de variables y |G| tipos de restri

iones, 
uyo modelo

determinista sería:

Z = mı́n
∑

t∈T ctxt

s.a. A
′

txt−1 +Atxt = bt, ∀t ∈ T (5.5)

xt ≥ 0, ∀t ∈ T

Véase en la Figura 5.4 la estru
tura de la formula
ión 
ompa
ta para el ejemplo

ilustrativo anterior. Es importante resaltar que la estru
tura de 
uasi-es
alera de la

matriz de restri

iones fa
ilita el trabajo de des
omposi
ión del problema, 
omo se verá

en los métodos de resolu
ión.
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x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

A1 b1

A′
2 A2 b2

A′
3 A3 b3

A′
4 A4 b4

A′
5 A5 b5

A′
6 A6 b6

A′
7 A7 b7

Figura 5.4: Estru
tura de la formula
ión 
ompa
ta

5.1.6. Formula
ión extendida

En esta formula
ión se desdoblan las variables entre las etapas según las distintas

perspe
tivas, y se imponen las 
ondi
iones de no-anti
ipatividad. Esto es, se añaden

explí
itamente restri

iones que fuerzan a estas variables a tomar el mismo valor. Por

este motivo, a esta aproxima
ión se le denomina formula
ión extendida o formula
ión


on variables divididas.

Z = mı́n
∑

ω∈Ω wωcωxω

s.a. Aωxω = bω, ∀ω ∈ Ω (5.6)

xω − xω
′

= 0, ∀ω, ω′ ∈ Ωg : ω 6= ω′, g ∈ G
xω ≥ 0, ∀ω ∈ Ω

donde xω = (xωt : t ∈ T ). Es un modelo de T |Ω| ve
tores de variables y T |Ω|+|NA| tipos
de restri

iones. A pesar de que aumentan las dimensiones de la matriz de restri

iones

en este 
aso, su densidad es menor que en el 
aso de la formula
ión 
ompa
ta.

Véase en la Figura 5.5, la estru
tura de la formula
ión extendida 
orrespondiente al

ejemplo anterior, donde se ha 
onsiderado la representa
ión 
í
li
a de las restri

iones

de no-anti
ipatividad, eliminando por redundan
ia, la última restri

ión de 
ada grupo

de variables iguales.

Obsérvese que la relaja
ión de las restri

iones de no-anti
ipatividad 
onvierte el

modelo esto
ásti
o 
on re
urso en |Ω| modelos independientes aso
iados a 
ada es
e-

nario. Su estru
tura es exa
tamente en forma de es
alera 
on peldaños va
íos, por lo que

un problema de grandes dimensiones se 
onvierte en la resolu
ión de varios problemas

tipo es
alera de menores dimensiones, uno para 
ada es
enario. Esta 
ara
terísti
a se

71



x11 x12 x13 x21 x22 x23 x31 x32 x33 x41 x42 x43

A1

1
b11

A
′
1

2
A1

2
b12

A
′
1

3
A1

3
b13

A2

1
b21

A
′
2

2
A2

2
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3
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3
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A3

1
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A
′
3

2
A3

2
b32

A
′
3

3
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3
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′
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2
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3
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I −I 0

I −I 0

I −I 0

I −I 0

I −I 0

Figura 5.5: Estru
tura de la formula
ión extendida
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emplea en varios métodos de resolu
ión de problemas de grandes dimensiones.

5.2. Modelos esto
ásti
os de dos etapas

Hemos de�nido el modelo de optimiza
ión lineal esto
ásti
o de dos etapas 
omo:

mı́n z = ct1x1 +
∑

ω∈Ω
pωcω2 x

ω
2 (5.7)

s.a. Ax1 = b0
Tωx1+ Wxω2 = bω

x1 ≥ 0, xω2 ≥ 0
(5.8)

Las de
isiones de la primera etapa son representadas por la letra x1. A di
ha etapa


orresponden los ve
tores c1 ∈ Rn1
, b0 ∈ Rm1

y la matriz A de tamaño m1 x n1, todos

ellos 
ono
idos.

En la segunda etapa puede a
onte
er un 
onjunto de distintos es
enarios, ω ∈ Ω

on probabilidad pω. Por su parte, Tω ∈ Mm2xn1

, cω2 ∈ Rn2
y bω ∈ Rm2

denotan la

realiza
ión de los 
oe�
ientes aleatorios del modelo bajo el es
enario ω ∈ Ω. Además

existe una matriz W de tamaño m2 x n2 �ja, independiente del es
enario ω a
onte
ido,

llamada matriz de re
urso. Las de
isiones de la segunda etapa dependen de las de la

primera y de la realiza
ión del experimento aleatorio, o lo que es lo mismo, del es
enario

futuro que a
ontez
a, x2 = x2(x1, ω).
La fun
ión objetivo 
ontiene el término determinista ct2x1 y la esperanza para los

términos de la segunda etapa, tomada para las distintas realiza
iones ω ∈ Ω.
La formula
ión (5.7)-(5.8) es la más simple, y a la vez la más habitual, para un

programa esto
ásti
o dos etapas.

5.2.1. El Valor de la Informa
ión y la Solu
ión Esto
ásti
a

Nos hemos embar
ado en la formula
ión y resolu
ión de modelos de programa
ión

esto
ásti
a, sin mu
ha preo
upa
ión sobre si mere
e la pena o no. Mu
hos problemas de

de
isión están 
iertamente afe
tados por la in
ertidumbre, pero ello no signi�
a que sea

impres
indible modelizarlos y resolverlos 
omo programas esto
ásti
os. A 
ontinua
ión

de�niremos algunas medidas del efe
to de la in
ertidumbre en programas esto
ásti
os.

Estas medidas nos serán útiles para de
idir si es ne
esario resolver el problema esto
ás-

ti
o o si por el 
ontrario es ade
uada una aproxima
ión.

El valor esperado de la informa
ión perfe
ta (EV PI) mide la 
antidad máxima que

un de
isor estaría dispuesto a pagar por 
ono
er de antemano una 
ompleta y pre
isa

des
rip
ión de lo que va a su
eder en el futuro.

El 
on
epto de EV PI fue desarrollado ini
ialmente en el 
ontexto del análisis de de-


isión, y se puede en
ontrar una referen
ia 
lási
a de di
ho 
on
epto en Rai�a y S
hlaifer

(1961). En el entorno de programa
ión esto
ásti
a, lo vamos a de�nir a 
ontinua
ión.
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Supongamos que la in
ertidumbre puede ser modelizada a partir de un 
ierto número

de es
enarios. De�nimos:

mı́n z(x1, ω) = ct1x1 +mı́n{pωct2xω2 : Wxω2 = bω − Tωx1, x
ω
2 ≥ 0} (5.9)

s.a Ax1 = b0, x1 ≥ 0

el problema de optimiza
ión aso
iado a un es
enario en parti
ular. Para ha
er de manera


ompleta la de�ni
ión, sea K1 = {x1 : Ax1 = b0, x1 ≥ 0}, y K2(ω) = {x1 : ∃xω2 ≥
0 s.a. Wxω2 = bω − Tωx1}.

Enton
es de�nimos z(x1, ω) = +∞ si x1 6∈ K1 ∩ K2(ω), y z(x1, ω) = −∞ si (5.9)

no está a
otado inferiormente.

Además pare
e razonable suponer que para todo ω ∈ Ω existe al menos un x1 ∈ Rn1

tal que z(x1, ω) < ∞ (en otro 
aso existiría un es
enario para el que el modelo anteri-

or, no tendría solu
ión fa
tible). Ningún modelo esto
ásti
o razonable se 
onstruiría es

semejante situa
ión. Esta hipótesis impli
a que, para todo ω existe al menos una solu-


ión fa
tible, lo 
ual impli
a la existen
ia de al menos una solu
ión óptima. Sea x1(ω)
una solu
ión óptima de (5.9). En realidad, estamos interesados en en
ontrar todas las

solu
iones óptimas, x1(ω), de (5.9) para todos los es
enarios así 
omo los valores de las

fun
iones objetivo en el óptimo z(x1(ω), ω).
De esta manera, estamos en disposi
ión de 
al
ular el valor esperado de la solu
ión

óptima, 
ono
ido en la literatura 
omo la solu
ión wait and see (espera y observa) (WS,
ver Madansky (1960)), donde

WS = Eω[mı́n
x1

z(x1, ω)] = Eωz(x1(ω), ω) =
∑

ω

pωz(x1(ω), ω) (5.10)

donde pω representa la probabilidad de o
urren
ia del su
eso ω y z(x1(ω), ω) es el valor
óptimo de la fun
ión objetivo del problema (5.9) en di
ho es
enario.

Enton
es podemos 
omparar la solu
ión espera y observa, WS, 
on la denominada

solu
ión aquí y ahora, 
orrespondiente al problema esto
ásti
o 
on re
urso (RP ) para
la que podemos es
ribir

RP = mı́n
x1

Eωz(x1, ω), (5.11)

que tiene una solu
ión óptima x∗1.
Enton
es el valor esperado de la informa
ión perfe
ta es, por de�ni
ión, la diferen
ia

entre la solu
ión espera y observa, WS, y la solu
ión aqui y ahora, RP , es de
ir:

EV PI = RP −WS (5.12)

Este valor no indi
a la importan
ia de resolver el modelo esto
ásti
o, sino que mues-

tra el papel que juega la in
ertidumbre en el problema, 
uanto más grande sea, es de
ir,


uanto mayor sea la diferen
ia entre la solu
ión WS y la solu
ión RP , más importante

74



será el papel de la in
ertidumbre. Pero esto no di
e nada sobre si el modelo determinista

se aproxima bien o no.

En la prá
ti
a, mu
ha gente 
ree que en
ontrar la solu
ión WS requiere todavía

demasiado trabajo.

Una tenta
ión natural 
onsiste en resolver un problema mu
ho más simple: el que se

obtiene al reemplazar el valor de los parámetros aleatorios, por sus valores esperados.

Este es el que se denomina problema del valor esperado o problema determinista del

valor medio (expe
ted value problem, EV ), que es simplemente

EV = mı́n
x1

z(x1, ω) (5.13)

donde ω representa la esperanza de ω. Cualquiera que disponga de un programa esto
ás-

ti
o o situa
ión en la que aparez
a in
ertidumbre, podría sentir un po
o de inseguridad

al tomar la de
isión x1(ω). En efe
to, a menos que x1(ω) sea independiente de ω, no
hay ninguna razón para pensar que x1(ω) va a estar 
er
a de la solu
ión 
on re
urso

(5.11).

El valor de la solu
ión esto
ásti
a es el 
on
epto que mide de manera más pre
isa


ómo de buena o mala es la solu
ión x1(ω) en términos de (5.11). Primero de�niremos

el resultado esperado de utilizar la solu
ión del valor medio, EV , 
omo

EEV = Eωz(x1(ω), ω). (5.14)

La 
antidad, EEV , mide 
omo se desarrolla x1(ω), permitiendo que las de
isiones

de la segunda etapa sean elegidas 
on optimalidad 
omo fun
iones de x1(ω) y ω. El
valor de la solu
ión esto
ásti
a, V SS, es de�nido enton
es 
omo

V SS = EEV −RP. (5.15)

En algunas o
asiones es posible en
ontrar que la solu
ión esto
ásti
a y la esperanza

de la solu
ión del valor medio 
oin
iden, es de
ir, V SS = 0. En 
uyo 
aso la solu
ión

esto
ásti
a sería posiblemente inne
esaria. Sin embargo, es extremadamente difí
il saber

si la in
ertidumbre es importante o no antes de resolver el problema, 
omparar ambas

solu
iones y analizar los resultados.

5.2.2. Desigualdades bási
as

Las siguientes rela
iones entre los valores de�nidos en la se

ión anterior fueron

estable
idas por Madansky (1960).

Proposi
ión 1 En modelos de minimiza
ión se veri�
a:

WS ≤ RP ≤ EEV (5.16)

Demostra
ión: Para 
ada realiza
ión ω, tenemos la rela
ión

z(x1(ω), ω) ≤ z(x∗1, ω)
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donde x∗1, denota una solu
ión óptima del problema 
on re
urso (5.11). Tomando esper-

anzas a ambos lados de la desigualdad, se obtiene la primera parte de la desigualdad.

Teniendo en 
uenta que x∗1 es una solu
ión óptima de (5.11), mientras que x1(ω) es una
solu
ión fa
tible de (5.11), se obtiene la segunda desigualdad.

Nota: En modelos de maximiza
ión, la desigualdad es: EEV ≤ RP ≤ WS.
Proposi
ión 2 En modelos esto
ásti
os de minimiza
ión 
on 
oe�
ientes �jos en la

fun
ión objetivo, �ja T y �ja W ,

EV ≤ WS (5.17)

Demostra
ión: La desigualdad de Jensen estable
e que para 
ualquier fun
ión


onvexa f(ω), de ω,

Ef(ω) ≥ f(Eω) = f(ω)

Para apli
ar este resultado, ne
esitamos probar que f(ω) = mı́nx1
z(x1, ω) es una

fun
ión 
onvexa de ω = (h). La 
onvexidad se sigue de la expresión de f 
omo dual, es

de
ir

minx1
z(x1, ω) = máx

α,β
{αb0 + βb : αA+ βT ≤ c, βW ≤ q}

Como las 
ondi
iones del dual son inter
ambiables para todo ω = (h), el epigrafo de
f(ω) es la interse

ión de los epigrafos de las fun
iones lineales αb0 + βb para 
ualquier
punto fa
tible (α, β). Luego f(ω) es 
onvexa puesto que su epigrafo es 
onvexo.

Nota: En modelos de maximiza
ión, la desigualdad es: WS ≤ EV .

La Proposi
ión 2 no se mantiene en general para 
ualquier programa esto
ásti
o.

Como a
abamos de ver, sólo permite in
ertidumbre en el término independiente de las

restri

iones. Basta elegir un programa esto
ásti
o, en el que q no sea �jo, y tendremos

que mı́n z(x1, ω) es 
ón
ava respe
to a ω, luego no se mantiene la desigualdad de Jensen.

5.2.3. Las rela
iones entre EV PI y V SS

Las 
antidades EV PI y V SS, son a menudo diferentes. Esta se

ión des
ribe las

rela
iones que existen entre estas dos medidas de los efe
tos de la in
ertidumbre.

Proposi
ión 3

1. Para 
ualquier programa esto
ásti
o,

0 ≤ EV PI, (5.18)

0 ≤ V SS (5.19)

2. Para modelos esto
ásti
os de minimiza
ión 
on matriz de re
urso �ja y 
oe�
ientes

en la fun
ión objetivo �jos,

EV PI ≤ EEV −EV (5.20)

V SS ≤ EEV −EV (5.21)
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Nota: En modelos de maximiza
ión, las desigualdades son: EV PI ≤ EV − EEV
y V SS ≤ EV − EEV .

Esta proposi
ión muestra que EV PI y V SS son siempre 
antidades no negativas

y además en algunos 
asos están a
otadas superiormente por EEV − EV , 
antidad

fá
ilmente 
al
ulable. Si su
ede que EEV = EV , ambas, EV PI y V SS desapare
en.

Una 
ondi
ión su�
iente para que su
eda ésto, es que x1(ω) sea independiente de ω. Esto
signi�
a que las solu
iones óptimas no son sensibles a 
ambios del valor de los elementos

aleatorios. En tales situa
iones en
ontrar la solu
ión óptima para un ω parti
ular o

ha
erlo para su media, ω, genera el mismo resultado y no es ne
esario, enton
es, resolver

un problema esto
ásti
o.

5.3. Ejer
i
ios

1. Considera el modelo esto
ásti
o:

mı́n 3x1 + 2x2 −
4
∑

ω=1

pω(15yω1 + 12yω2 )

s.a.

3yω1 + 2yω2 ≤ x1, ω = 1, ..., 4
2yω1 + 5yω2 ≤ x2, ω = 1, ..., 4

0,8hω1 ≤ yω1 ≤ hω1 , ω = 1, ..., 4
0,8hω2 ≤ yω2 ≤ hω2 , ω = 1, ..., 4

(5.22)

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, yω1 , y
ω
2 ≥ 0, ω = 1, ..., 4

Donde hay 
uatro es
enarios:

ω = 1 (h11, h
1
2) = (4, 4), p1 =

1

4

ω = 2 (h21, h
2
2) = (6, 4), p2 =

1

4

ω = 3 (h31, h
3
2) = (4, 8), p3 =

1

4

ω = 4 (h41, h
4
2) = (6, 8), p4 =

1

4

El modelo puede ser interpretado 
omo un problema de de
isión en la inversión de

dos re
ursos x1 y x2, que son ne
esarios en la segunda etapa para 
ubrir al menos

un 80% de la demanda.

a) Obten la solu
ión óptima del modelo esto
ásti
o, (RP ).

b) Sabiendo que el valor de (h1, h2) en el es
enario promedio es (5,6). Resuelve

el modelo determinista del valor medio, EV y 
al
ula el valor esperado de

di
ha solu
ión, EEV .
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) Obtén la solu
ión �Wait and See�, WS, y veri�
a si se satisfa
en las desigual-

dades vistas en teoría.

Solu
ión:

a) RP = 30,94. b) EV = 9,2, donde x1 = 24,6, x2 = 34, y1 = 5, y2 = 4,8.
EEV = ∞.


) WS = 9,2, siendo la solu
ión para 
ada es
enario:

Es
enario (x1, x2) (yω1 , y
ω
2 ) : z

ω

ω = 1, (4, 4), (18,4, 24) (4, 3,2) : 4,8

ω = 2, (6, 4), (24,4, 28) (6, 3,2) : 0,8

ω = 3, (4, 8), (24,8, 40) (4, 6,4) : 17,6

ω = 4, (6, 8), (30,8, 44) (6, 6,4) : 13,6

Enton
es, WS = 9,2 ≤ RP = 30,94 ≤ EEV = ∞, EV PI = 21,74 y V SS = ∞.

5.4. Trabajo en grupo 2: Plani�
a
ión �nan
iera II

Consideremos de nuevo el problema de plani�
a
ión �nan
iera des
rito en el 
apítulo

anterior. Re
ordamos que 
ontaremos 
on un 
onjunto de dos a
tivos �nan
ieros I =
{1, 2}; i = 1 si se trata de a

iones e i = 2 si se trata de bonos.

Ahora redu
iremos el número de periodos o etapas de de
isión a dos. El horizonte

temporal será H = 10 años. Las inversiones podrán 
ambiar 
ada 5 años, de manera que

T = 2. Se parte del mismo 
apital ini
ial b = 55 miles de euros y se pretende al
anzar

W = 70 miles de euros. El tipo de interés (en tanto por uno) sobre el ex
edente es q = 1
y sobre el faltante r = 4.

El inversor sabe por experien
ia pasada que el rendimiento medio unitario para estos

a
tivos durante los distintos periodos de tiempo viene dado por:

r1t = 1,155, t ∈ T

r2t = 1,13, t ∈ T

El problema determinista del valor medio resulta ser:

máx z = y − 4w

s.a. x11 + x21 = 55
−1,155x11 − 1,13x21 +x12 + x22 = 0
1,155x12 + 1,13x22 −y + w = 70

xit ≥ 0, ∀i ∈ I, t ∈ T
y ≥ 0, w ≥ 0,

(5.23)
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Como vimos en el 
apítulo anterior, la políti
a de inversiones que propone este

modelo es muy fá
il de interpretar. A lo largo de los dos periodos de de
isión se trata

de invertir en el á
tivo 
uyo rendimiento prometido es mayor, las a

iones.

Como veremos en el siguiente apartado este modelo no 
ontempla ade
uadamente la

in
ertidumbre, que puede ser tratada de una forma más robusta 
on un modelo basado

en el análisis de es
enarios.

5.4.1. Enun
iado 2: Modelo basado en análisis de es
enarios

Pensemos de forma más realista, que pueden a
onte
er dos es
enarios distintos y

equiprobables en los que los rendimientos de ambos a
tivos tomarán distintos valores.

Si la e
onomía está al alza, el rendimiento de las a

iones es del 1.25 y el de los bonos

es del 1.14, mientras que si el nivel e
onómi
o baja, el rendimiento de las a

iones es

del 1.06 y el de los bonos es del 1.12, es de
ir,

b
A

iones

b
1.06

b
1.25

b
Bonos

b
1.12

b
1.14

Combinando estas dos posibilidades 
onseguimos llegamos a un árbol de es
enarios


on 
uatro es
enarios equiprobables.

El modelo esto
ásti
o en este 
aso es:

RP = máx
4
∑

ω=1

0,25(yω − 4wω)

s.a. x11 + x21 = 55
−1,25x11 − 1,14x21 +x112 + x122 = 0
−1,06x11 − 1,12x21 +x212 + x222 = 0
1,25x112 + 1,14x122 −y1 + w1 = 70
1,06x112 + 1,12x122 −y2 + w2 = 70
1,25x212 + 1,14x222 −y3 + w3 = 70
1,06x212 + 1,12x222 −y4 + w4 = 70
xωit ≥ 0, yω ≥ 0, wω ≥ 0, ∀ i, t, ω

(5.24)

En base a la informa
ión presentada hasta ahora, resuelve las siguientes 
uestiones:
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1. Muestra en el árbol de es
enarios la políti
a de inversiones obtenida en el 
apítulo

anterior de la resolu
ión del modelo determinita del es
enario promedio. Obtén el

valor esperado EEV .

2. Implementa en GAMS y resuelve el modelo esto
ásti
o (5.24). Muestra en el árbol

de es
enarios la políti
a de inversiones que propor
iona este modelo.

3. Obtén la solu
ión óptima bajo 
ada es
enario y 
al
ula la solu
ión �WS�.

4. Comprueba que se veri�
an las desigualdades vistas en teoría.

5. Resume los resultados obtenidos en los apartados anteriores.
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