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Capítulo 1Introdu

ión. Probabilidad enlos modelos esto
ásti
osa
tuarialesSe des
ribe a 
ontinua
ión la Tarea 1, en la que se enumeran un 
onjuntode ejer
i
ios de ensayo de las 
ompeten
ias 
orrespondientes a este tema; enparti
ular a la primera de las formuladas en el programa de la asignatura:Identi�
ar los elementos matemáti
os que 
ara
terizan a las dis-tribu
iones de probabilidad tanto dis
retas 
omo 
ontinuas, ha-bituales en el ámbito de la empresa aseguradora: fun
ión de pro-babilidad, fun
ión de distribu
ión, momentos, fun
iones 
ara
te-rísti
as, et
, operar 
orre
tamente 
on ellos y 
ono
er sus propie-dades.1.1. Tarea 11. Consideremos una moneda tru
ada, de manera que la probabilidad de
ara P (
ara) = 0,3, y por lo tanto P (
ruz) = 0,7. Cal
ula la probabi-lidad de obtener 3 
aras en 5 lanzamientos al aire de di
ha moneda.¾Porqué no puedes utilizar la fórmula de Lapla
e?2. Una 
ompañía de seguros de automóviles 
lasi�
a a sus aseguradosen 
uatro grupos de edad. La siguiente tabla re
oge la propor
ión deasegurados dentro de 
ada grupo de edad, junto 
on la probabilidadde tener un a

idente. 1



Grupo de edad Propor
ión de asegurados Prob. de a

idente18-25 0.10 0.0725-45 0.40 0.0445-60 0.30 0.02+60 0.20 0.05Se elige un asegurado al azar de la 
ompañía:a) Probabilidad de que tenga un a

idente.b) Si sabemos que el asegurado ha tenido un a

idente, obtener laprobabilidad de que pertenez
a a 
ada uno de los grupos.3. De a
uerdo 
on un re
iente estudio de mer
ado, el 40% de los varonesmayores de 30 años poseen su propio 
o
he y su propia 
asa, el 60%su propia 
asa y el 70% su propio 
o
he.a) Cal
ula la probabilidad de que un varón mayor de 30 años poseaal menos 
asa propia o 
o
he propio.b) Cal
ula la probabilidad de que no posea ninguna de las dos 
osas.
) Si es
ogemos dos varones al azar, 
al
ula la probabilidad de queninguno de los dos posea 
asa ni 
o
he propios.d) Si sabemos que un determinado varón dispone de 
o
he propio,
al
ula la probabilidad de que también posea 
asa propia.4. Una 
ompañía de seguros de automóviles tiene 
lasi�
ados a sus asegu-rados en dos grupos de edad. En el grupo de los más jóvenes, J , estánel 30% de los 
lientes, mientras que el 70% restante se en
uentra en elgrupo S. Los 
ontratos 
on la 
ompañía tienen una vigen
ia anual. Laprobabilidad de que un asegurado del grupo J tenga un siniestro es del75%, mientras que esa probabilidad para un asegurado en el grupo Sse redu
e a un 32%. La probabilidad de que un 
liente de la 
ompañíatenga un primer siniestro es independiente de que tenga un segundo oun ter
er siniestro a lo largo del año, tanto para el grupo J 
omo parael grupo S. Si elegimos a un 
liente al azar de la 
ompañía, 
al
ular:a) Probabilidad de que tenga exá
tamente un siniestro.b) Si el asegurado ha tenido un siniestro, 
al
ular la probabilidad deque pertenez
a al grupo J .
) Suponiendo que el asegurado elegido al azar ha dado 
uenta de unsiniestro, 
al
ular la probabilidad de que tenga un segundo sinies-tro antes de �nalizar el año de 
ontrato.½Cuidado!, el resultado2



de esta 
uestión no es evidente, el ser independiente la o
urren
iade posteriores siniestros dado el primero, en 
ada grupo J ó S noha
e que lo sea para un individuo elegido al azar del total.d) ¾ Cómo es P (A2/A1)=probabilidad de un segundo a

idente da-do un primero, en rela
ión a P (A1)= probabilidad de un primera

idente? Interpreta la rela
ión de desigualdad entre ambas pro-babilidades.5. De un total de 9872 pólizas de seguros de automóvil 
ontratadas en una
ompañía de seguros, 1083 presentaron re
lama
iones durante el año2004. Disponemos de la tabla de datos que nos da el número de re
la-ma
iones efe
tuadas X, así 
omo la 
uantía total de las re
lama
iones
Y (en euros).
X Y < 1200 ≥ 12001 937 282 ó más 103 15Si es
ogemos una póliza al azar entre las 9872, 
al
ula las siguientesprobabilidades:a) Que haya efe
tuado una úni
a re
lama
ión.b) Si se sabe que ha re
lamado, la probabilidad de que la 
uantía dedi
ha re
lama
ión haya sido igual o superior a 1200 euros.
) Que haya efe
tuado más de una re
lama
ión 
on una 
uantía totaligual o superior a 1200 euros.d) ¾Son independientes el número de re
lama
iones y la 
uantía to-tal?6. En una Comunidad Autónoma el 60% de los hogares está asegurado
ontra in
endios. Con objeto de estudiar 
on detalle la situa
ión de unadeterminada provin
ia, se sele

ionan al azar e independientemente 10hogares. Cal
ular:a) Probabilidad de que alguno de los hogares esté asegurado 
ontrain
endios.b) Probabilidad de que al menos dos hogares estén asegurados 
ontrain
endios.
) Se de�ne la v.a. X 
omo el número de hogares entre los 10, queestán asegurados 
ontra in
endios. Observa que la v.a. X puedetomar los valores {0, 1, ..., 10}. Obten la fun
ión de 
uantía de X.3



d) Obtén el número esperado de hogares que tienen seguro 
ontrain
endios.7. Se sabe que el número anual de siniestros en automóvil 
orrespondien-tes a las pólizas de una determinada 
ompañía, X, sigue una distribu-
ión binomial de parámetros p = 0,005 y n = 2000.a) Obtén la fun
ión de 
uantía de X. Cal
ula las siguientes proba-bilidades: P (X = 0), P (X = 1), P (X = 2),P (X = 3), P (X = 4)y P (X = 5).b) Cal
ula la probabilidad de que X ∈ [5, 15], ¾
uál es la di�
ultad?8. Se sabe que el número anual de siniestros en automóvil 
orrespondien-tes a las pólizas de una determinada 
ompañía, X, sigue una distribu-
ión de Poisson P (λ = 10).a) Obtén la fun
ión de 
uantía de X. Cal
ula las siguientes proba-bilidades: P (X = 0), P (X = 1), P (X = 2),P (X = 3), P (X = 4)y P (X = 5).b) Cal
ula la probabilidad de que X ∈ [5, 15].9. En Irak se en
uentran algunas de las terminales petrolíferas más gran-des del mundo. Una 
ompañía se dedi
a a asegurar buques. Su 
arterain
luye medio millón de toneladas aseguradas de un número elevado depetroleros que viajan fundamentalmente a esa zona del Golfo Pérsi
o.La valora
ión de la situa
ión es la siguiente: En épo
a de 
on�i
to, laprobabilidad de que se produz
a un bombardeo es del 50%. La proba-bilidad de que un buque sea ata
ado si se produ
e un bombardeo esde 1
3 , mientras que si no se produ
e tal bombardeo, la probabilidad deque un buque sea ata
ado es 0.La probabilidad de hundimiento de un buque si es ata
ado es de 8

10 .Mientras que la probabilidad de que un buque no padez
a daño algunosi es ata
ado es de 2
10 . Se pres
inde por simpli
idad, de 
onsiderar otrasposibilidades (pérdida par
ial del buque, et
. ). En 
aso de hundimien-to, la indemniza
ión a pagar por parte de la 
ompañía aseguradoraas
iende a $1300 dólares por tonelada asegurada.a) En estas 
ondi
iones y en épo
a de 
on�i
to, 
al
ula:1) La probabilidad de que un buque sea ata
ado.2) La probabilidad de que un buque sea hundido.4



3) La probabilidad, si se produ
e un bombardeo, de que un bu-que sea ata
ado.b) Si la prima de seguro es de $150 por tonelada, 
al
ula el ren-dimiento (primas 
obradas−indemniza
iones pagadas) esperadode la 
ompañía sobre la 
artera men
ionada de medio millón detoneladas aseguradas.
) Cal
ula el mismo rendimiento esperado, después de saber que ha-brá bombardeo.d) Pres
indiendo de todos los gastos inherentes al nego
io asegura-dor, ¾qué prima debería �jar la 
ompañía (en $ por tonelada)para esperar bene�
ios nulos, antes de saber si se produ
irá elbombardeo?10. Se sabe que el 
oste total (en 
ientos de euros) de un determinado tipode re
lama
ión es una variable aleatoria 
on fun
ión de distribu
ión
F (x) = 1− e−0,16x si x ≥ 0 y 0 en otro 
aso.a) Obtén la fun
ión de densidad de la v.a. X.b) Cal
ula la probabilidad de que el valor de una re
lama
ión esté
omprendido entre 500 y 1000 euros.
) Cal
ula el valor esperado de una re
lama
ión de este tipo.d) Si se realizan 5 re
lama
iones de forma independiente. Cal
ula laprobabilidad de que ninguna de las 
in
o supere los 1000 euros.¾Podrías 
al
ular la probabilidad de que la suma de ellas no superelos 5000 euros? ¾Cuál es la di�
ultad?11. Se sabe que el 
oste total (en 
ientos de euros) de un determinado tipode re
lama
ión es una variable aleatoria, X, 
on fun
ión de distribu
ión
N(m = 6,25, σ2 = 39,06).a) Obtén la fun
ión de densidad de la v.a. X.b) Cal
ula la probabilidad de que el valor de una re
lama
ión esté
omprendido entre 500 y 1000 euros.
) Cal
ula el valor esperado de una re
lama
ión de este tipo.d) Si se realizan 5 re
lama
iones de forma independiente. Cal
ula laprobabilidad de que ninguna de las 
in
o supere los 1000 euros.¾Podrías 
al
ular la probabilidad de que la suma de ellas no superelos 5000 euros? 5



12. Se sabe que el 
oste total (en euros) de un determinado tipo de re
la-ma
ión es una variable aleatoria, X, 
on distribu
ión U(a, b) de media6.25 y varianza 39.06.a) Obtén la fun
ión de densidad de la v.a. X.b) Cal
ula la probabilidad de que el valor de una re
lama
ión esté
omprendido entre 500 y 1000 euros.
) Cal
ula el valor esperado de una re
lama
ión de este tipo.d) Si se realizan 5 re
lama
iones de forma independiente. Cal
ula laprobabilidad de que ninguna de las 
in
o supere los 1000 euros.¾Podrías 
al
ular la probabilidad de que la suma de ellas no superelos 5000 euros?13. Una 
ompañía de seguros 
ono
e la distribu
ión que sigue el 
oste de undeterminado siniestro (en 
ientos de euros). Di
ho 
oste se distribuyesegún la fun
ión de densidad:
f(x) =

k

(1 + x)3
, x ≥ 0y f(x) = 0 si x < 0.a) Hallar el valor de k.b) Obtener la fun
ión de distribu
ión. Cal
ular la probabilidad deque el 
oste de un siniestro sea superior a 100 euros.
) Determinar los 
uartiles de la distribu
ión del 
oste del siniestro.Interpretar su obten
ión.d) Cal
ular el 
oste medio por siniestro.14. A una reunión interna
ional de Estadísti
a A
tuarial a
uden n perso-nas, de las 
uales n1 hablan ex
lusivamente inglés, n2 hablan ex
lu-sivamente fran
és y el resto hablan los dos idiomas. Si se eligen dos
ongresistas al azar, 
al
ula la probabilidad de que se entiendan.Ahora que ya lo sabes ha
er...Observa y re
uerda:1. A lo largo de la asignatura, verás que 
ualquier 
ompañía de segurosha de tener 
ompleta informa
ión del 
omportamiento de la siniestrali-dad entre sus 
lientes. Esta informa
ión apare
erá des
rita en tablas dedatos para variables similares a las introdu
idas en el ejer
i
io 5, X :6



número de siniestros de sus 
lientes, e Y |X 
uantía por re
lama
ión
ondi
ionada a la o
urren
ia de X siniestros. Lógi
amente X será unav.a. dis
reta, similar a las des
ritas en el Capítulo 2 de este texto, mien-tras que Y |X será una v.a. 
ontinua, 
uyo 
omportamiento posible seráestudiado en el Capitulo 3. A partir de ambas variables, nuestra laborserá pro
esar la informa
ión y obtener la que denominaremos �
uantíatotal por re
lama
iones�, que será una variable aleatoria nueva, 
uyadistribu
ión será la distribu
ión �in
ondi
ionada� de la variable Y .2. Va a ser muy habitual tener que 
al
ular probabilidades para sumas dev.a. independientes, por ejemplo a la hora de manejar 
uantías totalespor re
lama
ión de varios siniestros. En o
asiones, 
ualquiera de lasfun
iones 
ara
terísti
as nos identi�
a la nueva distribu
ión 
omo una
ono
ida y manejable. En otras, esto no es así, 
omo en el ejer
i
io dela 
uantía uniforme, y habrá que de�nir la fun
ión de distribu
ión dela suma de v.a. independientes.

7



Capítulo 2Modelos de distribu
iones deprobabilidad dis
retas.Modelos rela
ionados 
on elnúmero de siniestrosEn el 
ontexto de la Estadísti
a A
tuarial entenderemos por siniestro a
ada realiza
ión de un experimento aleatorio, ésto es un fenómeno que provo-
a un riesgo. El individuo afe
tado, pretenderá 
ubrirse de las 
onse
uen
iase
onómi
as de la o
urren
ia del siniestro. El método que da esta 
obertura,se 
ono
e habitualmente 
omo seguro. El vendedor del seguro (y deseable-mente también el tomador), ha de estudiar bien este fenómeno aleatorio, entérminos que poder estimar el pre
io del 
ontrato, en parti
ular, la primaque supone este riesgo.Así, en el estudio de estos fenómenos aleatorios, serán importantes dosvariables aleatorias, a saber: el número de siniestros y la 
uantía por re
la-ma
ión. El 
omportamiento de la primera nos dará idea de la fre
uen
ia 
onla que se produ
en di
hos siniestros. La segunda, nos ayuda a valorar entérminos e
onómi
os la o
urren
ia de los mismos.Este primer tema, lo vamos a dedi
ar a presentar tres de las distribu-
iones más habituales a la hora de modelizar el 
omportamiento de la v.a.número de siniestros. Como veremos se trata de distribu
iones dis
retas, quedependiendo de la situa
ión se ajustan mejor o peor al fenómeno estudiado.También hay que de
ir, que ninguna de ellas es de nueva 
rea
ión, todas sondistribu
iones de probabilidad muy 
ono
idas y estudiadas, pero que hantenido su apli
a
ión y desarrollo parti
ular por parte de los a
tuarios, de8



forma relativamente re
iente.2.1. Distribu
ión de PoissonEn esta se

ión, partiendo de la de�ni
ión general de la distribu
ión dePoisson, estudiaremos distintos 
asos parti
ulares, 
omo son las distribu
io-nes de Poisson trun
adas, aleatorizadas en algunos de sus valores o traslada-das.De�ni
ión 2.1 De
imos que la v.a. X sigue una distribu
ión de Poissonde parámetro λ, X ∈ P(λ), 
uando su soporte o 
onjunto de valores es el
onjunto de los enteros positivos, y su fun
ión de 
uantía viene dada por
P (X = k) =

e−λλk

k!
, k ∈ Z

+ (2.1)La distribu
ión de Poisson, puede ser introdu
ida también 
omo 
asoparti
ular de la distribu
ión binomial b(p, n), donde el número de repeti
ionesindependientes del experimento aleatorio n es muy alto, y la probabilidadde o
urren
ia del su
eso estudiado p es 
onstante y muy pequeña. En este
aso, el número de o
urren
ias del su
eso a lo largo de las n repeti
ionessigue una distribu
ión de Poisson de parámetro λ = np.En distintos textos de probabilidad pueden en
ontrarse muy variadasintrodu

iones a esta distribu
ión, también 
ono
ida 
omo ley de los su
esosraros y sin embargo hay algo en lo que todas 
oin
iden, y que debemosre
al
ar; es una distribu
ión que modeliza repeti
iones independientes delexperimento, 
on probabilidad 
onstante de o
urren
ia de los dos posiblesresultados; hipótesis que debemos tener en 
uenta 
uando trabajemos 
onesta distribu
ión.Como propiedades que debemos re
ordar, tenemos las siguientes:1. Su fun
ión de distribu
ión es, F (x) = 0, si x < 0, y F (x) = e−λ
∑[x]

k=0 λ
k

k!
,si x ≥ 0.En parti
ular F (0) = P (X ≤ 0) = e−λ.2. Su fun
ión 
ara
terísti
a, es, ψX(u) = eλ(e

iu−1).3. Su fun
ión generatriz es, αX(u) = eλ(e
u−1).4. Su fun
ión 
umulativa es, µX(u) = λ(eu − 1).5. La media y la varianza son iguales, e iguales a λ. E(X) = V (X) = λ.9



2.1.1. Distribu
iones de Poisson trun
adasA ve
es, extensiones de la distribu
ión de Poisson, nos sirven para mo-delizar la v.a. número de siniestros, donde sabemos que, por ejemplo, losprimeros valores de la variable entre 0 y s, o bien los últimos a partir de unvalor l, están ex
luidos. Surgen así las distribu
iones de Poisson trun
adas,
uyas fun
iones de 
uantía obtendremos a 
ontinua
ión:En todos los 
asos, partimos de una v.a. X ∈ P(λ).1. Ex
lusión del valor 0.Sea Y la v.a. de�nida 
omo X|X > 0. En este 
aso, el soporte de Y esel 
onjunto {1, 2, 3, ..., }, y su fun
ión de 
uantía viene dada por:
P (Y = k) = P (X = k|X > 0) =

P (X = k ∩X > 0)

P (X > 0)
=

e−λλk

k!(1− e−λ)
,donde k ≥ 1. No es difí
il 
omprobar la forma de la media y varianzade Y .

E(Y ) =
λ

(1− e−λ)

V (Y ) =
λ

(1− e−λ)
− λ2e−λ

(1− e−λ)2

αY (u) =
e−λ

1− e−λ
[eλe

u − 1]2. Trun
ada por la dere
haSea Y la v.a. de�nida 
omo X|X ≤ l. En este 
aso, el soporte de Y esel 
onjunto {0, 2, 3, ..., l− 1, l}, y su fun
ión de 
uantía viene dada por:
P (Y = k) = P (X = k|X ≤ l) =

P (X = k ∩X ≤ l)

P (X ≤ l)
=

λk

k!
∑l

j=0
λj

j!

,donde 0 ≤ k ≤ l.3. Trun
ada por la izquierdaSea Y la v.a. de�nida 
omo X|X ≥ s. En este 
aso, el soporte de Yes el 
onjunto {s, s + 1, s + 2, s + 3, ...}, y su fun
ión de 
uantía vienedada por:
P (Y = k) = P (X = k|X ≥ s) =

P (X = k ∩X ≥ s)

P (X ≥ s)
=

λk

k!
∑∞

j=s
λj

j!

,10



donde s ≤ k.4. Doblemente trun
adaSea Y la v.a. de�nida 
omo X|s ≤ X ≤ l. En este 
aso, el soporte de
Y es el 
onjunto {s, s + 1, s + 2, ..., l − 1, l}, y su fun
ión de 
uantíaviene dada por:
P (Y = k) = P (X = k|s ≤ X ≤ l) =

P (X = k ∩ s ≤ X ≤ l)

P (s ≤ X ≤ l)
=

=
λk

k!
∑l

j=s
λj

j!

,donde s ≤ k ≤ l.2.1.2. Distribu
ión de Poisson generalizadaSe 
ono
e 
on este nombre a la distribu
ión de una variable, sea Y , quetiene el mismo soporte que una variable de Poisson, X, pero que añade unpro
eso de aleatoriza
ión en las probabilidades de los valores 0 y 1, es de
ir:
P (Y = 0) = P (X = 0) + θP (X = 1)

P (Y = 1) = P (X = 1)− θP (X = 1)

P (Y = k) = P (X = k), k ≥ 2donde θ es un parámetro real. Es fá
il demostrar que en este 
aso,
E(Y ) = E(X)− θP (X = 1) = λ(1− θe−λ)

E(Y 2) = E(X2)− θP (X = 1) = λ+ λ2 − θλe−λ

V (Y ) = E(Y 2)− (E(Y ))2 = λ− θλe−λ(1 + θλe−λ − 2λ)2.1.3. Distribu
ión de Poisson desplazadaSe 
ono
e 
on este nombre a la distribu
ión de una variable, sea Z, quese obtiene de trasladar al origen una variable de Poisson trun
ada por laizquierda. Sea Y de�nida 
omo Y = X|X ≥ r, donde X ∈ P(λ) la v.a. dePoisson trun
ada por la izquierda. Así, la fun
ión de 
uantía de Y es
P (Y = k) =

λk

k!
∑∞

j=r
λj

j!

,11



para k ≥ r. Si trasladamos al origen la variable Y , obtenemos la v.a. dePoisson desplazada Z = Y − r, que tiene 
omo fun
ión de 
uantía:
P (Z = k) = P (Y = r + k) =

λr+k

(r + k)!
∑∞

j=r
λj

j!

,
on k ≥ 0.2.2. Distribu
ión binomial negativaAl igual que en el 
aso de la distribu
ión de Poisson, hay varias formasde introdu
ir una distribu
ión binomial negativa. Presentaremos aqui, unade�ni
ión que parte de nuevo de repeti
iones su
esivas e independientes deun experimento aleatorio que da lugar a dos posible resultados, en general,
A: éxito y Ac: fra
aso.Así, en 
ada repeti
ión, tendríamos de�nida una variable binaria

Xn = 1, si se produ
e un éxito, 
on p = P (Xn = 1), y
Xn = 0, si se produ
e un fra
aso, 
on q = 1− p = P (Xn = 0).De manera que en las su
esivas repeti
iones independientes, tendríamosde�nida una su
esión de v.a. independientes {Xn}n∈N .En el estudio de este experimento nos pueden interesar distintas variableso indi
adores, a saber:1. Número de éxitos 
onseguidos después de n repeti
iones del experimen-to. Esta variable, Y , 
orresponde a la suma de las n primeras variablesde la su
esión anterior, Y = X1 + ... +Xn. Su distribu
ión nos es 
o-no
ida; se trata de una binomial de parámetros n, p. Re
ordar que en
asos parti
ulares, n grande y p muy pequeño, podemos pensar que ladistribu
ión de Y es de Poisson de parámetro λ = np.2. Si lo que queremos es estudiar la v.a. número de fra
asos hasta obtenerel primer éxito, veríamos que se trata de una v.a. 
on distribu
ióngeométri
a de parámetro p.3. Si somos más ambi
iosos, y lo que queremos es estudiar el número defra
asos antes de obtener m éxitos, tendremos, en prin
ipio que estasitua
ión generaliza la anterior, y por lo tanto la distribu
ión geomé-tri
a será el 
aso parti
ular de ésta 
uando m = 1. Así, la variableobjeto de estudio en este 
aso, Ym, de�nida 
omo número de fra
asoshasta obtener m éxitos sigue una distribu
ión 
ono
ida 
omo binomialnegativa de parámetros m y p. 12



Es 
laro que el soporte de Ym será el 
onjunto de los enteros positivos,
Z
+. Si queremos obtener su fun
ión de 
uantía, tendremos que analizarel su
eso {Ym = k}, o lo que es lo mismo, ha habido k fra
asos hastaobtener m éxitos. Es 
laro que

{Ym = k} = {Sm+k−1 = m− 1,Xm+k = 1}Es de
ir, hemos realizado m + k repeti
iones. Entre las m + k − 1primeras repeti
iones se han produ
ido losm−1 éxitos y los k fra
asos.La última repeti
ión, ha dado lugar a un éxito, y por lo tanto hemosparado.Así, si Sm+k−1 = X1 +X2 + ... +Xm+k−1 es la suma de las primeras
m + k − 1 v.a. independientes de la su
esión {Xn}, sabemos que sudistribu
ión es binomial de parámetros m + k − 1, p. Por otro lado,esta v.a. es independiente de Xm+k, por lo que la probabilidad delsu
eso anterior, es

P (Ym = k) = P (Sm+k−1 = m− 1)P (Xm+k = 1) =

=

(

m+ k − 1
m− 1

)

pm−1qkp =

=

(

m+ k − 1
k

)

pmqk =

=

(

−m
k

)

pm(−q)kProposi
ión 2.1 Se veri�
a la siguiente igualdad:
(

m+ k − 1
k

)

=

(

m+ k − 1
m− 1

)

=

(

−m
k

)

(−1)kdonde k ∈ Z
+.Demostra
ión:Ver Apéndi
e ADe�ni
ión 2.2 De
imos que la v.a. X sigue una distribu
ión binomial ne-gativa de parámetros m, p, y lo denotamos por X ∈ bn(m, p), 
uando susoporte o 
onjunto de valores es el 
onjunto de los enteros positivos, y sufun
ión de 
uantía viene dada por

P (X = k) =

(

m+ k − 1
k

)

pmqk =

(

−m
k

)

pm(−q)k, k ∈ Z
+ (2.2)13



Para 
ualquier valor m, si expresamos la 
ondi
ión que debe 
umplir lafun
ión de 
uantía anterior por el he
ho de serlo, tenemos que:
1 =

∞
∑

k=0

P (X = k) = pm
∞
∑

k=0

(

−m
k

)

(−q)k =

= pm
∞
∑

k=0

(

m+ k − 1
k

)

qk = pm
∞
∑

k=0

(

m+ k − 1
m− 1

)

qkde donde
∞
∑

k=0

(

−m
k

)

(−q)k =
∞
∑

k=0

(

m+ k − 1
k

)

qk = p−m = (1− q)−m (2.3)expresión ésta que nos será de utilidad en adelante.A partir de aqui, podemos obtener las siguientes 
ara
terísti
as estadís-ti
as de la distribu
ión binomial negativa.1. Su fun
ión 
ara
terísti
a es:
ψX(u) = E(eiuX) =

∞
∑

k=0

eiukP (X = k) =

=
∞
∑

k=0

eiuk
(

m+ k − 1
k

)

pmqk =

= pm
∞
∑

k=0

(

m+ k − 1
k

)

(eiuq)k =

= pm(1− eiuq)−m2. Su fun
ión generatriz es, αX(u) = pm(1− euq)−m.3. Su fun
ión 
umulativa es, µX(u) = mlnp−mln(1− euq).4. La media y la varianza son, respe
tivamente:
E(X) =

mq

p
V (X) =

mq

p2En la introdu

ión que hemos presentado, hemos tratado de modelizarel número de repeti
iones ne
esarias del experimento aleatorio, para que sedé un su
eso determinado. Por ejemplo, podríamos pensar en el número delanzamientos su
esivos de un dado hasta obtener 
in
o seises; el número14



de lanzamientos de una moneda hasta obtener diez 
aras, et
. En nuestro
ontexto, querremos modelizar el número de exposi
iones al riesgo hasta quese produz
an m siniestros, donde p es la probabilidad de o
urren
ia de di
hosiniestro.Debemos re
ordar dos aspe
tos del experimento estudiado hasta ahora:la probabilidad de o
urren
ia del siniestro es 
onstante y las repeti
ionesse produ
en 
on independen
ia.Por ota parte, hay otra observa
ión que señalar de la distribu
ión bino-mial negativa. De la introdu

ión realizada, se puede inferir el 
ara
ter deentero positivo del parámetro m, restri

ión que formalmente no es ne
e-saria en la de�ni
ión de la variable. Es más, serán habituales, ejemplos y
asos prá
ti
os en los que a partir de la tabla de datos y dados los valoresde los estadísti
os muestrales, media y varianza, pensemos en ajustar el mo-delos a una distribu
ión binomial negativa, donde la estima
ión de di
hosparámetros nos propor
ione en parti
ular, valores de m fra

ionales.En este 
aso, tendremos que tener 
uidado 
on el 
ál
ulo del número
ombinatorio
(

m+ k − 1
k

)

=
(m+ k − 1)(m+ k − 2) · · · (m+ k − k)

k!donde además sabemos que
(

m+ k − 1
k

)

=

(

m+ k − 1
m− 1

)

= 1siempre que m+k−1 < k (esto su
ede 
uando 0 < m < 1 y k = 0). Re
ordarademás que 0! = 1 y si 0 < x < 1, x! = 1.Proposi
ión 2.2 Sea X una v.a. 
on distribu
ión binomial negativa de pa-rámetros m, p; X ∈ bn(m, p). Enton
es, se veri�
a la siguiente fórmulare
urrente:
pk = P (X = k) =

(m+ k − 1)q

k
P (X = k − 1) =

(m+ k − 1)q

k
pk−1Demostra
ión: Queda 
omo ejer
i
io.2.3. Distribu
ión de Polya-EggenbergerEn las dos se

iones anteriores, hemos re
al
ado la independen
ia 
omo
ara
terísti
a de las su
esivas repeti
iones del experimento aleatorio 
onsi-derado. Esto 
onlleva, 
omo sabemos, el he
ho de que la probabilidad de15



o
urren
ia de 
ada posible resultado permane
e 
onstante a lo largo dela serie de repeti
iones.Sin embargo, hay fenómenos aleatorios en parti
ular en los que es inadmi-sible esta hipótesis, dado que existe lo que habitualmente es 
ono
ido 
omo
ontagio. Para introdu
ir este efe
to, y modelizar el 
omportamiento de lav.a. X: número de siniestros, en esta situa
ión, vamos utilizar el siguienteexperimento 
on la denominada urna de Polya.Consideremos una urna, que ini
ialmente tiene N bolas, de las 
uales ason blan
as y b negras, de manera que a + b = N . Cada vez que se extraeuna bola se mira su 
olor y se introdu
e de nuevo a la urna, junto 
on c bolasdel mismo 
olor.Observa, que el 
aso parti
ular c = 0, repli
a una extra

ión 
on re-emplazamiento, en la que se mantiene la hipótesis de independen
ia entreresultados de distintas extra

iones; mientras que si c = −1, estaríamos anteel 
aso de extra

ión sin reemplazamiento, y 
onsiguiente pérdida de inde-penden
ia entre resultados de distintas extra

iones.Anali
emos en general el 
aso c 6= 0.Denotemos por X a la v.a. de�nida 
omo número de bolas blan
as obteni-das en n extra

iones realizadas según el pro
edimiento de reemplazamientoque hemos des
rito.Claramente, si c = 0, la distribu
ión de la v.a. X es binomial de paráme-tros n, p = a
N
; X ∈ b(n, a

N
).Trataremos de obtener la fun
ión de 
uantía de X, en el 
aso c 6= 0. Paraello, pensemos en el su
eso bli: se obtiene bola blan
a en la i-ésima extra

ióny en su 
omplementario, ngi: se obtiene bola negra en la i-ésima extra

ión.Mediante el teorema de la interse

ión, podemos 
al
ular la probabilidadde obtener bola blan
a en las r primeras extra

iones. Para ello, ne
esitamos
al
ular previamente las siguientes probabilidades 
ondi
ionadas:

P (bl1) =
a

N

P (bl2|bl1) =
a+ c

N + c

P (bl3|bl1 ∩ bl2) =
a+ 2c

N + 2c
... = ...

P (blr|bl1 ∩ bl2 ∩ ... ∩ blr−1) =
a+ (r − 1)c

N + (r − 1)cAsí,
P (bl1 ∩ bl2 ∩ ... ∩ blr−1 ∩ blr) =16



= P (bl1)P (bl2|bl1)P (bl3|bl1 ∩ bl2) · · ·P (blr|bl1 ∩ bl2 ∩ ... ∩ blr−1) =

=
a

N

(a+ c)

(c+N)
· · · (a+ (r − 1)c)

(N + (r − 1)c)Del mismo modo, podemos 
al
ular la probabilidad de obtener s bolasnegras, en las s siguientes extra

iones. Para ello, de nuevo nos ha
en faltalas siguientes probabilidades 
ondi
ionadas:
P (ngr+1|bl1 ∩ bl2 ∩ ... ∩ blr) =

b

N + rc

P (ngr+2|bl1 ∩ bl2 ∩ ... ∩ blr ∩ ngr+1) =
(b+ c)

N + (r + 1)c
... = ...

P (ngn|bl1 ∩ bl2 ∩ ... ∩ blr ∩ ngr+1... ∩ ngr+(s−1)) =
b+ (s− 1)c

N + (r + s− 1)cPor tanto, en n extra

iones, la probabilidad de obtener las r primerasbolas blan
as y las s siguientes negras, donde r + s = n, es:
P (bl1 ∩ bl2 ∩ ... ∩ blr−1 ∩ blr ∩ ngr+1... ∩ ngr+s) =

= P (bl1)P (bl2|bl1) · · ·P (blr|bl1 ∩ bl2 ∩ ... ∩ blr−1)P (ngr+1|bl1 ∩ bl2 ∩ ... ∩ blr)...
... P (ngr+s|bl1 ∩ bl2 ∩ ... ∩ blr ∩ ngr+1... ∩ ngr+(s−1)) =

=
a

N

(a+ c)

(N + c)
· · · (a+ (r − 1)c)

(N + (r − 1)c)

b

(N + rc)

(b+ c)

(N + (r + 1)c)
· · · (b+ (s − 1)c)

(N + (n − 1)c)Sin embargo, en las n extra

iones, el número de formas en que se pueden
olo
ar r bolas blan
as y s negras es ( n
r

)

=

(

n
s

); y la probabilidad de
ada ordena
ión de esta n-tupla es igual a la de la ordena
ión �jada, de rprimeras blan
as y s = n− r siguientes negras, que ya hemos 
al
ulado.De esta forma, la fun
ión de 
uantía de la v.a X, que 
al
ula, 
on estemodelo de extra

ión, la probabilidad de obtener r bolas blan
as en n = r+sextra

iones, es:
P (X = r) =

(

n
r

)

a

N

(a+ c)

(N + c)
· · · (a+ (r − 1)c)

(N + (r − 1)c)

b

(N + rc)

(b+ c)

(N + (r + 1)c)
· · · (b+ (s− 1)c)

(N + (n− 1)c)Dividiendo numerador y denominador en la expresión anterior por c 6= 0,se obtiene:
P (X = r) =

(

n
r

)

a
c
N
c

(a
c
+ 1)

(N
c
+ 1)

· · · (
a
c
+ (r − 1))

(N
c
+ (r − 1))

b
c

(N
c
+ r)

( b
c
+ 1)

(N
c
+ (r + 1))

· · · ( b
c
+ (s− 1))

(N
c
+ (n− 1))17



Reordenando los términos, se obtiene
P (X = r) =

(

a
c
+ r − 1
r

)(

b
c
+ s− 1
s

)

(

N
c
+ n− 1
n

)De�ni
ión 2.3 De
imos que la v.a X sigue una distribu
ión de Polya- Eg-genberger de parámetros p, q y δ, 
uando el soporte de valores de la variableses el 
onjunto de enteros positivos {0, 1, 2..., n}, y su fun
ión de 
uantía vienedada por
P (X = k) =

(

p
δ
+ k − 1
k

)(

q
δ
+ s− 1
s

)

(

1
δ
+ n− 1
n

)donde p representa la probabilidad ini
ial de siniestro, q = 1 − p, δ es laprobabilidad de 
ontagio, y s = n− k.Para llegar a la expresión de la fun
ión de 
uantía anterior, hemos re-nombrado los parámetros que apare
ían en el experimento de la urna dePolya. Así la probabilidad ini
ial de siniestro es la probabilidad ini
ial debola blan
a p = a
N
, q = b

N
y δ = c

N
es la probabilidad de 
ontagio.Proposi
ión 2.3 Sea X una v.a. 
on distribu
ión de Polya de parámetros,

p, δ. Enton
es, se veri�
a la siguiente fórmula re
urrente:
pk = P (X = k) =

(p
δ
+ k − 1)

k

s+ 1

( q
δ
+ s)

P (X = k − 1)donde, s = n− k y
p0 = P (X = 0) =

(

q
δ
+ n− 1
n

)

(

1
δ
+ n− 1
n

)Demostra
ión: Queda 
omo ejer
i
io.En 
uanto a las 
ara
terísti
as estadísti
as de esta distribu
ión, tenemos:18



1. La media es:
E(X) = np2. La varianza es:

V (X) = npq
1 + nδ

1 + δEs de
ir el efe
to 
ontagio, modelizado en esta distribu
ión produ
e unamedia independiente de di
ho efe
to, e igual a la media en una distribu
iónbinomial, en la que el 
ontagio es nulo. Sin embargo la varianza aumenta amedida que aumenta la probabilidad de 
ontagio.Este tipo de distribu
iones se emplea en los estudios estadísti
os médi-
os, sobre posibles 
ontagios de enfermedades. Nosotros la utilizaremos paramodelizar propaga
ión de siniestros en 
ontratos de seguros de in
endios,por ejemplo.Ejemplo 2.1 A partir de datos relativos a 1000 edi�
ios, 
ada uno 
on 10viviendas, se ha estimado para la v.a. X: número de re
lama
iones por in-
endio/edi�
io, los siguientes estadísti
os muestrales x = 0,3, y s2 = 1,164.(n = 10).1. Estima los parámetros, bajo la hipótesis de que la distribu
ión de X esPolya. Cal
ula en este 
aso, las probabilidades P (X = 0), P (X = 1),
P (X = 2) y P (X = 3).2. Estima los parámetros, bajo la hipótesis de que la distribu
ión de X esbinomial. Cal
ula en este 
aso, las probabilidades P (X = 0), P (X =
1), P (X = 2) y P (X = 3).3. Estima los parámetros, bajo la hipótesis de que la distribu
ión de X esPoisson. Cal
ula en este 
aso, las probabilidades P (X = 0), P (X = 1),
P (X = 2) y P (X = 3).4. Estima los parámetros, bajo la hipótesis de que la distribu
ión de X esbinomial negativa. Cal
ula en este 
aso, las probabilidades P (X = 0),
P (X = 1), P (X = 2) y P (X = 3).

19



2.4. Tarea 2Se enumeran a 
ontinua
ión un 
onjunto de ejer
i
ios de ensayo de las
ompeten
ias 
orrespondientes a este tema; en parti
ular a la segunda de lasformuladas en el programa de la asignatura:Des
ribir y analizar situa
iones sen
illas de riesgo en problemasrela
ionados 
on el mundo a
tuarial o de las �nanzas y expresar-las formalmente en términos de variables aleatorias y sus distri-bu
iones.1. En una 
ompañía de seguros, la media mensual de re
lama
iones es de1.5 por 
ada 100 pólizas 
ontratadas. Consideremos la v.a. X: númerode re
lama
iones mensuales.a) Bajo la hipótesis de que X sigue una distribu
ión de Poisson,
al
ula la probabilidad de que se dé al menos una re
lama
ión alo largo de un més 
ualquiera.b) Cal
ula la misma probabilidad que en el apartado anterior, bajola hipótesis de que X sigue una distribu
ión binomial 
on n = 10.Repite los 
ál
ulos para n = 100 y n = 1000.2. Demuestra que la media, varianza y fun
ión generatriz de la v.a. Y =
X|X > 0, 
on X ∈ P (λ), son las dadas en la Se

ión 2.1.1.1.3. En una 
ompañía de seguros se ha estimado que la probabilidad dere
lama
ión en pólizas anuales 
ontra el riesgo A es de 0.08, mientrasque en las 
ontratadas 
ontra el riesgo B es de 0.05. La 
ompañía de
ideofertar una póliza 
ombinada para 
ubrir ambos riesgos. Considera quela 
ompañía ha 
ontratado 1000 pólizas de este tipo en un año, que lasre
lama
iones por ambos riesgos son independientes y que el titular de
ada póliza efe
túa una re
lama
ión de 
ada tipo de riesgo a la vez,
omo mu
ho.a) Cal
ula la probabilidad de re
lama
ión sobre 
ontratos de estapóliza 
ombinada.b) Si se modeliza la v.a. X: número de re
lama
iones 
omo una v.a.de Poisson, estima el valor del parámetro λ.
) Cal
ula la probabilidad aproximada de que es ese año haya habidomás de 140 re
lama
iones.20



4. Un 
ierto siniestro tiene probabilidad de o
urrir p = 0,1. Sea Y , lavariable aleatoria que re
oge el número de exposi
iones al riesgo hastaque se produ
en tres siniestros, teniendo en 
uenta que terminan lasexposi
iones después del último siniestro.a) Si X es una variable 
on distribu
ión binomial negativa de pará-metros p = 0,1 y m = 3. ¾Cuál es la rela
ión que observas entre
X e Y ?b) Cal
ula la probabilidad P (Y = 3)
) Cal
ula el número medio de exposi
iones al riesgo, E(Y ).d) Cal
ula la varianza, V (Y ).5. Demuestra que si X sigue una distribu
ión binomial negativa de pará-metros p y m,

P (X = k) = pk = pk−1(1− p)(m+ k − 1)/k6. Sea X el número de re
lama
iones por in
endio en un edi�
io, una v.a.
on distribu
ión de Polya de parámetros p = 0,01, δ = 0,1 (re
uerdaque es el parámetro que modeliza la probabilidad de 
ontagio en elsiniestro), y n = 4, lo 
ual modeliza que el edi�
io en 
uestión tiene 4viviendas. Cal
ula los primeros valores de la fun
ión de 
uantía de X:
P (X = 0), P (X = 1), P (X = 2), P (X = 3), P (X ≥ 4).7. Sea X el número de re
lama
iones por in
endio en un edi�
io de 
uatroviviendas, una v.a. 
on binomial negativa de media EX = 0,04, yvarianza V (X) = 0,0504. Cal
ula los primeros valores de la fun
ión de
uantía de X: P (X = 0), P (X = 1), P (X = 2), P (X = 3), P (X ≥ 4).8. Sea X el número de re
lama
iones por in
endio en un edi�
io, una v.a.
on distribu
ión de Poisson de parámetro λ = 0,04.a) Cal
ula los primeros valores de la fun
ión de 
uantía deX: P (X =

0), P (X = 1), P (X = 2), P (X = 3), P (X ≥ 4).b) Cal
ula la media y la varianza de X.
) Si X1 y X2 son dos v.a. independientes entres sí y 
on distribu-
iones de Poisson de parámetros λ1 y λ2, obtén la distribu
ión de
X1 +X2 a partir de su fun
ión 
ara
terísti
a.d) Obtén en general la distribu
ión de la suma Z = X1 + ... +Xn,donde X1, ...,Xn son v.a. independientes 
on distribu
ión de Pois-son de parámetros λ1, ..., λn, respe
tivamente.21



9. Considera la siguiente tabla de datos sobre el número de siniestros (X:número de re
lama
iones por in
endio), relativos a 1000 edi�
ios.
xi 0 1 2 3 4
ni 975 15 6 3 1Con la tabla de datos anterior, puedes observar que la media muestrales x = 0,04 y la varianza muestral es s2 = 0,0792. Sabiendo ademásque 
ada edi�
io 
onsta de 4 viviendas:a) Estima los parámetros 
orrespondientes si planteamos 
omo hi-pótesis que la distribu
ión de X es de Polya. Cal
ula los valoresde la fun
ión de 
uantía de X, en este 
aso, P (X = 0), P (X = 1),

P (X = 2), P (X = 3), P (X ≥ 4).b) Estima los parámetros 
orrespondientes si planteamos 
omo hi-pótesis que la distribu
ión de X es binomial negativa. Cal
ula losvalores de la fun
ión de 
uantía de X, en este 
aso, P (X = 0),
P (X = 1), P (X = 2), P (X = 3), P (X ≥ 4).
) Estima los parámetros 
orrespondientes si planteamos 
omo hi-pótesis que la distribu
ión de X es de Poisson. Cal
ula los valoresde la fun
ión de 
uantía de X, en este 
aso, P (X = 0), P (X = 1),
P (X = 2), P (X = 3), P (X ≥ 4).d) A la vista de los resultados de las 
uestiones anteriores, ¾qué dis-tribu
ión te pare
e más ade
uada para modelizar el 
omporta-miento aleatorio de X?10. A partir de datos relativos a 1000 edi�
ios, 
ada uno 
on 10 viviendas,se ha estimado para la v.a. X: número de re
lama
iones por in
en-dio/edi�
io, los siguientes estadísti
os muestrales x = 0,3, y s2 = 1,164.a) Estima los parámetros, bajo la hipótesis de que la distribu
ión de
X es Polya. Cal
ula en este 
aso, las probabilidades P (X = 0),
P (X = 1), P (X = 2) y P (X = 3).b) Estima los parámetros, bajo la hipótesis de que la distribu
ión de
X es binomial. Cal
ula en este 
aso, las probabilidades P (X = 0),
P (X = 1), P (X = 2) y P (X = 3).
) Estima los parámetros, bajo la hipótesis de que la distribu
ión de
X es Poisson. Cal
ula en este 
aso, las probabilidades P (X = 0),
P (X = 1), P (X = 2) y P (X = 3).d) Estima los parámetros, bajo la hipótesis de que la distribu
ión de
X es binomial negativa. Cal
ula en este 
aso, las probabilidades
P (X = 0), P (X = 1), P (X = 2) y P (X = 3).22



Capítulo 3Modelos de distribu
iones deprobabilidad 
ontinuas.Modelos rela
ionados 
on el
oste de 
ada siniestroLo que 
uesta 
ada siniestro, o en adelante, lo que denominaremos 
uantíapor re
lama
ión, también es una variable aleatoria, en este 
aso de 
ará
ter
ontinuo, pues modeliza una variable e
onómi
a medida en dinero, que 
omola variable tiempo, se 
onsidera 
ontinua.Estudiaremos en este tema distintas distribu
iones 
ontinuas, 
on sus
ara
terísti
as estadísti
as más relevantes.3.1. Distribu
ión log-normalTambién 
ono
ida 
omo distribu
ión logarítmi
o-normal. Es lo que se
ono
e en estadísti
a 
omo una distribu
ión de 
olas an
has, es de
ir, sudensidad re�eja una 
ara
terísti
a que tambien 
orrobora la varianza de estadistribu
ión, hay probabilidad alta de que la variable tome valores alejados dela media. Nos servirá para modelizar siniestros 
on grandes 
ostes o 
uantíaspor re
lama
ión.La habitual de�ni
ión de una v.a. X 
on distribu
ión log-normal, es lade aquella variable, 
uyo logaritmo neperiano Y = lnX sigue una distri-bu
ión normal N (m,σ2). Así para obtener la fun
ión de densidad de X,ne
esitaremos un argumento basado en la transforma
ión de variables.23



Pensemos primero en el 
aso de una v.a. T ∈ N (0, 1). Sabemos que lafun
ión de densidad es:
f(t) =

1√
2π
e

−t2

2donde t ∈ R.La v.a. Y ∈ N (m,σ2), está de�nida 
omo una transforma
ión lineal
re
iente de T , Y = σT + m. Utilizando, la fórmula de transforma
ión ya
ono
iada y dada por
fY (y) = ft(t(y))|t′(y)| (3.1)donde ft es la fun
ión de densidad de T , y sabiendo que t(y) = y−m

σ
, y

t′(y) = 1
σ
> 0, obtenemos la fun
ión de densidad de Y .

f(y) =
1√
2πσ

e
−(y−m)2

2σ2donde y ∈ R.De nuevo, si Y = lnX, nuestra variable de interés es X = eY . Por portanto utilizando la expresión (3.1), obtenemos la fun
ión de densidad de X.
f(x) = fY (y(x)) · |y′(x)| =

=
1√
2πσ

e
−(y(x)−m)2

2σ2 |y′(x)|donde y(x) = lnx, e |y′(x)| = | 1
x
|.Observa, que la nueva variableX = eY , no puede tomar valores negativos,y por lo tanto su soporte es el 
onjunto de los reales positivos, x ∈ R

+.De�ni
ión 3.1 De
imos que la v.a. X tiene distribu
ión log-normal, si susoporte es el 
onjunto R
+, y su fun
ión de densidad viene dada por

f(x) =
1√
2πσx

e
−(lnx−m)2

2σ2 , x ≥ 0Sus 
ara
terísti
as estadísti
as más relevantes, se dedu
en al igual que sufun
ión de densidad, de su rela
ión 
on la distribu
ión normal.1. Para 
al
ular los valores de su fun
ión de distribu
ión, F (x), emplea-remos la tablas de la N(0, 1), mediante la siguiente rela
ión:
F (x) = P (X ≤ x) = P (eY ≤ x) = P (Y ≤ lnx) = Φ(

lnx−m

σ
)24



2. Su media resulta de realizar la integral
E(X) =

∫ ∞

0
xf(x)dx =

∫ ∞

0
x

1√
2πσx

e
−(lnx−m)2

2σ2 dxSin más que ha
er el 
ambio de variable t = lnx−m
σ

, y por tanto x =
eσt+m, dx = σeσt+mdt, la integral anterior se puede expresar 
omo
E(X) =

1√
2πσ

∫ ∞

−∞
e

−t2

2 σeσt+mdt = em
1√
2π

∫ ∞

−∞
e

−(t2−2σt)
2 dtCompletando el exponente a un 
uadrado 
ompleto (t2−2σt+σ2−σ2)

2 =
(t−σ)2

2 − σ2

2 , se obtiene
E(X) = em+σ2

2
1√
2π

∫ ∞

−∞
e

−h2

2 dh = em+σ2

2donde h = t− σ, y dh = dt.3. Operando de forma similar, en la integral de E(X2), se puede demos-trar que la varianza de la variable X es,
V (X) = e2m+σ2

(eσ
2 − 1)3.2. Distribu
ión de ParetoAl igual que la distribu
ión anterior, es una ley de 
olas an
has por loque la utilizaremos para modelizar 
uantías elevadas.La distribu
ión de Pareto surge al 
onsiderar que la probabilidad de queuna v.a. X tome una valor superior a un x determinado, tiene la siguienteforma fun
ional:

P (X > x) = (
k

x
)αsi x ≥ k, y P (X > x) = 1, en otro 
aso. En la expresión anterior, k y α sondos parámetros reales.A partir de la 
onsidera
ión anterior, es sen
illo obtener la fun
ión dedistribu
ión de la variable X,

F (x) = P (X ≤ x) = 1− P (X > x) = 1− (
k

x
)αsi x ≥ k, y F (x) = 0, en otro 
aso. 25



De�ni
ión 3.2 De
imos que la v.a. X tiene distribu
ión de Pareto de pa-rámetros k, α, si su soporte es el sub
onjunto de números reales [k,∞) y sufun
ión de densidad viene dada por
f(x) =

αkα

xα+1Normalmente k es un parámetro pre�jado de antemano, a partir de losdatos ini
iales de la apli
a
ión. El parámetro α es un parámetro de ajuste,
uyo valor se estima o determina a posteriori. Como veremos más adelante,para algunos valores de este parámetro de ajuste, no existen momentos deesta variable.En 
uanto a las 
ara
terísti
as estadísti
as,1. Su media,
E(X) =

αk

(α− 1)se puede 
al
ular 
omo la integral anterior siempre que α > 1.2. Su varianza,
V (X) =

αk2

(α− 2)(α− 1)2siempre que α > 2.Hemos visto que la existen
ia de los dos primeros momentos depende delvalor del parámetro α. Es por ello, que a menudo 
onviene estimar su valora partir de los datos, para tener una mayor informa
ión del 
omportamientode la variable.Como método de estima
ión, se puede emplear tanto el de momentos 
o-mo el de máxima verosimilitud, aunque los estimadores que nos propor
ionanno 
oin
iden.1. Estima
ión por momentos.Partiendo de una m.a.s. de la distribu
ión, {x1, ..., xn}, igualamos elmomento de orden uno pobla
ional, E(X), 
on el 
orrespondiente mo-mento muestral x.
αk

(α− 1)
= xde donde

α̂M =
x

(x− k)26



2. Estima
ión por máxima verosimilitud.Partiendo de una m.a.s. de la distribu
ión, {x1, ..., xn}, 
onstruimos lafun
ión de verosimilitud:
L(~x, α) = (

α

k
)n

n
∏

i=1

(
k

xi
)α+1Tomando logaritmos,

lnL(~x, α) = n(lnα− lnk) +
n
∑

i=1

(α + 1)(lnk − lnxi)derivando respe
to a α e igualando a 0, despejamos el estimador má-ximo verosímil
α̂MV =

1

(lnx− lnk)donde lnx = 1
n

∑n
i=1 lnxi.Considerando las expresiones de los estimadores anteriores obtenidas parauna muestra de tamaño uno, se puede intuir su rela
ión.3.2.1. Distribu
iones de Pareto de segundo y ter
er tipo1. La distribu
ión de Pareto de segundo tipo, no es más que la de primertipo, trasladada al origen. Es de
ir, si Y es una v.a. 
on distribu
ión dePareto (de primer tipo) y parámetros k, α, se de�ne 
omo distribu
iónde Pareto de segundo tipo a la distribu
ión de la v.a. X = Y − k.La rela
ión entre las fun
iones de distribu
ión, es

F (x) = P (X ≤ x) = P (Y − k ≤ x) = P (Y ≤ x+ k) = 1− (
k

x+ k
)αsi x ≥ 0, y F (x) = 0, en otro 
aso.2. La distribu
ión de Pareto de ter
er tipo, es una generaliza
ión de lasanteriores, en la que además de la trasla
ión se produ
e un 
ambioen la estru
tura de varianza. Se de�ne 
omo distribu
ión de Pareto deter
er tipo a la distribu
ión de la v.a. X, 
uya fun
ión de distribu
iónes:

F (x) = P (X ≤ x) = 1− (
k

x+ k
)αe−bxsi x ≥ 0, y F (x) = 0, en otro 
aso. Esta distribu
ión depende de tresparámetros, α, k y b. 27



3.2.2. Distribu
ión de BurrEs otra distribu
ión transformada de la distribu
ión de Pareto, que seemplea habitualmente para estudiar las pérdidas en 
arteras de seguros.Sea X una v.a. de Pareto de segundo tipo y Z transforma
ión de�nida
omo Zβ = X, 
on β > 0.La rela
ión entre ambas fun
iones de distribu
ión, teniendo en 
uentaque Z = X
1
β , es:

F (z) = P (Z ≤ z) = P (X
1
β ≤ z) = P (X ≤ zβ) = 1− (

k

zβ + k
)αsi z ≥ 0 y F (z) = 0, en otro 
aso.Proposi
ión 3.1 Sea Z una v.a. 
on distribu
ión de Burr de parámetros

k, α, β. El momento ordinario de orden r de la v.a. Z es:
E(Zr) = k

r
β
Γ(α− r/β)Γ(r/β + 1)

Γ(α)siempre que r < αβ.Demostra
ión: Queda 
omo ejer
i
io.3.3. Distribu
ión GammaAunque la hemos presentado en el resumen del primer tema, la in
luímosde nuevo aqui 
omo modelo para 
iertas distribu
iones de pérdida o 
uantíade siniestros.Re
ordemos la siguiente de�ni
ión:De�ni
ión 3.3 Se di
e que la v.a X sigue una distribu
ión Gamma de pa-rámetros a > 0, r > 0, y se denota por γ(a, r), si su fun
ión de densidadviene dada por
f(x) =

ar

Γ(r)
xr−1e−ax, x ≥ 0 (3.2)y f(x) = 0, en otro 
aso; donde Γ(r) =

∫∞
0 xr−1e−xdxNota: Si r ∈ Z

+, se veri�
a Γ(r) = (r − 1)!.Además 
omo prin
ipales 
ara
terísti
as estadísti
as tenemos:28



1. Su media es:
E(X) =

r

a
(3.3)2. Su varianza es:

V (X) =
r

a2
(3.4)3. Su fun
ión generatriz de momentos es:

αX(u) = (1− u

a
)−r (3.5)4. Su fun
ión 
ara
terísti
a es:

ψX(u) = (1− iu

a
)−r (3.6)5. Su fun
ión 
umulativa es:

µX(u) = −r · ln(1− u

a
) (3.7)3.3.1. Distribu
ión exponen
ialLa distribu
ión exponen
ial se puede introdu
ir 
omo el 
aso parti
ularde la distribu
ión γ 
uando el parámetro r = 1, en este 
aso:De�ni
ión 3.4 Se di
e que la v.a X sigue una distribu
ión exponen
ial deparámetro a > 0, y se denota por ǫ(a), si su fun
ión de densidad viene dadapor

f(x) = ae−ax, x ≥ 0 (3.8)y f(x) = 0, en otro 
aso.Sus prin
ipales 
ara
terísti
as, se obtienen también 
omo 
aso parti
ularde la distribu
ión γ.1. Su media es:
E(X) =

1

a
(3.9)29



2. Su varianza es:
V (X) =

1

a2
(3.10)3. Su fun
ión generatriz de momentos es:

αX(u) = (1− u

a
)−1 (3.11)4. Su fun
ión 
ara
terísti
a es:

ψX(u) = (1− iu

a
)−1 (3.12)5. Su fun
ión 
umulativa es:

µX(u) = −ln(1− u

a
) (3.13)Observar además que de la forma de la fun
ión 
ara
terísti
a, tanto de ladistribu
ión γ, 
omo en parti
ular de la exponen
ial, se dedu
e el siguienteresultado:Proposi
ión 3.2 La suma de v.a. independientes 
on distribu
ión γ delmismo parámetro a, es una v.a. 
on distribu
ión γ del mismo parámetro

a y donde su parámetro r se obtiene 
omo suma de di
hos parámetros en lasdistribu
iones γ que hemos sumado.Demostra
ión: Evidente si 
al
ulamos la fun
ión 
ara
terísti
a de lasuma de v.a. independientes 
on distribu
ión γ.3.3.2. Distribu
ión exponen
ial desplazadaLa distribu
ión exponen
ial se puede generalizar, trasladándola del ori-gen. Surge así, la distribu
ión exponen
ial desplazada.Sea X una v.a. 
on distribu
ión exponen
ial de parámetro a. X ∈ E(a).Consideremos la v.a. transforma
ión lineal de X, Y = X + k, k > 0. Lafun
ión de densidad de Y , de a
uerdo 
on la expresión (3.1), vendrá dadapor:
fY (y) = fX(y − k) = ae−a(y−k) (3.14)si y ≥ k; siendo fY (y) = 0, en otro 
aso.Así, tenemos la siguiente de�ni
ión:30



De�ni
ión 3.5 Se di
e que la v.a X sigue una distribu
ión exponen
ial des-plazada de parámetros a > 0, k > 0 y se denota por E(a, k), si su fun
ión dedensidad viene dada por
f(x) = ae−a(x−k), x ≥ k > 0 (3.15)y f(x) = 0, en otro 
aso.Sus prin
ipales 
ara
terísti
as, son evidentes a partir de su rela
ión 
on unav.a. exponen
ial. De la propia de�ni
ión, se sigue que:1. Su media es:

E(X) =
1

a
+ k (3.16)2. Su varianza es la misma que la de la exponen
ial de parámetro a:

V (X) =
1

a2
(3.17)3. Su fun
ión 
ara
terísti
a es:

ψX(u) = eiuk(1− iu

a
)−1 (3.18)3.4. Distribu
ión de WeibullEs otra generaliza
ión de la distribu
ión exponen
ial, en la que intervie-nen dos parámetros, el parámetro θ > 0, que 
orresponde en la de�ni
iónde la distribu
ión exponen
ial a 1

a
, y se denomina parámetro de es
ala; y elparámetro α > 0, denominado 
omúnmente parámetro de forma.Esta distribu
ión se usa habitualmente para modelar la 
ompensa
ión delas re
lama
iones de los trabajadores. Propor
iona una ade
uada respresen-ta
ión de la distribu
ión de la pérdida.Se de�ne 
omo sigue:De�ni
ión 3.6 Se di
e que la v.a X sigue una distribu
ión de Weibull deparámetros α > 0, θ > 0 y se denota por W (α, θ), si su fun
ión de densidadviene dada por

f(x) =
α

θα
xα−1e−(x

θ
)α , x ≥ 0 (3.19)y f(x) = 0, en otro 
aso. 31



Re
ordando la de�ni
ión de la fun
ión Γ(r) =
∫∞
0 xr−1e−xdx, para r > 0,se dedu
en sus prin
ipales 
ara
terísti
as estadísti
as:1. Su media es:

E(X) =
α

θα

∫ ∞

0
xxα−1e−(x

θ
)αdx = θΓ(

1

α
+ 1) (3.20)2. Su varianza es:

V (X) = θ2[Γ(
2

α
+ 1)− Γ2(

1

α
+ 1)] (3.21)3.5. Distribu
ión BetaPensemos en una póliza que 
ubre dos tipos de siniestros independientes,y que la 
uantía de 
ada uno de ellos sigue una distribu
ión γ(a, ri), i = 1, 2.En este 
aso la v.a. Y1 = X1

X1+X2
representa la fra

ión de pérdida aso
iada alprimer siniestro, mientras que Y2 = X2

X1+X2
, respresenta la fra

ión aso
iadaal segundo siniestro.Veremos que la distribu
ión de Y1 es una distribu
ión Beta de parámetros

r1, r2, mientras que la de Y2 es una distribu
ión Beta de parámetros r2, r1.Dada la independe
ia entre X1 y X2 y la forma de su distribu
ión γ delmismo parámetro a, de a
uerdo 
on la Proposi
ión 3.2, sabemos que X =
X1+X2 ∈ γ(a, r1+r2). Es de
ir, veremos que una v.a. 
on distribu
ión Betasurge 
omo 
o
iente de dos v.a. 
on distribu
iones γ del mismo parámetro ano independientes.Para obtener la fun
ión de densidad de la v.a. transforma
ión Z1 =
X1/X . Para ello, de�nimos una apli
a
ión ~Z de R

2 en R
2 que haga 
o-rresponder a

(X1,X)−− → (Z1, Z2)donde Z1 = X1/X y Z2 = X. Transforma
ión que podemos expresar enforma matri
ial 
omo:
~Z =

(

1
X

0
0 1

)

~X = A ~X,
on ||A|| = 1
|X| 6= 0 y

~X = A−1 ~Z =

(

X 0
0 1

)

~Z,32



de donde X1 = Z1X1 = Z1Z2 y X2 = Z2.El ja
obiano de esta transforma
ión, es de
ir el determinante de la matrizde derivadas de ~X 
on respe
to a ~Z, que en valor absoluto,
||D( ~X)

D(~Z)
|| = || Z2 Z1

0 1
|| = |Z2|es la generaliza
ión de la expresión |x′(z)|, en la fórmula (3.1), que ahora nospropor
iona la fun
ión de densidad 
onjunta de ~Z = (Z1, Z2) a partir de lade (X1,X),

f~Z(z1, z2) = f ~X
(x1(z1, z2), x(z1, z2))||

D( ~X)

D(~Z)
|| =

= f ~X
(z1z2, z2)|z2|La fun
ión de densidad que nos interesa es la marginal de la primera
omponente Z1 = X1/X . Luego,

f1(z1) =

∫ ∞

−∞
f(z1, z2)dz2 =

=

∫ ∞

−∞
f ~X

(z1z2, z2)|z2|dz2 =

=

∫ ∞

0
f ~X

(z1z2, z2)z2dz2si z2 = x2 ≥ 0.Pero para poder 
al
ular la integral, tenemos que determinar previamente
uál es la fun
ión de densidad 
onjunta de la v.a. bidimensional (X1,X),
uyas 
omponentes son no independientes. Para 
al
ular su fun
ión dedensidad, es más sen
illo 
al
ular primero su fun
ión de distribu
ión:
F (x1, x) = P (X1 ≤ x1,X ≤ x) = P (X1 ≤ x1,X1 +X2 ≤ x) =

= P (X1 ≤ x1,X2 ≤ x− x1) = F1(x1)F2(x− x1)puesto que X1 y X2 sí son independientes. Por lo tanto,
f ~X

(x1, x) = f1(x1)f2(x− x1)donde f1 es la fun
ión de densidad de X1 ∈ γ(a, r1) y f2 es la fun
ión dedensidad de X2 ∈ γ(a, r2). 33



Sustituyendo las fun
iones de densidad por sus expresiones 
orrespon-dientes, se obtiene:
f ~X

(x1, x) =
ar1

Γ(r1)
xr1−1
1 e−ax1

ar2

Γ(r2)
(x− x1)

r2−1e−a(x−x1) =

=
ar1ar2

Γ(r1)Γ(r2)
xr1−1
1 (x− x1)

r2−1e−axY por tanto
f ~X

(z1z2, z2) =
ar1ar2

Γ(r1)Γ(r2)
(z1z2)

r1−1(z2 − z1z2)
r2−1e−az2De donde la fun
ión de densidad de Z1, resulta ser:

f1(z1) =

∫ ∞

−∞
f(z1, z2)dz2 =

=

∫ ∞

0
f ~X

(z1z2, z2)z2dz2 =

=

∫ ∞

0

ar1ar2

Γ(r1)Γ(r2)
(z1z2)

r1−1(z2 − z1z2)
r2−1e−az2z2dz2 =

=
ar1+r2

Γ(r1)Γ(r2)
zr1−1
1 (1− z1)

r2−1
∫ ∞

0
e−az2zr1+r2−1

2 dz2 =

=
ar1+r2

Γ(r1)Γ(r2)
zr1−1
1 (1− z1)

r2−1Γ(r1 + r2)

ar1+r2
=

=
Γ(r1 + r2)

Γ(r1)Γ(r2)
zr1−1
1 (1− z1)

r2−1si 0 ≤ z1 ≤ 1, y f1(z1) = 0, en otro 
aso.Así, formalmente, tenemos la siguiente de�ni
ión:De�ni
ión 3.7 Se di
e que la v.a X sigue una distribu
ión Beta de pará-metros r1 > 0, r2 > 0 y se denota por B(r1, r2), si su fun
ión de densidadviene dada por
f(x) =

Γ(r1 + r2)

Γ(r1)Γ(r2)
xr1−1(1− x)r2−1 =

=
1

B(r1, r2)
xr1−1(1− x)r2−1si 0 ≤ x ≤ 1, y f(x) = 0, en otro 
aso.34



De imponer la 
ondi
ión de que la fun
ión de densidad integra la unidad, sededu
e que
B(r1, r2) =

∫ 1

0
xr1−1(1− x)r2−1dx =

Γ(r1)Γ(r2)

Γ(r1 + r2)y, Γ(r) = ∫∞
0 xr−1e−xdx, para r > 0.En 
uanto a sus 
ará
terísti
as estadísti
as:1. Su media es:

E(X) =
r1

r1 + r2
(3.22)2. Su varianza es:

V (X) =
r1r2

(r1 + r2)2(r1 + r2 + 1)
(3.23)3.6. Tarea 3Se enumeran a 
ontinua
ión un 
onjunto de ejer
i
ios de ensayo de las
ompeten
ias 
orrespondientes a este tema; en parti
ular seguimos 
on lasegunda de las formuladas en el programa de la asignatura:Des
ribir y analizar situa
iones sen
illas de riesgo en problemasrela
ionados 
on el mundo a
tuarial o de las �nanzas y expresar-las formalmente en términos de variables aleatorias y sus distri-bu
iones.1. En una 
ompañía de seguros se ha estimado que la 
uantía por re-
lama
ión por responsabilidad del profesional médi
o, es una v.a. 
ondistribu
ión de Pareto 
on parámetros k, α. Se sabe además que laempresa aseguradora 
ubre las re
lama
iones de 
uantía menor que un
ierto valor c > k, y que sub
ontrata a su vez a una empresa reasegu-radora para 
ubrir las re
lama
iones 
on 
uantías superiores a c.a) Obtén la fun
ión de densidad trun
ada de X, es de
ir, la de lav.a. Y = X|X > c.b) Demuestra que la v.a. Y , sigue una distribu
ión de Pareto deparámetros k = c, α. 35



2. La 
uantía por re
lama
ión, X, (en miles de euros) en la 
ompañíaaseguradora Gentili
ia es una v.a. 
on distribu
ión de Pareto de pará-metros k = 3 (miles de euros) y α = 2,6. La 
ompañía de
ide reasegu-rarse 
on en ban
o Providen
ial, de manera que di
ho ban
o 
ubra lasre
lama
iones por en
ima de los 6000 euros.a) Obtener la fun
ión de densidad de la v.a. X.b) Cal
ular su media y su varianza.
) Cal
ular la probabilidad de que en una re
lama
ión, la 
uantíasupere los 6000 euros.d) Si sabemos que la 
uantía de una re
lama
ión ha superado los
6000 euros, 
al
ular la probabilidad de que supere los 9000.e) Obtener la fun
ión de densidad de las 
uantías re
lamadas al ban-
o Providen
ial.3. Para una v.a. no negativa X 
on fun
ión de distribu
ión F (x, θ), sede�ne la �prima de riesgo bajo el prin
ipio de prima de riesgo ajustada�,
omo:
P (θ) =

∫ ∞

0
[P (X > x)]

1
ρdx =

∫ ∞

0
[1− F (x, θ)]

1
ρdxDemostrar que:a) Si X ∈ exp(θ), enton
es P (θ) = ρ

θ
.b) Si X ∈ Pareto(θ, α), 
on α 
ono
ido, enton
es P (θ) = ρθ

(α−ρ) ,
α > ρ.4. Un reaseguro �ex
ess loss� es una modalidad de reaseguro por la queel reasegurador 
ubre la parte del seguro que ex
ede del pleno �jadopor la 
edente para 
ada siniestro. En esta modalidad, el reaseguradorasume la parte de 
ada siniestro que supera una determinada 
antidad.Esta 
antidad re
ibe el nombre de 
esión en los seguros vida y dedu-
ible en los seguros no vida. Si denotamos por M al pleno o dedu
ible�jado para 
ada siniestro, y X es la v.a. que representa la 
uantía porre
lama
ión, pueden su
eder dos 
osas:a) Que X ≤ M , enton
es el responsable es el asegurador y no hayreaseguro.b) Que X > M , existe reaseguro que 
ubre X −M . Por tanto, elasegurador paga Y = mı́n{X,M}, mientras que el reaseguradorpaga Z = máx{0,X −M}.36



Si FY (y) es la fun
ión de distribu
ión de la v.a. Y = mı́n{X,M}, severi�
a:
FY (y) = { F (x), x ≤M

1, x ≥MDe donde E(Y n) =
∫∞
0 [mı́n{X,M}]nf(x)dx, y teniendo en 
uenta que

Y = mı́n{X,M} = { x, 0 ≤ x ≤M
M, x ≥My dado que E([mı́n{X,M}]n) = ∫M

0 xnf(x)dx+Mn[1−F (M)], Se ob-tiene que los pagos medios del asegurador son: E(Y ) =
∫M
0 xf(x)dx+

M [1− F (M)],Si la v.a X sigue una distribu
ión log-normal (µ, σ), 
al
ula E(Y n) y
E(Y ), para un reaseguro ex
ess loss.5. Considera una v.a. 
ontinua de la que sabemos que X > k, 
on k = 2,su media es E(X) = 3.a) Bajo la hipótesis de que X sigue una distribu
ión de Pareto deprimer tipo, 
al
ula el valor del parámetro α.b) Bajo la hipótesis de que X sigue una distribu
ión exponen
ialdesplazada, 
al
ula su varianza.
) Analiza las diferen
ias en varianza de las posibilidades anteriores.d) Analiza las diferen
ias entre las probabilidades de que di
ha va-riables tome valores superiores a 10, bajo ambas 
ondi
iones.e) Representa grá�
amente, f(2), f(3), f(4) y f(10), en ambas situa-
iones, para darte una idea de 
ómo de
re
en ambas distribu
io-nes.6. Sea X una v.a 
on distribu
ión γ(a, r) y c una 
onstante positiva.Demuestra que la v.a cX sigue una distribu
ión γ(a

c
, r).Apli
a
ión: Si la v.a. 
uantía por re
lama
ión sigue una distribu
ión γ,y estaba expresada en años anteriores en pesetas, ¾
uál es la distribu-
ión de la misma variable si la expresamos en euros?7. La 
uantía por re
lama
ión de 
ada uno de n siniestros independientes,sigue una distribu
ión exponen
ial de parámetro a.37



a) Cal
ula la distribu
ión de la v.a. 
uantía total, de�nida 
omo lasuma de las 
uantías de los n siniestros.b) Cal
ula la distribu
ión de la v.a. 
uantía media, de�nida 
omo lamedia aritméti
a de las n 
uantías. Cal
ula su media y su varian-za.8. Una op
ión de 
ompra (
all) sobre un a
tivo es un 
ontrato por el
ual el poseedor de la op
ión adquiere el dere
ho a 
omprar el a
tivo(subya
ente) en una fe
ha de ven
imiento (T ) y a un pre
io (p) �jadode antemano ( pre
io de ejer
i
io).Considera un inversor de una 
all que paga hoy 1,7 euros por el dere
hoa 
omprar en T un a
tivo BV BV a 28 euros. Obviamente si el a
tivovale en T , menos de 28 euros, el inversor no ejer
erá su dere
ho a
ompra y perderá el euro 
on siete; mientras que si el a
tivo en T valemás, el inversor ejer
erá la op
ión de 
ompra y 
omprará el a
tivo.Sobre la distribu
ión del pre
io X del a
tivo BV BV en T , sabemosque
P (X < 28) = 0,3

E(X|X > 28) =

∫ ∞

28
xf(x)dx = 21,6a) De�ne la v.a. B:bene�
io propor
ionado por la op
ión, y determinasus valores en fun
ión del valor del a
tivo en T .b) Cal
ula en bene�
io esperado propor
ionado por la op
ión, E(B).
) Si el pre
io del a
tivo BVBV hoy es de 27.64 euros, ¾
uál ha deser su valor esperado en T , para que el bene�
io esperado por
ada euro sea el mismo, invirtiendo en op
iones que dire
tamenteen el mismo a
tivo subya
ente?
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Capítulo 4Distribu
iones 
ompuestasEn los dos temas anteriores, hemos visto por separado el 
omportamien-to de dos variables aleatorias, a saber, número de siniestros y 
uantía porre
lama
ión. Sin embargo, en la prá
ti
a, éstas son dos variables que apa-re
en simultáneamente, y que tenemos que estudiar de forma 
onjunta. La
uantía por re
lama
ión, 
ondi
ionada a la o
urren
ia de un siniestro, pue-de tener 
ara
terísti
as distintas de la 
uantía por re
lama
ión, 
ondi
ionadaa la o
urren
ia de k siniestros o en general de la 
uantía por re
lama
iónin
ondi
ionada al número de siniestros, por ejemplo.Además ha
iendo extensivo este estudio, veremos que a la hora de mo-delizar el 
omportamiento de una v.a., 
omo una distribu
ión 
on
reta, éstapuede depender de parámetros, que a su vez sean variables aleatorias. Este
aso también se enmar
a dentro del estudio de las distribu
iones de probabi-lidad 
ompuestas.4.1. Convolu
ión de variablesHasta ahora, 
uando queríamos estudiar la distribu
ión de la suma de kv.a., X1+ ...+Xk, independientes, realizábamos un razonamiento basado enla fun
ión 
ara
terísti
a, generatriz de momentos o 
umulativa.En esta se

ión vamos a ver un razonamiento alternativo basado en susfun
iones de 
uantía o densidad, dependiendo de si se trata de v.a. dis
retaso 
ontinuas.Consideremos, sin pérdida de generalidad dos v.a. X e Y , independientesentre sí, dis
retas, que en parti
ular tienen su soporte en el 
onjunto de losenteros no negativos, Z+. Así, sus respe
tivas fun
iones de 
uantía vendrán39



dadas por:
P (X = j) = aj

P (Y = k) = bkpara j, k = 0, 1, 2, .... Enton
es la fun
ión de 
uantía 
onjunta, que nos da laprobabilidad del su
eso (X = j, Y = k), será
P (X = j, Y = k) = P (X = j)P (Y = k) = ajbkdada la independen
ia entre ambas variables. Consideramos ahora la v.a.suma, Z = X + Y , donde para todo r ∈ Z

+, el su
eso
{Z = r} = {X + Y = r} = ∪r

j=0{X = j, Y = r − j}De nuevo por la independen
ia entre X e Y ,
P (Z = r) = P (X + Y = r) =

r
∑

j=0

P (X = j, Y = r − j) = (4.1)
=

r
∑

j=0

ajbr−j = crpara r ∈ Z
+.A la su
esión {cr} =

∑r
j=0 ajbr−j , se le denomina 
onvolu
ión de lassu
esiones {ar}, {br}, y se denota 
omo {cr} = {ar} ∗ {br}. Esta su
esiónnos da la distribu
ión de la v.a. Z, suma de las variables independientes Xe Y a través de la expresión (4.1).Ejemplo 4.1 Sean X e Y v.a. independientes 
on distribu
ión de Poissonde parámetro λ. Es de
ir 
ada una de ellas tiene fun
ión de 
uantía dadapor:

P (X = k) =
e−λλk

k!
, k ∈ Z

+La fun
ión de 
uantía de Z = X + Y es la 
onvolu
ión de ambas y vienedada por:
P (Z = r) = P (X + Y = r) =

r
∑

j=0

P (X = j)P (Y = r − j) =

=
r
∑

j=0

e−λλj

j!

e−λλr−j

(r − j)!
=
e−2λλr

r!

r
∑

j=0

r!

j!(r − j)!
=

=
e−2λλr

r!

r
∑

j=0

(

r
j

)

=
e−2λλr

r!
(1 + 1)r =

e−2λ(2λ)r

r!40



para r = 0, 1, 2, ..., es de
ir Z tiene distribu
ión de Poisson de parámetro 2λ.En el 
aso de v.a. independientes y 
ontinuas, denotemos a sus respe
tivasfun
iones de distribu
ión por F (x) y G(y). De nuevo 
onsideremos la v.a.suma, Z = X +Y . La fun
ión de distribu
ión de Z, se puede 
al
ular 
omo:
H(z) = P (Z ≤ z) = P (X + Y ≤ z)Esta es la probabilidad del re
into {X + Y ≤ z}, en el plano (X,Y ), yse puede obtener integrando sobre él la fun
ión de densidad 
onjunta de lav.a (X,Y ). Por la independen
ia, di
ha fun
ión de densidad es produ
to demarginales, es de
ir:

P (X + Y ≤ z) =

∫ ∫

x+y≤z
f(x)g(y)dxdy =

∫ ∞

−∞

∫ z−x

−∞
f(x)g(y)dydxAsí,

H(z) = P (X + Y ≤ z) =

∫ ∞

−∞

∫ z−x

−∞
f(x)g(y)dxdy =

=

∫ ∞

−∞
f(x)(

∫ z−x

−∞
g(y)dy)dx =

∫ ∞

−∞
f(x)G(z − x)dxo análogamente, inter
ambiando el papel de las variables X e Y ,

H(z) = P (X + Y ≤ z) =

∫ ∞

−∞

∫ z−y

−∞
f(x)g(y)dxdy =

=

∫ ∞

−∞
g(y)(

∫ z−y

−∞
f(x)dx)dy =

∫ ∞

−∞
g(y)F (z − y)dyEs de
ir,

H(z) =

∫ ∞

−∞
f(x)G(z − x)dx =

=

∫ ∞

−∞
g(y)F (z − y)dyAdmitiendo la derivabilidad de las fun
iones de distribu
ión y por lotanto la existen
ia de las fun
iones de densidad, se obtiene la fun
ión de41



densidad de Z,
h(z) = H ′(z) =

∫ ∞

−∞
f(x)

∂

∂z
(G(z − x))dx

=

∫ ∞

−∞
g(y)

∂

∂z
(F (z − y))dyde donde

h(z) =

∫ ∞

−∞
f(x)g(z − x)dx =

∫ ∞

−∞
g(y)f(z − y)dy (4.2)La expresión (4.2) generaliza la presentada para el 
aso de distribu
ionesdis
retas en (4.1).Ejemplo 4.2 Sean X e Y v.a. independientes 
on distribu
ión exponen
ialde parámetro a (también se suele de
ir de media 1
a
). Es de
ir 
ada una deellas tiene fun
ión de densidad dada por:

f(x) = ae−ax, x ∈ R
+La v.a. Z = X+Y tendrá 
omo fun
ión de densidad la 
onvolu
ión de ambas.Por lo tanto:

h(z) =

∫ ∞

−∞
f(x)g(z − x)dx = a2

∫ z

0
e−axe−a(z−x)dx =

= a2e−az

∫ z

0
dx = a2ze−az, z ∈ R

+fun
ión de densidad que 
orresponde a una γ(a, 2), resultado que ya esperá-bamos.Cualquiera de los dos ejemplos de apli
a
ión de las fórmulas de 
onvolu-
ión presentadas ya nos eran familiares, y podíamos llegar a ellos a través del
ál
ulo de las fun
iones 
ara
terísti
as. Sin embargo hay ve
es que la propie-dad de 
onvolu
ión nos permite obtener fun
iones de 
uantía o de densidadde determinados tipos de sumas, que no son fá
iles de abordar mediante eluso de la fun
ión 
ara
terísti
a.4.2. Algunas distribu
iones 
ompuestasConsideremos una v.a. X 
uya fun
ión de probabilidad, ya sea fun
ión de
uantía o de densidad, dependa de un parámetro θ0; es de
ir P (x; θ0). Ahora42



bien, si el parámetro θ es además una v.a. 
on su fun
ión de probabilidaddenotada por P (θ). Realmente 
uando es
ribamos P (x; θ0) nos estaremosre�riendo la la probabilidad de que X el valor x 
ondi
ionada o sabiendoque el valor de θ es �jo y vale θ0, es de
ir P (x|θ = θ0).De�ni
ión 4.1 Se denomina distribu
ión 
ompuesta de X en rela
ión a θ, ala distribu
ión de X in
ondi
ionada al valor de θ, que se obtiene dire
tamentedel teorema de la parti
ión, 
omo
P (X = x) =

∑

θ

P (x|θ)P (θ) (4.3)si X y θ son v.a. dis
retas y 
omo
f(x) =

∫

θ
f(x|θ)f(θ)dθ (4.4)si tanto X 
omo θ son v.a. 
ontinuas.Como veremos en el siguiente ejemplo también son fre
uentes las 
ombi-na
iones de v.a. dis
retas y 
ontinuas.Ejemplo 4.3 Sea X una v.a. 
on distribu
ión de Poisson de parámetro λ,donde di
ho parámetro se 
omporta a su vez 
omo una v.a. γ(a, r).Es de
ir:

P (X = k|λ) = e−λλk

k!y
f(λ) =

ar

Γ(r)
λr−1e−aλ, λ ≥ 0y f(λ) = 0, en otro 
aso; donde Γ(r) =

∫∞
0 xr−1e−xdx.Por lo tanto la distribu
ión de X in
ondi
ionada a λ es:

P (k) =

∫ ∞

0
P (k|λ)f(λ)dλ =

ar

Γ(r)k!

∫ ∞

0
e−λ(a+1)λk+r−1dλ (4.5)Sabiendo que

(a+ 1)k+r

Γ(k + r)

∫ ∞

0
λk+r−1e−(a+1)λdλ = 143



puesto que es la fun
ión de densidad de una v.a. γ(a + 1, k + r). En laexpresión (4.5), si k + r ∈ Z
+, tenemos:

P (x) =
ar

Γ(r)k!

Γ(k + r)

(a+ 1)k+r
=

(

r + k − 1
k

)

(

a

a+ 1

)r ( 1

a+ 1

)kque 
orresponde a una fun
ión de 
uantía de una v.a. binomial negativa deparámetros m = r, p = a
(a+1) .Es de
ir otra forma alternativa de introdu
ir la distribu
ión binomialnegativa es 
omo la distribu
ión 
ompuesta de una v.a. Poisson, donde elparámetro λ sigue una distribu
ión γ.4.2.1. La distribu
ión binomial 
ompuestaSea X una v.a. 
on distribu
ión binomial de parámetros (N, p), es de
ir

X ∈ B(N, p). Su fun
ión de 
uantía viene dada por:
P (X = k;N) =

(

N
k

)

pk(1− p)N−k, k ∈ {0, ..., N}Si el número de repeti
iones o exposi
iones al riesgo, N , es también unav.a., la expresión anterior es en realidad la probabilidad 
ondi
ionada al valordel parámetro N , es de
ir:
P (X = k;N) = P (X = k|N = n)Si queremos obtener la distribu
ión in
ondi
ionada de X, tendremos que
ono
er 
uál es la distribu
ión de la v.a. N . Consideremos el 
aso en el que

N es una v.a. 
on distribu
ión de Poisson de parámetro λ, así
P (N = n) =

e−λλn

n!
, n = 0, 1, 2, ...Enton
es la distribu
ión de X in
ondi
ionada a N , será:

P (X = k) =
∑

n

P (k|N = n)P (N = n) = (k ≤ n)

=
∞
∑

n=k

(

n
k

)

pk(1− p)n−k e
−λλn

n!
=

= e−λλk
∞
∑

n=k

n!

k!(n − k)!

pk(1− p)n−kλn−k

n!
=44



=
e−λ(pλ)k

k!

∞
∑

n=k

(1− p)n−kλn−k

(n− k)!
=

=
e−λ(pλ)k

k!

∞
∑

n=0

(qλ)n

(n)!
=
e−λ(pλ)k

k!
eqλ =

e−pλ(pλ)k

k!
, k = 0, 1, ...fun
ión de 
uantía que 
orresponde a una distribu
ión de Poisson de pará-metro pλ. Es de
ir, la distribu
ión binomial 
ompuesta 
on una Poisson deparámetro λ es una Poisson λ · p.4.2.2. La distribu
ión de Poisson 
ompuestaSea X una v.a de Poisson de parámetro λ. Es de
ir

P (X = k;λ) =
e−λλk

k!donde a su vez el parámetro λ es una v.a., por ejemplo 
ontinua y 
on fun
iónde densidad f(λ).La distribu
ión 
ompuesta de X, vendrá dada por:
P (X = k) =

∫ ∞

0
P (X = k|λ)f(λ)dλ =

∫ ∞

0

e−λλk

k!
f(λ)dλEn el 
aso parti
ular de que λ siga una distribu
ión γ, ya vimos en elejemplo 4.3 que la distribu
ión 
ompuesta de X es una binomial negativa.4.3. La teoría de los valores extremosConsideremos de forma general que la 
uantía por re
lama
ión por si-niestro es una v.a. Y que tiene 
omo fun
ión de distribu
ión F (y). Así, paraun valor 
ualquiera y, F (y) = P (Y ≤ y), nos da la probabilidad de que la
uantía o el 
oste del siniestro sea inferior o igual a y.El número de siniestros por su parte es otra v.a. X.En mu
hos 
asos prá
ti
os nos interesa 
ono
er la probabilidad de que,a lo largo de un tiempo determinado, el 
oste mayor de los 
orrespondientesa los siniestros o
urridos no supere una 
ierta 
antidad y.Es de
ir nos interesa bus
ar la distribu
ión de probabilidad del máximode las 
uantías (o 
oste de la re
lama
ión de mayor 
uantía), in
ondi
ionadaal número de siniestros que han podido o
urrir.Partimos de la hipótesis de que los siniestros o
urren de manera inde-pendiente y la 
uantía de todos ellos, Y , tiene la misma distribu
ión, 
onfun
ión de distribu
ión F (·). 45



Denotaremos por φ(y) a la fun
ión de distribu
ión bus
ada, esto es, lafun
ión de distribu
ión de la 
uantía 
on mayor 
oste (= máxY ).Claramente, de a
uerdo 
on el teorema de la parti
ión,
φ(y) = P (máxY ≤ y) =

∞
∑

j=0

P (máxY ≤ y|X = j) · P (X = j)Además,
P (máxY ≤ y|X = j) = P (máx{Y1, ..., Yj} ≤ y) = P (Y1 ≤ y ∩ ... ∩ Yj ≤

y) = [P (Y ≤ y)]j, de donde
φ(y) = P (X = 0) + P (X = 1)P (Y ≤ y) + P (X = 2)P (Y ≤ y)2 + ... =

=
∞
∑

j=0

P (X = j)P (Y ≤ y)j =
∞
∑

j=0

P (X = j)F (y)jAhora bién, esta suma ha apare
ido ya en probabilidad. Pensemos en unav.a. dis
reta X, para la que queremos 
al
ular su fun
ión generatriz de pro-babilidad (también denominada fun
ión generatriz de momentos fa
toriales),
GX(u), de�nida 
omo, GX(u) = E(uX). Si X es dis
reta:

G(u) =
∞
∑

j=0

P (X = j)ujEs de
ir,
φ(y) = G(F (y))para 
ualesquiera v.a. X y Y y siempre la v.a. X tenga fun
ión generatrizde probabilidad.Ejemplo 4.4 Considera que el número de siniestros X es una v.a de Pois-son de parámetro λ. Obtener la distribu
ión del 
oste de la re
lama
ión demayor 
uantía.En este 
aso:

φ(y) =
∞
∑

j=0

P (X = j)(F (y))j =

=
∞
∑

j=0

e−λλj

j!
F (y)j =

∞
∑

j=0

e−λ(λF (y))j

j!
=

= e−λeλF (y) = e−λ(1−F (y))Siendo F (y) la fun
ión de distribu
ión de la 
uantía en y.46



Nota: Observa que la fun
ión generatriz de probabilidad de una v.a. X ∈
P(λ), es GX(u) = e−λ(1−u), λ > 0.En similares 
ondi
iones a las des
ritas anteriormente, en o
asiones nosinteresará 
ono
er la distribu
ión de la 
uantía total in
ondi
ionada al nú-mero de siniestros. Si denotamos por Z a la v.a. 
uantía total, y por FZ(·)a su fun
ión de distribu
ión, tenemos:

FZ(z) = P (X = 0) + P (X = 1)P (Z1 = S1 ≤ z) +

+ P (X = 2)P (Z2 = S1 + S2 ≤ z) + ... =

=
∞
∑

j=0

P (X = j)P (Zj ≤ z) =
∞
∑

j=0

P (X = j)F ∗j(z)donde Zj = S1+ ...+Sj es la 
uantía total 
ondi
ionada a la o
urren
ia de jsiniestros, es de
ir la suma de las 
uantías de los j-ésimos primeros siniestrosy F ∗j es su fun
ión de distribu
ión.Enton
es, la distribu
ión de la 
uantía total es la distribu
ión 
ompuestade la 
uantía 
on respe
to al número de siniestros.A ve
es, es sen
illo obtener las fun
iones de distribu
ión anteriores, ya partir de ellas, las de densidad. En otras o
asiones, simplemente no esne
esario obtener la forma de su fun
ión de densidad y basta 
on obteneruna rela
ión de sus primeros momentos, media y varianza.4.4. Rela
ión entre momentos 
ondi
ionados y no
ondi
ionadosConsideremos dos v.a. dis
retas X e Y . La fun
ión de 
uantía 
ondi
io-nada de X|Y = y, viene dada por:
P (X = x|Y = y) =

P (X = x, Y = y)

P (Y = y)Si ambas v.a. son 
ontinuas, la 
orrespondiente fun
ión de densidad 
on-di
ionada es:
f(x|Y = y) =

f(x, y)

f(y)Así, siempre que los denominadores sean distintos de 
ero, las ditribu-
iones 
ondi
ionadas están bién de�nidas y podemos obtener sus momentos.Por simpli
idad haremos las 
uentas en el 
aso parti
ular de v.a. dis
retas,47



aunque las rela
iones que obtengamos serán también válidas en el 
aso dev.a. 
ontinuas o mixtas.En el 
aso de v.a. dis
retas, se obtiene la esperanza de la distribu
ión
ondi
ionada de X|Y = y, 
omo
E(X|Y = y) =

∑

x

xP (X = x|Y = y)De modo que su rela
ión 
on la esperanza de la v.a. X in
ondi
ionadaes:
E(X) =

∑

x

xP (X = x) =
∑

x

x
∑

y

P (X = x, Y = y) =

=
∑

x

∑

y

xP (X = x|Y = y)PY (y) =

=
∑

y

∑

x

xP (X = x|Y = y)PY (y) =

=
∑

y

PY (y)
∑

x

xP (X = x|Y = y) =

=
∑

y

PY (y)E(X|Y = y) = EY [E(X|Y )]Así mismo si la varianza de la distribu
ión de X 
ondi
ionada a Y = y,es:
V (X|Y = y) =

∑

x

x2P (X = x|Y = y)− [E(X|Y )]2enton
es la varianza in
ondi
ionada de X se puede expresar en fun
ión delos dos momentos de la distribu
ión 
ondi
ionada 
omo sigue:Proposi
ión 4.1 Sean X e Y dos v.a. 
ualesquiera, tales que existen y son�nitos los valores los momentos 
ondi
ionados, E(X|Y = y) y V (X|Y = y).Enton
es, se veri�
a:
V (X) = EY [V (X|Y )] + VY [E(X|Y )]Demostra
ión:

V (X) =
∑

x

x2P (X = x)− [E(X)]2 =

=
∑

y

PY (y)
∑

x

x2P (X = x|Y = y)− [EY (E(X|Y ))]2 =

= EY (E(X2|Y ))− [EY (E(X|Y ))]248



sumamos y restamos EY ([E(X|Y )]2),
V (X) = EY (E(X2|Y ))− EY ([E(X|Y )]2) + EY ([E(X|Y )]2)− [EY (E(X|Y ))]2 =

= EY [E(X2|Y )− [E(X|Y )]2] + VY (E(X|Y )) =

= EY (V (X|Y )) + VY (E(X|Y ))Las rela
iones anteriores son válidas en 
ualquier 
ontexto de probabili-dad. En parti
ular nos resultarán de gran utilidad para determinar valoresesperados y varianzas de distribu
iones in
ondi
ionadas, sin ne
esidad deobtener de forma explí
ita la forma 
ompleta de la distribu
ión 
ompuesta.Ejemplo 4.5 Considera que el número de siniestros que su
eden en deter-minado tipo de riesgo sigue una distribu
ión de Poisson de parámetro λ, yque la 
uantía por re
lama
ión de 
ada uno de ellos sigue una distribu
iónexponen
ial de parámetro a. Bajo la hipótesis de independen
ia tanto entre
uantías 
omo entre siniestros, vamos a obtener la media y la varianza de lav.a. 
uantía total.En primer lugar si llamamos Zk = Y1 + ... + Yk a la 
uantía total paraun número de siniestros k, donde Yi representa la 
uantía por re
lama
iónen 
ada siniestro, sabemos que la distribu
ión de Zk es γ(a, k). Por lo tanto
E(Zk) =

k
a
y V (Zk) =

k
a2
.Por otro lado si el número de siniestros X, sigue una distribu
ión dePoisson, tenemos que la media in
ondi
ionada de Z, es

E(Z) = EX(E(Z|X = k)) = EX(
k

a
) =

1

a
λy la varianza in
ondi
ionada de Z, será

V (Z) = EX(V (Z|X = k)) + VX(E(Z|X = k)) = EX(
k

a2
) + VX(

k

a
) =

=
1

a2
λ+

1

a2
λ =

2λ

a24.5. Mixtura de distribu
iones normalesVamos a ver en esta se

ión distintos 
asos de distribu
iones 
ompuestasque se obtienen a partir de distribu
iones normales donde los parámetrosvarían.Consideremos una v.aX que sigue una distribu
ión normal de parámetros
(m,σ2), tal que el parámetro σ a su vez toma el valor σ1 
on probabilidad py el valor σ2 
on probabilidad q = 1− p.49



Tenemos por lo tanto que la distribu
ión de X 
ondi
ionada al valor desu varianza es 
ono
ida; su fun
ión de densidad es:
f(x|σ) = 1√

2πσ
e

−(x−m)2

2σ2 , x ∈ RLo que queremos es determinar la distribu
ión 
ompuesta de X; es de
irsu distribu
ión in
ondi
ionada.Su fun
ión de densidad, f(x), se obtiene 
omo:
f(x) = f(x|σ = σ1)P (σ = σ1) + f(x|σ = σ2)P (σ = σ2) =

= p
1√
2πσ1

e
−(x−m)2

2σ2
1 + (1 − p)

1√
2πσ2

e
−(x−m)2

2σ2
2En o
asiones esta fun
ión de densidad no es manejable y lo que nos in-teresa es 
ono
er simplemente sus valores típi
os: media, varianza, asimetríay 
urtosis.La fun
ión generatriz de momentos de X, αX(u), es fá
il de obtener apartir de su rela
ión 
on las distribu
iones 
ondi
ionadas.En parti
ular, la fun
ión generatriz de momentos αX(u), es:

αX(u) = E(euX) =

∫

euxf(x)dx = p

∫

euxf(x|σ = σ1)dx+

+ (1− p)

∫

euxf(x|σ = σ2)dx =

= pe
σ2
1u

2

2
+mu + (1− p)e

σ2
2u

2

2
+muUtilizando del desarrollo en serie de la fun
ión, ex.

ex =
∞
∑

k=0

xk

k!
= 1 + x+

x2

2!
+
x3

3!
+ ...e igualando los 
oe�
ientes de términos de igual grado en el desarrollo enserie de la fun
ión generatriz,

αX(u) = 1 + α1u+ α2
u2

2!
+ α3

u3

3!
+ ... (4.6)podemos obtener los momentos ordinarios αk para la variable X. Con
reta-mente:

αX(u) = pe
σ2
1u

2

2
+mu + (1− p)e

σ2
2u

2

2
+mu =50



= emu[pe
σ2
1u

2

2 + (1− p)e
σ2
2u

2

2 ] =

= emu[p(1 +
σ21u

2

2
+
σ41u

4

222!
+
σ61u

6

233!
+ ...) +

+ (1− p)(1 +
σ22u

2

2
+
σ42u

4

222!
+
σ62u

6

233!
+ ...)] =

= emu[1 +
pσ21 + (1− p)σ22

2
u2 +

pσ41 + (1− p)σ42
222!

u4 +
pσ61 + (1− p)σ62

233!
u6 + ...]Sin embargo, también podemos obtener los valores típi
os, media, va-rianza, asimetría y 
urtosis, dire
tamente de la fun
ión 
umulativa, µX(u).Para ello, es ne
esario obtener el desarrollo en serie de µX(u). Por un lado:

µX(u) = k1u+ k2
u2

2!
+ k3

u3

3!
+ k4

u4

4!
+ ... (4.7)donde

k1 = E(X)

k2 = V (V )

k3 = µ3 = E(X −m)3

k4 = µ4 − 3σ4 = E(X −m)4 − 3σ4Pero por otro lado, tenemos que ver 
uales son 
on
retamente los 
umu-lantes ki en nuestro 
aso.
µX(u) = lnαX(u) = mu+ ln(1 +

pσ21 + (1− p)σ22
2

u2 +
pσ41 + (1− p)σ42

222!
u4 +

+
pσ61 + (1− p)σ62

233!
u6 + ...) = mu+ ln(1 + Y )donde llamamos

Y =
pσ21 + (1− p)σ22

2
u2 +

pσ41 + (1− p)σ42
222!

u4 +
pσ61 + (1− p)σ62

233!
u6 + ...Utilizando ahora el desarrollo en serie de la fun
ión ln(1 + x), que es:

ln(1 + x) =
∞
∑

k=1

(−1)k−1xk

k
= x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ ...
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al
ulando los 
oe�
ientes de los primeros términos de las poten
ias Y , Y 2,...,e identi�
ando todos aquellos que a
ompañan a u, a u2, et
, se obtiene:
µX(u) = mu+ ln(1 + Y ) = mu+

1

2
(pσ21 + (1− p)σ22)u

2 +

+
1

8
(1− p)p(σ21 − σ22)

2u4 + ...Así, los 
umulantes nos propor
ionan los valores típi
os:
k1 = E(X) = Eσ(E(X|σ)) = Eσ(m) = m

k2 = V (x) = Eσ(V (X|σ)) + Vσ(E(X|σ)) =
= Eσ(σ

2) + Vσ(m) = σ1
2p+ σ22(1− p) + 0 = pσ21 + (1− p)σ22

k3 = µ3 = E(X −m)3 = 0

k4 = µ4 − 3σ4 = E(X −m)4 − 3σ4 = 4!
1

8
(1− p)p(σ21 − σ22)

2 = 3p(1 − p)(σ21 − σ22)
24.6. Tarea 4Se enumeran a 
ontinua
ión un 
onjunto de ejer
i
ios de ensayo de las
ompeten
ias 
orrespondientes a este tema; en parti
ular la segunda y ter
erade las formuladas en el programa de la asignatura:Des
ribir y analizar situa
iones sen
illas de riesgo en problemasrela
ionados 
on el mundo a
tuarial o de las �nanzas y expresar-las formalmente en términos de variables aleatorias y sus distri-bu
iones.Modelizar la in
ertidumbre de las situa
iones sen
illas de azaren el ámbito del nego
io �nan
iero y asegurador, mediante for-mula
iones matemáti
as basadas en la teoría de la probabilidad.Dedu
ir solu
iones en 
uanto a la prima de riesgo, fun
ión deingreso, riesgo de ruina, et
.1. Sean X e Y dos v.a. independientes 
on distribu
ión exponen
ial deparámetros a y b, a 6= b, respe
tivamente.a) Demuestra que la fun
ión de densidad de la suma, Z = X + Y es

f(z) =
ab

(b− a)
(e−az − e−bz), z ≥ 0b) Para a = 3 y b = 4, 
al
ula la probabilidad de que Z > 8.52




) Cal
ula P (Z < 10|Z > 8).2. Considera una 
ompañía de seguros en la que el número de siniestroses una v.a dis
reta, X, 
on distribu
ión binomial negativa de paráme-tros m, p; mientras que las 
uantías por re
lama
ión de los distintossiniestros, son v.a. Y , independientes y 
on distribu
ión γ(a, r).a) Obtener la distribu
ión de la 
uantía total, in
ondi
ionada al nú-mero de siniestros, o lo que es lo mismo la distribu
ión 
ompuestade la 
uantía total.b) Obtener la media y la varianza de la distribu
ión 
ompuesta dela 
uantía total.3. Considera que el número de siniestros es una v.a. 
on distribu
ión bi-nomial negativa, de parámetros m, p, y que la 
uantía por re
lama
iónde 
ada uno de ellos, es una v.a. exponen
ial de parámetro a. Bajo lahipótesis de independen
ia tanto entre 
uantías 
omo entre siniestros,
al
ula la media y la varianza de la 
uantía total por ese tipo de riesgo.4. Cal
ula la media y la varianza de una v.a. X 
on distribu
ión binomialnegativa de parámetros m, p, teniendo en 
uenta que X es la distri-bu
ión 
ompuesta de de una v.a. de Posison donde el parámetro sigueuna distribu
ión γ.5. Considera una 
ompañía de seguros que 
ontrata 200 pólizas dondeel número de siniestros X y la 
uantía por re
lama
ión en 
ada unode ellos, se pueden modelizar 
omo en el Ejemplo 3.5 de las notas de
lase, donde la media de la exponen
ial es 20 euros y el parámetro dela distribu
ión de Poisson es 0.05. Si la prima que se paga por 
adapóliza es de 6 euros, 
al
ula:a) La probabilidad de que en una determinada póliza se produz
auna re
lama
ión y que además la 
uantía por re
lama
ión seasuperior a 6 euros.b) La probabilidad de que la 
uantía más elevada, para una pólizaen 
on
reto, sea menor que 60 euros.
) La probabilidad de que la 
uantía más elevada, sobre el total delas 200 pólizas, sea menor que 60 euros.d) Media y varianza de la 
uantía total por póliza.e) Media y varianza de la 
uantía total por re
lama
iones de las 200pólizas. 53



f ) La probabilidad aproximada de que el bene�
io neto de la 
om-pañía sea superior a 600 euros.g) La probabilidad aproximada de que la 
ompañía pierda dinero enesta opera
ión 
on las 200 pólizas.6. Cierta 
ompañía tiene 100 pólizas 
ontratadas en 100 edi�
ios. 25 deellos poseen 5 viviendas, otros 25 poseen 15 viviendas y el resto posee10 viviendas. Se ha estimado que el número de re
lama
iones anualespor in
endio y edi�
io sigue una ley de Polya 
on parámetro de 
ontagio
δ = 0,2, y que la probabilidad ini
ial de in
endio en una vivienda es
p = 0,01.a) Sabiendo que 
ierto edi�
io tiene 10 viviendas, 
al
ula la proba-bilidad de que se efe
túen en él 2 re
lama
iones por in
endio.b) Idem 
on un edi�
io de 5 viviendas.
) Cal
ula medias y varianzas del número de re
lama
iones, 
ondi-
ionadas al número de viviendas por edi�
io.d) Cal
ula la media y la varianza del número de re
lama
iones poredi�
io, in
ondi
ionada al número de viviendas que posea.e) Cal
ula la probabilidad aproximada de que el total de re
lama-
iones no sea superior a 10.7. Consideremos un a
tivo tal que su pre
io mañana es una v.a 
on dis-tribu
ión normal N(m = 3, σ = 2) 
on probabilidad 0.7 y sigue unadistribu
ión normal N(m = 5, σ = 1) 
on probabilidad 0.3. Obtén ladistribu
ión del pre
io del a
tivo mañana in
ondi
ionada, su media yvarianza.8. Considera un a
tivo 
uyo rendimiento es normal N(m = 3, σ21 = 30)
on probabilidad p y sigue una distribu
ión normal N(m = 3, σ22 =
100) 
on probabilidad 1−p. Obtén media y la varianza in
ondi
ionadadel rendimiento del a
tivo.9. Cierto siniestro tiene una probabilidad de o
urrir de 0,005, en 
adaexposi
ión al riesgo del tomador de la póliza. Se sabe que el número deexposi
iones al riesgo sigue una distribu
ión de Poisson de parámetro
λ = 5.a) Cal
ula la distribu
ión 
ompuesta del número de siniestros.b) Cal
ula la probabilidad de que no haya ningún siniestro si hahabido 20 exposi
iones al riesgo.54




) Cal
ula la probabilidad in
ondi
ionada de que no haya ningúnsiniestro.10. Una 
ompañía aseguradora dispone de dos tipos de asegurados A y B.El 30% son de tipo A y el resto de tipo B. Para los del tipo A, elnúmero de siniestros sigue una distribu
ión de Poisson de parámetro
λA = 0,5, y para los de tipo B de parámetro λB = 0,3.a) Obtén la fun
ión de 
uantía del número de siniestros in
ondi
io-nada al tipo de asegurado.b) Cal
ula las probabilidades 
orrespondientes de 0,1 y 2 siniestros.
) Obtén la media y la varianza de la distribu
ión in
ondi
ionada.d) Si la empresa tiene 1000 pólizas, por lo tanto 300 de tipo A y 700de tipo B, y hay independen
ia entre siniestros, 
al
ula de formaaproximada la probabilidad de que el número total de siniestros noex
eda de 400. ¾En qué te basas para realizar esta aproxima
ión?11. Considera una póliza de una 
omunidad que 
ubre dos tipos de sinies-tros, A y B. El número de re
lama
iones por el siniestros A sigue unadistribu
ión de Poisson de parámetro λ = 0,01, mientras que el númerode re
lama
iones de tipo B sigue una distribu
ión binaria de paráme-tro p = 0,001. Bajo la hipótesis de independen
ia entre ambos tipos desiniestros.a) La 
uantía que se paga por 
ada re
lama
ión del tipo A es de10000 euros, y de 100000 euros por 
ada una de tipo B. Cal
ulael valor esperado de la 
uantía total por póliza.b) Obtén la varianza de la 
uantía total por póliza.
) Si se tienen 100 pólizas iguales, estima el valor de la prima paraque se al
an
e un bene�
io �nal total al menos de 30000 euros
on probabilidad 0.8. (Utiliza el T.C.L.)d) Resuelve de nuevo los tres apartados anteriores, bajo la hipótesisde que la 
uantía por re
lama
ión es una v.a. exponen
ial de me-dia 10000 para las pólizas de tipo A y de media 100000 para lasde tipo B.12. Una empresa aseguradora sabe que la 
uantía por re
lama
ión de deter-minado tipo de póliza tiene una distribu
ión de Pareto de parámetros
k = 10 euros y α = 2,1. La empresa 
ubre las re
lama
iones de has-ta 1000 euros de 
uantía, y 
uantías superiores a di
ha 
antidad son
ubiertas por otra 
ompañía reaseguradora.55



a) Para 
ada re
lama
ión, 
al
ula la probabilidad de que la 
ompañíareaseguradora no tenga que 
ubrir su 
uantía.b) Siendo el número de re
lama
iones una v.a. de Poisson de paráme-tro λ = 10. Cal
ula la probabilidad de que la 
ompañía reasegu-radora no tenga que 
ubrir ninguna re
lama
ión, in
ondi
ionadaal número de las mismas.13. Considera dos tipos de siniestros A y B independientes. La probabili-dad de re
lamar por A es 0.1 y la de re
lamar por B es 0.01, y 
omomu
ho se admite una re
lama
ión por 
ada uno de ellos. La 
uantíapor re
lama
ión, para ambos tipos de siniestro sigue una distribu
iónexponen
ial de media 100 euros. Una 
ompañía oferta una póliza 
om-puesta para 
ubrir ambos siniestros y 
obra una prima por póliza de30 euros. Se pide:a) Distribu
ión del número de re
lama
iones por póliza. Media yvarianza.b) Probabilidad de que una póliza efe
túe una re
lama
ión y que su
uantía sea superior a los 5 euros.
) Media y varianza de la 
uantía in
ondi
ionada al número de re-
lama
iones.d) Si la empresa posse 100 pólizas independientes, utiliza el T.C.L.para obtener la distribu
ión de la 
uantía total por re
lama
iones.e) Probabilidad de que los bene�
ios de la 
ompañía superen los1000 euros.
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Capítulo 5De
isión y riesgoConsidera un juego en el que el 
on
ursante puede ganar 100 euros 
onprobabilidad 1
5 , 0 euros 
on probabilidad 2

5 o perder 40 euros 
on probabilidad
2
5 . La ganan
ia esperada en este juego será:

1

5
(100) +

2

5
(0) +

2

5
(−40) = 4En general, 
ualquier juego de este tipo se puede representar por una v.a.

X 
on una distribu
ión de probabilidad espe
í�
a. Hay que entender que unvalor positivio de la variable representa una ganan
ia monetaria real para lapersona y que un valor negativo de X representa una pérdida (o ganan
ianegativa). La ganan
ia esperada del juego es simplemente el valor de E(X).Aunque dos juegos muy distintos pueden tener la misma ganan
ia espe-rada, una persona que deba elegir entre ambos, tendrá preferen
ia por unode ellos.Por ejemplo un juego alternativo al anterior, podía ser aquel en el queen el que el 
on
ursante puede ganar 400 euros 
on probabilidad 1
2 , o perder

392 euros 
on probabilidad 1
2 . En este 
aso, la gana
ia esperada en estesegundo juego es la misma que en el anterior, 4 euros, aunque existe lamisma probabilidad de que el 
on
ursante gane 400 o de que pierda 392.Veremos que esta segunda situa
ión 
omporta un riesgo mayor.5.1. Fun
iones de utilidadLas fun
iones de utilidad surgen dentro de la teoría de la utilidad durantelas dé
adas de 1930 y 1940 para des
ribir preferen
ias de una persona entrejuegos 
omo los que a
abamos de mostrar.57



De a
uerdo 
on esta teoría una persona preferirá un juego X para el quela esperanza de una 
ierta fun
ión U(X) sea un máximo, antes que un juegopara el que simplemente E(X) sea un máximo. La fun
ión U se denominafun
ión de utilidad y representa el valor que asigna 
ada persona a 
ada
antidad posible x, o lo que es lo mismo, el valor real para la persona deganar la 
antidad x.Si la fun
ión de utilidad para el 
on
ursante anterior es U ,
E[U(X)] =

1

5
U(100) +

2

5
U(0) +

2

5
U(−40)y

E[U(Y )] =
1

2
U(400) +

1

2
U(−392)La persona preferirá el juego para el que la utilidad esperada de ganan
ia,sea mayor. Formalmente, la fun
ión de utilidad de una persona se de�ne 
omouna fun
ión 
on la siguiente propiedad: Cuando la persona debe elegir entredos juegos X e Y , preferirá X a Y , si E[U(X)] > E[U(Y )], y será indiferentea X e Y si E[U(X)] = E[U(Y )]. Cuando la persona esté eligiendo entre másde dos juegos, elegirá aquél, X, para el que el valor E[U(X)] sea máximo.En un 
ontexto general, las fun
iones de utilidad se suelen 
lasi�
ar 
omolineales, 
ón
avas y 
onvexas.En el 
aso de fun
iones de utilidad lineales, por ejemplo, U(x) = ax+ b,donde a, b ∈ R

+, se 
umple que para 
ualquier v.a. X: E[U(X)] = aE(X)+
b. Por tanto para 
ualesquiera juegos X e Y , la desigualdad E[U(X)] >
E[U(Y )], se 
umple si y sólo si se 
umple E(X) > E(Y ).En otras palabras, una persona 
on una fun
ión de utilidad lineal, elegiráun juego donde la ganan
ia esperada sea mayor.Anali
emos el 
aso de una fun
ión de utilidad logarítmi
a, por ejemplo,
U(x) = log(x+400) para x > −400. Una persona que tenga esta fun
ión deutilidad no puede elegir un juego en el que exista alguna posibilidad de quesu ganan
ia sea −400 o menos. Para los juegos X e Y de�nidos antes:

E[U(X)] =
1

5
log(500) +

2

5
log(400) +

2

5
log(360) =

=
1

5
2,698 +

2

5
2,6020 +

2

5
2,556 = 2,6028y

E[U(Y )] =
1

2
log(800) +

1

2
log(8) =

1

2
2,9030 +

1

2
0,9030 = 1,90358



Además la utilidad de no a
eptar ningún juego es U(0) = log(400) =
2,6020. Puesto que E[U(X)] > E[U(0)] > E[U(Y )], la persona elegiría eljuego X. Si di
ho juego no estuviera disponible, preferiría no jugar, antes dea
eptar el juego Y .Si la fun
ión de utilidad es 
uadráti
a, por ejemplo, U(x) = x2, para
x ≥ 0. Tendríamos que para los juegos de�nidos antes:

E[U(X)] =
1

5
(100)2 +

2

5
(0)2 +

2

5
(−40)2 =

=
1

5
10000 +

2

5
0 +

2

5
1600 = 2640y

E[U(Y )] =
1

2
(400)2 +

1

2
(−392)2 =

1

2
160000 +

1

2
153664 = 236832Por lo tanto la persona elegiría el segundo juego, Y , antes que el primero X,y antes que no jugar, pues E[U(0)] = 0.En el 
ontexto a
tuarial, y en general en el e
onómi
o, 
onsideraremosque las fun
iones de utilidad son 
ón
avas, (
omo −x2, logx, et
) o lo quees los mismo, que existe aversión al riesgo. Cuando la fun
ión de utilidad deuna persona es lineal se di
e que es indiferente al riesgo, mientras que si es
onvexa, se di
e que es a�
ionada al riesgo.5.2. Fun
ión de riesgoEl riesgo es 
onsiderado una media de desutilidad, puesto que la 
ompañíapreferirá situa
iones menos arriesgadas a situa
iones más arriesgadas.Así 
ono
er la fun
ión de riesgo, nos permitirá 
ono
er el orden de pre-feren
ias de la 
ompañía.Una forma de de�nir el riesgo, es la basada en 
onsiderarlo 
omo la disper-sión de la variable que nos de�ne el juego. La de�ni
ión que 
onsideraremosaquí, será la desvia
ión típi
a, raíz 
uadrada de la varianza, en nuestro 
asode la 
uantía por re
lama
ión de los siniestros.Así,

r = SD(X) =
√

E(X − E(X))2será el valor que trataremos de minimizar, 
uando el valor esperado del juego,
E(X) sea dado. 59



La de
isión en un 
ontexto de riesgo medido en términos de desvia
iones,será la de elegir aquel juego que 
on el mismo valor esperado tiene menordesvia
ión típi
a 
omo medida de la dispersión del riesgo.En el 
ontexto que 
arteras de seguros, fondos de inversión, et
, donde setrata 
on eventos que tienen probabilidades pequeñas de o
urrir, pero dondela 
uantía toma en general valores altos (pérdidas elevadas), veremos quela medida del riesgo de�nida anteriormente, 
ondu
e a valores de éste muyelevados.En el 
aso de los dos juegos planteados al prin
ipio del tema, para des-
ribir el primero, podemos utilizar la v.a. X, tal que
P (X = 100) =

1

5
, P (X = 0) =

2

5
, P (X = −40) =

2

5donde, la gana
ia esperada es E(X) = 4 euros 
on un riesgo de r1 =
SD(X) = 51,22 euros.En el 
aso del segundo juego, si empleamos una v.a. Y para des
ribirlo,tenemos:

P (Y = 400) =
1

2
, P (Y = −392) =

1

2donde, la gana
ia esperada es la misma, E(Y ) = 4 euros 
on un riesgo mu
homayor, r2 = SD(Y ) = 396 euros.Estas dos situa
iones ilustran el he
ho de que, a igual bene�
io esperado,en una situa
ión de mayor riesgo hay una probabilidad más alta de obteneruna mayor pérdida.Dado el 
ará
ter introdu
torio de esta se

ión, no nos plantearemos demomento el diseño de 
arteras de seguros o fondos de inversión óptimos, sinoque veremos, dada una deteminada 
artera, de qué forma puede 
ubrirse la
ompañía 
ontra estos riesgos elevados.Di
ho de otro modo, en el 
aso de 
arteras de seguros, 
al
ularemos lasprimas que debe 
obrar la 
ompañía para 
ubrirse en esta situa
ión de riesgo.5.3. Utilidad 
on nivel de riesgo ǫConsideremos una fun
ión de utilidad de�nida sobre el espa
io de posiblesresultados Ω, es de
ir Ω = {S}, tal que la v.a. X des
ribe la utilidad de S,
X = U(S). Así podemos hablar de P (X = U(S) ≤ a) para un 
ierto valor
a ∈ R. 60



De�ni
ión 5.1 Para un valor ǫ pre�jado, se denomina utilidad 
on nivel deriesgo ǫ, al valor a tal que
P (X = U(S) ≤ a) ≥ ǫy tal que

P (X = U(S) ≥ a) ≤ 1− ǫEl valor a es tal que la fun
ión de distribu
ión de la utilidad, H = FX ,en él, es al menos ǫ. Es de
ir a = H(S, ǫ).El siguiente resultado, 
ono
ido 
omo indiferen
ia 
on respe
to al azar,nos indi
a que da lo mismo trabajar 
on S que 
on X = U(S).Proposi
ión 5.1 Se veri�
a la siguiente igualdad:
H(U(S)) = U(H(S))Demostra
ión:Llamemos a1 = H(U(S), ǫ) i.e. si X = U(S),
P (U(X) ≤ a1) ≥ ǫ,Si la fun
ión de utilidad, U es estri
tamente monótona,

P (U(X) ≤ a1) = P (X ≤ U−1(a1)) ≥ ǫ,donde a = U−1(a1) es la utilidad 
on nivel de riesgo ǫ, i.e. a = H(S, ǫ) luego,
a1 = H(U(S), ǫ) = U(a) = U(H(S, ǫ))A 
ontinua
ión estudiaremos un 
aso parti
ular 
on gran interés en losestudios a
tuariales, la situa
ión de ruina.5.4. Probabilidad de ruinaConsideremos una 
ompañía que se pone en mar
ha 
on una reservae
onómi
a ini
ial que denomiraremos W . Si X es la v.a. que representa la
apa
idad e
onómi
a de la empresa en un determinado momento, la probabi-lidad de ruina, es la probabilidad de que la 
ompañía deba 
esar su a
tividadpor no disponer de reserva alguna. Matemáti
amente,

P (X < −W ) = P (X +W < 0)61



Cada momento o periodo de estudio se denomina unidad de riesgo, y si
X < −W , de
imos que se ha produ
ido la ruina en di
ha unidad de riesgo.Consideremos 
ono
ida la distribu
ión de X, en parti
ular su fun
ión dedistribu
ión, FX , así la probabilidad de ruina, π, es

π = FX(−W ) = P (X < −W ) = P (X +W < 0)Dada la de�ni
ión de X, es habitual su 
ara
ter 
ontinuo. Mirando laexpresión anterior, se puede interpretar que la reserva e
onómi
a ini
ial 
onsigno menos, es la utilidad 
on nivel de riesgo π. También se puede de
ir quedi
ha reserva es la desutilidad a ese nivel de riesgo.Como nuestro interés se 
entrará en 
ono
er la probabilidad de ruina,para ello, tendremos las siguientes op
iones:1. Cono
er la fun
ión de distribu
ión de la 
apa
idad e
onómi
a, FX y
al
ular π = FX(−W ).2. Si no 
ono
emos FX de forma exa
ta o su expresión resulta muy 
om-pli
ada de manipular, y estamos en situa
ión de emplear el T.C.L.;aproximar la distribu
ión de X a N(m,σ), π ≈ φ(−W−m
σ

).3. Si no 
ono
emos FX ni estamos en situa
ión de emplear el T.C.L.;utilizaremos la 
ota que nos propor
iona el siguiente resultado.Proposi
ión 5.2 Sea R(X) una fun
ión monótona de
re
iente, tal que E(eR(X)) ≤
1. La probabilidad de ruina es siempre menor o igual que e−R(−W ). Es de
ir,

π ≤ e−R(−W )Demostra
ión:
1 ≥ E(eR(X)) =

∫ ∞

−∞
eR(x)dFX(x) ≥

∫ −W

−∞
eR(x)dFX (x) ≥

≥ eR(−W )
∫ −W

−∞
dFX(x) = eR(−W )P (X < −W ) = eR(−W )πDespejando, de la desigualdad, se obtiene el resultado
π ≤ e−R(−W )Veremos ahora la utilidad de la 
ota propor
ionada por este resultado.Si identi�
amos la fun
ión R(x), podremos a
otar la probabilidad de ruinade forma sen
illa. 62



Re
ordemos la expresión de la fun
ión generatriz de momentos de unav.a. 
ontinua X, esto es,
αX(u) = E(euX) =

∫ ∞

−∞
euxf(x)dxPara analizar el 
re
imiento o de
re
imiento de esta fun
ión, analizamosla forma de la integral

αX(u) =

∫ 0

−∞
euxf(x)dx+

∫ ∞

0
euxf(x)dxSabemos que αX(0) = 1 y α′

X(0) = m > 0, luego es 
re
iente en 0. Así, silas probabilidades P (X < 0) y P (X > 0) son no nulas a la vez, αX(u) → ∞,
uando u → ∞ o 
uando u → −∞, ya que el valor de la exponen
ial 
re
een ambos 
asos 
on u.Por otra parte,
α′′
X(u) = E(X2euX) =

∫ ∞

−∞
euxx2f(x)dx > 0, ∀uEsto quiere de
ir que αX(u) tiene una representa
ión parabóli
a 
on unúni
o vérti
e (mínimo), en algún valor de u < 0, si el valor de la media espositivo. En este 
aso, α′

X(0) = m > 0, y la fun
ión está 
re
iendo en 0, 
onlo que el vérti
e es anterior, y por lo tanto negativo.Como además sabemos que α(0) = 1, ha de existir un valor u∗ < 0 talque α(u∗) = 1.Tomemos ahora 
omo fun
ión R(x) = u∗x = −|u∗|x. Se trata de unafun
ión que es 
laramente de
re
iente de x, y además E(eR(x)) = E(eux
∗

) =
α(u∗) = 1.Utilizando esta fun
ión para la v.a. X, el resultado anterior, nos lleva aque

π ≤ e−R(−W ) = e−|u∗|Wexpresión que es 
ierta para una v.a. X tal que P (X < 0) y P (X > 0) sonno nulas, o lo que es lo mismo en 
ada unidad de riesgo hay probabilidad debene�
ios positivos o negativos.De�ni
ión 5.2 Se denomina nivel de la probabilidad de ruina al valor α,
al
ulado 
omo
π ≤ α = e−|u∗|W63



Lo interesante en las apli
a
iones de la de�ni
ión anterior, no es 
al
ularel nivel de probabilidad de ruina dado el valor de u∗, sino al revés. Lo habituales, �jar el nivel de probabilidad de ruina de una 
ompañía, α, su reservaini
ial W , y 
al
ular el valor de u∗, donde
|u∗| = − lnα

W
, u∗ < 0Este resultado nos propor
iona el valor de u∗. Valor que no tiene sentidopor sí mismo. Lo que sí es interesante es 
ono
er 
ual es el valor de ingresoque tiene que generar una 
ompañía para poder mantener pequeño su nivelde probabilidad de ruina. Es de
ir todavía tenemos que 
al
ular este ingresoa partir del valor u∗.Sin embargo, antes de obtener la fun
ión de ingreso, veamos las siguientesobserva
iones:El nivel de probabilidad de ruina, α, es bastante 
onservador, en elsentido de que π << α. Como veremos en ejemplos en los que se puede
al
ular explí
itamente π, este valor siempre es mu
ho menor que α.Por eso, la fun
ión de ingreso siempre nos propor
ionará valores de losingresos que mantienen a
otada la probabilidad de ruina en el niveldeseado.5.5. Fun
ión de ingresoSean X y Z dos v.a. que representan respe
tivamente el montante desiniestralidad, es de
ir, la 
uantía total por re
lama
iones, y el bene�
io enla unidad de riesgo.Si denotamos por I al ingreso, obtenemos, Z = I−X, donde I representauna 
antidad �ja, a provenir por la reserva ini
ial más las primas por pólizas.De�ni
ión 5.3 Llamamos re
argo de seguridad al valor esperado del bene-�
io, mz = E(Z), 
al
ulado 
omo

mz = E(Z) = I −mXDespejando el valor del ingreso, I, y sustituyendo en Z, el bene�
io sepuede expresar 
omo una transforma
ión lineal del montante de siniestrali-dad:
Z = mZ +mX −X64



Si denotamos por αX(u) y αZ(u) a sus respe
tivas fun
iones generatri
esde momentos, la rela
ión entre ambas es:
αZ(u) = e(mZ+mX)uαX(−u)Si denotamos por µX(u) = lnαX(u) a la fun
ión 
umulativa de X, setiene que αX(u) = eµX (u), de donde
αZ(u) = e(mZ+mX)ueµX (−u)Si además W representa la reserva ini
ial de la 
ompañía, tenemos queexiste u∗ < 0, que 
umple, αZ(u

∗) = 1, y por tanto
(mZ +mX)u∗ + µX(−u∗) = 0de donde

µX(|u∗|)
|u∗| = mZ +mXy, por lo tanto

mZ =
µX(|u∗|)

|u∗| −mXDe�ni
ión 5.4 El 
o
iente dado por
µX(u)

ure
ibe el nombre de fun
ión de ingreso.Por lo tanto, el re
argo de seguridad,mZ , resulta ser el valor de la fun
iónde ingreso en el punto u∗ menos la 
uantía media por siniestros, mX .Si sustituimos u∗ por su valor, en términos del nivel de la probabilidad deruina α y de la reserva ini
ial de la 
ompañía, obtenemos el valor del re
argode seguridad, 
omo
mZ =

µX( |lnα|
W

)
|lnα|
W

−mX = I(W )−mXdonde el ingreso se puede expresar también en fun
ión del nivel de probabi-lidad de ruina y de la reserva ini
ial
I(W ) =

µX( |lnα|
W

)
|lnα|
W65



Esta es la expresión del nivel de ingreso ne
esario para garantizar lasuperviven
ia de la empresa a un nivel de probabilidad de ruina α, y 
onuna reserva ini
ial W .Observando la expresión anterior, podemos dedu
ir que a mayor reservaini
ial, el ingreso se puede disminuir y así obtener primas más 
ompetitivas.Por tanto, la fusión de 
ompañías es bene�
iosa, y permite afrontar mejorsitua
iones más arriesgadas.5.5.1. Desarrollo en serie de la fun
ión de ingresoEl numerador de la fun
ión de ingreso es una fun
ión 
umulativa. Deldesarrollo el serie de ésta, visto en, (4.7), donde
k1 = E(X) = mX

k2 = V (X) = σ2X

k3 = µ3 = E(X −m)3

k4 = µ4 − 3σ4 = E(X −m)4 − 3σ4se obtiene:
µX(u)

u
= mX + σ2X

u

2!
+ µ3

u2

3!
+ ...Así el valor del re
argo de seguridad, para un nivel de probabilidad deruina α, y 
on reserva ini
ial W , mZ = I(W ) − mX , admite el siguientedesarrollo en serie:

mZ = σ2X
|lnα|
2!W

+ µ3
|lnα|2
3!W 2

+ ...5.5.2. Fun
ión de ingreso de variables 
ompuestasConsideremos ahora que la v.a. montante por siniestralidad 
orrespondea la 
uantía por re
lama
ión de k siniestros independientes e idénti
amentedistribuidos; es de
ir, Y1+ ...+Yk, donde el número de siniestros es de nuevouna v.a. X 
on fun
ión generatriz de momentos αX(u).La fun
ión generatriz de momentos de la distribu
ión 
ondi
ionada de
Y |X = k, es:

αY |X=k(u) = αY1+...+Yk
(u) = (αYi

(u))k = (αY (u))
kdado que las 
uantías por las k re
lama
iones son independientes y tienen lamisma distribu
ión. 66



Por lo tanto la fun
ión generatriz de momentos de la distribu
ión 
om-puesta de Y en rela
ión a X, es:
αY (u) = E(euY ) = EX(E(euY |X = k)) = EX(αY |X=k(u)) =

= EX [αY (u)
k] = EX(eµY (u)k) = αX(µY (u)) (5.1)
on µY (u), fun
ión 
umulativa 
omún a las 
uantías por re
lama
ión Yi.La expresión (5.1) nos indi
a que la fun
ión generatriz de momentosde la 
uantía total in
ondi
ionada al número de siniestros, 
oin
ide 
on lafun
ión generatriz de momentos de la v.a. número de siniestros, X, evaluadaen µY (u), fun
ión 
umulativa de la v.a. Y 
uantía por re
lama
ión.De ahí, se obtiene en parti
ular la fun
ión de ingreso de la distribu
ión
ompuesta de Y , 
omo

µY (u)

u
=
µX(µY (u))

uEjemplo 5.1 Consideremos una 
ompañía de seguros, donde el número desiniestros sigue una distribu
ión de Poisson de parámetro λ, y la 
uantía porre
lama
ión es una v.a. 
on distribu
ión exponen
ial de parámetro a. Vamosa obtener la fun
ión de ingreso de la 
ompañía para un nivel pre�jado deriesgo α y una reserva ini
ial de W .La v.a. 
uantía total para X re
lama
iones es Y = Y1 + ... + YX . Si las
uantía por re
lama
ión son independientes, la fun
ión 
umulativa de Y|Xes la suma de las fun
iones 
umulativas de las Yi.La fun
ión 
umulativa de la distribu
ión 
ompuesta de la 
uantía total,
Y, es:

µY(u) = µX(µY (u))En primer lugar re
ordamos la fun
ión generatriz de momentos de unav.a. de Poisson
αX(u) = eλ(e

u−1)Luego, su fun
ión 
umulativa es:
µX(u) = λ(eu − 1)Para la distribu
ión exponen
ial de parámetro a:

αY (u) =
a

(a− u)
,∀u < a67



y
µY (u) = ln

(

a

(a− u)

)

,∀u < aPor tanto
µY(u) = µX(µY (u)) = λ(eµY (u) − 1) = λ(

a

(a− u)
− 1) = λ

u

(a− u)Finalmente la fun
ión de ingreso de Y, es:
I(W ) =

λ

a− |lnα|
Wy tiene sentido siempre que W > |lnα|

a
.Por ejemplo si la 
uantía media es de 500 euros, α = 0,05, se obtieneque W > 1497, 86 euros.5.5.3. Fun
ión de integra
iónEn este apartado nos o
uparemos de T unidades de riesgo. En 
ada unade ellas, t, 
onsideraremos que se dispone de una reserva ini
ial Wt, queel nivel de probabilidad de ruina α y que las v.a. Xt 
orrespondientes almontante total de siniestralidad son independientes. Denotaremos ademáspor µt a la fun
ión 
umulativa de la v.a. Xt para la unidad de riesgo t.De�ni
ión 5.5 Llamaremos fun
ión de integra
ión y la denotaremos por

νT (u) a la fun
ión de ingreso 
orrespondiente al 
onjunto de las T unidadesde riesgo integradas en una sola, es de
ir:
νT (u) =

µT (u)

u
=

∑T
t=1 µt(u)

upor la independen
ia de las v.a Xt.Así si denotamos por W a la reserva ini
ial total, y denotamos por Wta las reservas ini
iales en 
ada unidad de riesgo, t. Se obtiene la fun
ión deingreso en términos de la reserva ini
ial total, W , 
omo
IT (W ) =

µT (
|lnα|
W

)
|lnα|
W

=
T
∑

t=1

µt(
|lnα|
W

)
|lnα|
W

≤
T
∑

t=1

It(Wt)68



Es de
ir, el ingreso total ne
esario para garantizar la superviven
ia dela 
ompañía 
on nivel de probabilidad de ruina α 
onsiderando las unidadesde riesgo integradas, es menor que la suma de los ingresos ne
esarios paraobtener la misma garantía, 
onsiderando la unidades de riesgo por separado.Como resumen, podemos de
ir que la fun
ión de ingreso puede ser inter-pretada 
omo una buena representa
ión de la desutilidad de la 
ompañía. Amenor ingreso ne
esario, es de
ir primas más bajas, mayor utilidad. Es de
ir,la fun
ión de ingreso 
on signo menos, propor
iona una fun
ión de utilidadque depende de la estru
tura de siniestralidad y donde la 
ara
terísti
a de
ada 
ompañía viene determinada por su reserva ini
ial.Con esta interpreta
ión obtenemos 
ompañías todas ellas aversas al ries-go, utilidad 
ón
ava, y tanto más aversas 
uanto menos reserva ini
ial tengan,lo que es 
oherente 
on lo estudiado aqui.5.6. VaR: Value at Risk, Valor en RiesgoEl tratamiento del riesgo basado en a
otar la probabilidad de ruina quehemos visto en la se

ión anterior, resulta en o
asiones muy 
onservador,pero ade
uado por otra parte en el 
ál
ulo de primas de pólizas de seguros.En esta se

ión vamos a presentar un tratamiento alternativo, basado en
al
ular la pérdida máxima que se está dispuesto a asumir. Se trata de untema muy relevante tanto para 
ompañías de seguros 
omo para entidades�nan
ieras.Vamos a 
omenzar por mostrar 
ómo evaluar el VaR, en el 
ontexto de
arteras de a
tivos �nan
ieros.En este 
ontexto, 
onsideraremos un a
tivo de pre
io Pt y 
on rendimien-to de�nido por la expresión:
Rt =

Pt − Pt−1

Pt−1Estos rendimientos son v.a. aleatorias 
ontinuas, y es habitual la hipótesisde que siguen una distribu
ión normal, de media m y varianza σ2.En este 
aso se puede 
al
ular la probabilidad de que este rendimientoesté por debajo de una 
antidad determinada.De�ni
ión 5.6 Se de�ne el valor en riesgo, VaR, 
omo la pérdida máximaque se puede dar 
on un nivel de 
on�anza 0 < α < 1.Es de
ir, P (Rt < −V aR) = α. 69



Bajo la hipótesis de normalidad de los rendimientos, se puede obtener lahabitual expresión de VaR, 
omo sigue:
P (Rt < −V aR) = P (

Rt −m

σ
<

−V aR−m

σ
) = αde donde

−V aR−m

σ
= −tαy por lo tanto

V aR = σtα −mSi la distribu
ión de los rendimientos no es normal, la obten
ión de VaRse realiza del mismo modo, pero tomado el 
uantil de la distribu
ión 
orres-pondiente.En el 
aso de querer 
al
ular el VaR de una 
artera 
ompuesta por na
tivos, los 
ál
ulos se 
ompli
an y una forma de simpli�
arlos es mantenerla hipótesis de normalidad en el 
omportamiento de todos los rendimientos.Así, el rendimiento de una 
artera en t, se de�ne 
omo
Rt =

n
∑

i=1

ωitRitdonde ωit representa la propor
ión de 
apital destinada a la 
ompra del a
tivo
i en t, y por lo tanto, ∑n

i=1 ωit = 1, para todo t. Por su parte Rit representael rendimiento del a
tivo i en t.La primera di�
ultad es en
ontrar la distribu
ión del rendimiento de la
artera en t. Para ello, ne
esitamos la distribu
ión 
onjunta de los rendi-mientos de los a
tivos.En 
aso de que las propor
iones no varíen 
on t es relativamente sen
illo,puesto que la podemos tomar a su vez 
omo un a
tivo y es una distribu
iónunivariante. Sin embargo, el 
aso más realista pasa por 
onsiderar que losinversores revisan 
on relativa fre
uen
ia la 
omposi
ión de su 
artera y portanto, di
has propor
iones varían 
on t.Como ya hemos di
ho 
onsideraremos que la distribu
ión 
onjunta es nor-mal. Donde en parti
ular, para 
ada a
tivo la media es mi y la varianza σ2i .Además σij = ρijσiσj , respresenta el término de 
ovarianza, y ρij 
orrela
iónentre el rendimiento del a
tivo i y el de j.Al ser la distribu
ión 
onjunta normal, la distribu
ión marginal de losrendimientos individuales de los a
tivos es N(mit, σ
2
it) y la distribu
ión del70



rendimiento de la 
artera en t es también normal N(mt, σ
2
t ), donde mt =

∑n
i=1 ωitmit y σ2t =

∑

i,j ωitωjtσijDe este modeo el VaR de la 
artera, se obtiene utilizando el 
uantil
orrespondiente de la distribu
ión normal anterior:
V aR = σttα −mt =

=
√

∑

i,j

ωitωjtσijtα −
n
∑

i=1

ωitmitEjemplo 5.2 Consideremos los rendimientos de los a
tivos BBVA, REP-SOL, e IBERIA durante el año 2000. Del estudio des
riptivo de di
hos ren-dimiento se han obtenido los siguientes valores típi
os:
mB = 0,00046, mR = −0,00121, mI = −0,00012,
σB = 0,019779, σR = 0,021331, σI = 0,016025,
ρBI = 0,02814, ρBR = 0,02234, ρRI = 0,01637,Partiendo de la hipótesis de normalidad en las distribu
iones, obtenemoslos valores individuales del VaR, para 
ada uno de los tres a
tivos. Así, 
on

α = 1%, t0,01 = 2,33, obtenemos
V aRB = 0,019779 · 2,33− 0,00046 = 0,04562

V aRR = 0,021331 · 2,33 + 0,00121 = 0,05091

V aRI = 0,016025 · 2,33− 0,00012 = 0,03748Si 
onfe

ionamos una 
artera 
on igual propor
ión de los tres a
tivos,es de
ir, donde su rendimiento es
R =

1

3
RB +

1

3
RR +

1

3
RIEn este 
aso el rendimiento medio de la 
artera es m = −0,00029 y ladesvia
ión σ = 0,012559. A partir de aqui, dada la hipótesis de normalidad,se sigue que el VaR de la 
artera es:

V aR = 0,012559 · 2,33− 0,00029 = 0,02955Vemos que el VaR de la 
artera, o pérdida máxima a un nivel 0,01, esmenor 
uando diversi�
amos el riesgo invirtiendo en a
tivos que tienen po
a
orrela
ión. 71



5.7. Tarea 5Se enumeran a 
ontinua
ión un 
onjunto de ejer
i
ios de ensayo de las
ompeten
ias 
orrespondientes a este tema; en parti
ular la ter
era de lasformuladas en el programa de la asignatura:Modelizar la in
ertidumbre de las situa
iones sen
illas de azaren el ámbito del nego
io �nan
iero y asegurador, mediante for-mula
iones matemáti
as basadas en la teoría de la probabilidad.Dedu
ir solu
iones para el 
ál
ulo de la prima de riesgo, y lafun
ión de ingreso a
otando la probabilidad de ruina. Utilizarun tratamiento alternativo basado en el 
ál
ulo de la pérdidamáxima, para medir el riesgo de una 
artera.1. Considera una empresa aseguradora que se plantea asegurar dos tiposde siniestros. En el primero, el número de siniestros, X1 es una v.a.de Poisson P(λ1), 
on 
uantía por re
lama
ión �ja e igual a C. En elsegundo el número de siniestros, X2 es también una v.a. de Poisson
P(λ2), 
on 
uantía por re
lama
ión 
on distribu
ión exponen
ial deparámetro a = 1

C
. La fun
ión de utilidad de la empresa viene dadapor:
U(m,σ2) = −(Am+Bσ2)donde m es la media de 
uantía total por re
lama
iones, (montantemedio de siniestralidad), σ2 es la varianza y A y B son parámetrospositivos �jos de la empresa.a) ¾Qué tipo de seguro le 
onviene más a la 
ompañía?b) ¾En qué situa
ión estamos si λ1 = λ2?
) Considera ahora que la empresa quiere diseñar una póliza 
om-binada para 
ubrir ambos tipos de siniestro, y sabe además quesi se produ
e re
lama
ión en uno de los dos tipos, se produ
e entodas las pólizas de ese tipo. Si la utilidad sigue siendo la anteriory hay una porpor
ión de pólizas p del primer tipo.1) Cal
ula la media y la varianza de del bene�
io de la 
artera.2) Cal
ula la propor
ión p que le propor
iona utilidad máximaa la empresa.2. Consideremos una 
ompañía en la que el número de siniestros N , esuna v.a. 
on distribu
ión binomial b(n, p), donde n es el número de72



pólizas 
ontratadas y p la probabilidad de re
lama
ión en 
ada una deellas. La 
uantía por re
lama
ión en 
ada una de ellas es una v.a. Y
on distribu
ión exponen
ial de parámetro a. Obtener la fun
ión deingreso de la 
uantía total por re
lama
iones, para un nivel de riesgo
α y una reserva ini
ial W .3. Obtén la fun
ión generatriz de momentos para una v.a. X binomialnegativa de parámetros m y p.4. Obtén la fun
ión generatriz de momentos para una v.a. X γ(a, r).5. Obtén la fun
ión de ingreso de la 
uantía total por re
lama
iones, si elnúmero de siniestros X es una v.a. binomial negativa y la 
uantía porre
lama
ión Y es 
onstante e igual a a.6. Obtén la fun
ión de ingreso de la 
uantía total por re
lama
iones, siel número de siniestros X es una v.a. binomial negativa y la 
uantíapor re
lama
ión Yi, en 
ada siniestro es γ(a, r). Además Yi, son v.a.independientes e i.d. para 
ada siniestro. Compara el resultado 
on elobtenido en el ejer
i
io anterior.7. Considera dos 
ompañías que 
ubren respe
tivamente dos tipos de si-niestros. En la primera el número de re
lama
iones es Poisson (λ1 = 1)y la 
uantía por re
lama
ión es exponen
ial de parámetro a1 = 0,1.En la segunda, el número de re
lama
iones es Poisson (λ2 = 10) y la
uantía por re
lama
ión es exponen
ial de parámetro a2 = 1.a) ¾Cuál de las dos 
ompañías aborda una situa
ión más arriesgada?b) Obtén la fun
ión de ingreso, en ambas 
ompañías para un nivelde riesgo α = 0,05.
) Si la reserva ini
ial para la primera 
ompañía es W1 = 50 y parala segunda es W2 = 70, obtén el valor de las fun
iones de ingresorespe
tivas.d) ¾Qué pasaría si se fusionasen ambas 
ompañías? ¾Cuál sería sufun
ión de ingreso integrada? ¾Y su valor 
onsiderando la reservaini
ial 
omo suma de las dos reservas W1 +W2?8. Una 
ompañía tiene 100 pólizas 
ontratadas. El número de re
lama-
iones por 
ada póliza es una v.a Poisson de media 0,01, y la 
uantíapor re
lama
ión es exponen
ial de media 2 (en miles de euros).73



a) Cal
ula la probabilidad de que una determinada póliza presenteuna re
lama
ión. Cal
ula la probabilidad de que entre las 100pólizas se presenten 20 re
lama
iones.b) Sabiendo que una póliza ha presentado una re
lama
ión, 
al
ulala probabilidad de que la 
uantía de la misma sea superior a 3 mileuros.
) Cal
ula la media y la varianza de la 
uantía total por póliza,in
ondi
ionada al numero de re
lama
iones.d) Si sabemos que en la 
ompañía se han presentado un total de 20re
lama
iones, ¾
uál es la distribu
ión de la 
uantía total?e) Obtén la fun
ión 
umulativa de la 
uantía total in
ondi
ionada alnúmero de re
lama
iones.f ) Obtén la fun
ión de ingreso de la 
ompañía para un nivel de 0.05de probabilidad de ruina.9. En una empresa aseguradora el número de re
lama
iones por pólizasigue una distribu
ión de Poisson de parámetro λ, donde λ puede tomarlos valores, 0.09 (asegurados tipo A), 
on probabilidad 0.5 y 0.005(asegurados de tipo B), 
on la misma probabilidad 0.5. Las primas se
al
ulan 
omo k · E(N), donde k es una 
onstante igual para todaslas pólizas en todos los años y E(N) es la media de la v.a. número dere
lama
iones.Un asegurado es de tipo A y le 
obran una prima de 75 u.m. Despuésdel primer año, durante el que no ha presentado ninguna re
lama
iónse le revisa la prima. Obtener el nuevo valor de la prima, a partir delas siguientes 
uestiones:a) Obtener el valor de k.b) Cal
ula las probabilidades de que el asegurado sea de tipo A o B
ondi
i
onadas a que no ha presentado ninguna re
lama
ión.
) Cal
ula la media del número de re
lama
iones de este asegurado,para el segundo año, 
ondi
ionada a que no ha presentado ningunare
lama
ión.d) Cal
ula la prima para el segundo año.e) Repite los apartados b), c) y d) suponiendo que el asegurado hapresentado una re
lama
ión.74



10. En una entidad ban
aria se quiere 
onfe

ionar una 
artera formadapor dos a
tivos, 
on rendimientos aleatorios R1 y R2, y el a
tivo derendimiento seguro S = 5%. Se sabe que las distribu
iones de losrendimientos R1 y R2 son independientes, siendo R1 ≡ N(15%, σ1 =
10%) y R2 ≡ N(7%, σ2 = 5%). La 
artera se 
onfe

iona de maneraque RA = 0,25R1 + 0,25R2 + 0,5S.a) Analiza el rendimiento medio, varianza y probabilidad de que elrendimiento supere el 10%.b) Rendimiento mínimo al nivel del 5% (V aR0,95).
) ¾Qué rendimiento puede llegar a ofre
er el ban
o si se quiere ase-gurar una probabilidad igual a 0.8 de obtener un rendimiento netopositivo?11. El número de re
lama
iones re
ibidas sigue una distribu
ión binomialnegativa de media 5 y varianza 20, y la 
uantía por re
lama
ión esgamma de media 2 u.m. y varianza 8 u.m.2. Cal
ular:a) La estru
tura de probabilidad para el siniestro más elevado.b) Media y varianza de la 
uantía total por re
lama
iones.
) Estru
tura de probabilidad de la 
uantía total.d) Fun
ión de ingreso de la 
ompañía para un nivel de 0.05 de pro-babilidad de ruina.e) Reserva para que el ingreso ne
esario por póliza no deba ex
ederlas 20 u.m.12. Una 
ompañía asegura dos tipos de siniestros A y B. El número dere
lama
iones por póliza, XA, 
orrespondientes al siniestro de tipo A,sigue una ley de Poisson de parámetro λA = 0,01 y la 
uantía porre
lama
ión, YA sigue una ley de Pareto de forma

f(y) =
3 · 103
y4

, y ≥ 10El número de re
lama
iones por póliza, XB , 
orrespondientes al sinies-tro de tipo B, sigue una ley de Poisson de parámetro λB = 0,01 y la
uantía por re
lama
ión, YB sigue una ley exponen
ial de media 15.a) ¾Cuál de los dos siniestros es más arriesgado? ¾Qué prima debeser más 
ara? Atendiendo a la fun
ión de ingreso, ¾
uál es el valormínimo que se debe 
obrar para 
ada una de las pólizas?75



b) La 
ompañía 
ontrata 100 pólizas, 60 de tipo A y 40 de tipo B.Utilizando el T.C.L., obtén la probabilidad de que la 
uantía totalpor re
lama
iones no supere las 20 unidades.
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Apéndi
e ABinomios negativosProposi
ión A.1 Se veri�
a la siguiente igualdad:
(

m+ k − 1
k

)

=

(

m+ k − 1
m− 1

)

=

(

−m
k

)

(−1)kdonde k ∈ Z
+.Demostra
ión:Basta 
on desarrollar el término de la izquierda:

(

m+ k − 1
k

)

=
(m+ k − 1)(m+ k − 2) · · · (m+ k − k)(m− 1)!

k!(m− 1)!

=
(−1)(−m− k + 1)(−1)(−m − k + 2) · · · (−1)(m − k + k)(m− 1)!

k!(m− 1)!

= (−1)k
(−m− (k − 1))(−m − (k − 2)) · · · (−m− 1)(−m)

k!
=

= (−1)k
(−m)(−m− 1) · · · (−m− (k − 2))(−m− (k − 1))(−m− k)!

k!(−m− k)!
=

= (−1)k
(−m)!

k!(−m− k)!
= (−1)k

(

−m
k

)

•De la Proposi
ión A.1, si la leemos de dere
ha a izquierda, se dedu
ela de�ni
ión de un número 
ombinatorio en el que el número superior esnegativo. Así, para 
ualquier m > 0 y 
ualquier k, si queremos 
al
ular
(

−m
k

)77



lo haremos,
(

−m
k

)

= (−1)k
(m+ k − 1)(m+ k − 2) · · · (m+ k − k)

k!De la demostra
ión, se indu
e la identidad del fa
torial de un enteronegativo. Así, situándonos en las dos últimas lineas de la demostra
ión:
(−m)! = (−m)(−m− 1) · · · (−m− (k − 2))(−m− (k − 1))(−m− k)!Pero observa que este produ
to es in�nito, y no sirve 
omo pro
edimien-to de 
ál
ulo.Si queremos 
al
ular números 
ombinatorios, 
on el número superior fra
-
ional, debemos re
ordar la forma de 
ál
ulo general:

(

m+ k − 1
k

)

=
(m+ k − 1)(m+ k − 2) · · · (m+ k − k)

k!donde además sabemos que
(

m+ k − 1
k

)

=

(

m+ k − 1
m− 1

)

= 1siempre que m + k − 1 < k (esto su
ede por ejemplo 
uando 0 < m < 1 y
k = 0). Re
ordar además que 0! = 1.
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