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Capitulo 1

Introducciéon. Probabilidad en
los modelos estocasticos
actuariales

Se describe a continuacién la Tarea 1, en la que se enumeran un conjunto
de ejercicios de ensayo de las competencias correspondientes a este tema; en
particular a la primera de las formuladas en el programa de la asignatura:

1.1.

Identificar los elementos mateméticos que caracterizan a las dis-
tribuciones de probabilidad tanto discretas como continuas, ha-
bituales en el &mbito de la empresa aseguradora: funcién de pro-
babilidad, funcién de distribucién, momentos, funciones caracte-
risticas, etc, operar correctamente con ellos y conocer sus propie-

dades.

Tarea 1

. Consideremos una moneda trucada, de manera que la probabilidad de

cara P(cara) = 0,3, y por lo tanto P(cruz) = 0,7. Calcula la probabi-
lidad de obtener 3 caras en 5 lanzamientos al aire de dicha moneda.
i Porqué no puedes utilizar la formula de Laplace?

Una compania de seguros de automoviles clasifica a sus asegurados
en cuatro grupos de edad. La siguiente tabla recoge la proporciéon de
asegurados dentro de cada grupo de edad, junto con la probabilidad
de tener un accidente.



Grupo de edad | Proporciéon de asegurados | Prob. de accidente
18-25 0.10 0.07
25-45 0.40 0.04
45-60 0.30 0.02
+60 0.20 0.05

Se elige un asegurado al azar de la compania:

a) Probabilidad de que tenga un accidente.

b) Si sabemos que el asegurado ha tenido un accidente, obtener la
probabilidad de que pertenezca a cada uno de los grupos.

. De acuerdo con un reciente estudio de mercado, el 40 % de los varones
mayores de 30 anos poseen su propio coche y su propia casa, el 60 %
su propia casa y el 70 % su propio coche.

a) Calcula la probabilidad de que un varén mayor de 30 anos posea
al menos casa propia o coche propio.

b) Calcula la probabilidad de que no posea ninguna de las dos cosas.

c¢) Si escogemos dos varones al azar, calcula la probabilidad de que
ninguno de los dos posea casa ni coche propios.

d) Si sabemos que un determinado varén dispone de coche propio,
calcula la probabilidad de que también posea casa propia.

. Una compania de seguros de automéviles tiene clasificados a sus asegu-
rados en dos grupos de edad. En el grupo de los més jovenes, J, estan
el 30 % de los clientes, mientras que el 70 % restante se encuentra en el
grupo S. Los contratos con la compaiia tienen una vigencia anual. La
probabilidad de que un asegurado del grupo J tenga un siniestro es del
75 %, mientras que esa probabilidad para un asegurado en el grupo S
se reduce a un 32 %. La probabilidad de que un cliente de la compania
tenga un primer siniestro es independiente de que tenga un segundo o
un tercer siniestro a lo largo del afio, tanto para el grupo J como para
el grupo S. Si elegimos a un cliente al azar de la compania, calcular:

a) Probabilidad de que tenga exactamente un siniestro.

b) Si el asegurado ha tenido un siniestro, calcular la probabilidad de
que pertenezca al grupo J.

¢) Suponiendo que el asegurado elegido al azar ha dado cuenta de un
siniestro, calcular la probabilidad de que tenga un segundo sinies-
tro antes de finalizar el ano de contrato.jCuidado!, el resultado



de esta cuestion no es evidente, el ser independiente la ocurrencia
de posteriores siniestros dado el primero, en cada grupo J 6 S no
hace que lo sea para un individuo elegido al azar del total.

i, Como es P(Ay/A;)=probabilidad de un segundo accidente da-
do un primero, en relacion a P(A;)= probabilidad de un primer
accidente? Interpreta la relacion de desigualdad entre ambas pro-
babilidades.

5. De un total de 9872 poélizas de seguros de automovil contratadas en una
compainia de seguros, 1083 presentaron reclamaciones durante el ano
2004. Disponemos de la tabla de datos que nos da el niimero de recla-
maciones efectuadas X, asi como la cuantia total de las reclamaciones
Y (en euros).

XY < 1200 > 1200

1 937 28

2 6 mas 103 15
Si escogemos una poéliza al azar entre las 9872, calcula las siguientes
probabilidades:

Que haya efectuado una tnica reclamacion.

Si se sabe que ha reclamado, la probabilidad de que la cuantia de
dicha reclamacion haya sido igual o superior a 1200 euros.

Que haya efectuado méas de una reclamacién con una cuantia total
igual o superior a 1200 euros.

i.Son independientes el nimero de reclamaciones y la cuantia to-
tal?

6. En una Comunidad Auténoma el 60 % de los hogares esta asegurado
contra incendios. Con objeto de estudiar con detalle la situacién de una
determinada provincia, se seleccionan al azar e independientemente 10
hogares. Calcular:

Probabilidad de que alguno de los hogares esté asegurado contra
incendios.

Probabilidad de que al menos dos hogares estén asegurados contra
incendios.

Se define la v.a. X como el nimero de hogares entre los 10, que
estdn asegurados contra incendios. Observa que la v.a. X puede
tomar los valores {0, 1,...,10}. Obten la funcién de cuantia de X.



d) Obtén el nimero esperado de hogares que tienen seguro contra
incendios.

7. Se sabe que el nimero anual de siniestros en automévil correspondien-
tes a las polizas de una determinada compania, X, sigue una distribu-
cién binomial de pardametros p = 0,005 y n = 2000.

a) Obtén la funcion de cuantia de X. Calcula las siguientes proba-
bilidades: P(X =0), P(X =1), P(X =2),P(X =3), P(X =4)
y P(X =5).

b) Calcula la probabilidad de que X € [5,15], ;cuél es la dificultad?

8. Se sabe que el nimero anual de siniestros en automoévil correspondien-
tes a las polizas de una determinada compania, X, sigue una distribu-
cién de Poisson P(A = 10).

a) Obtén la funciéon de cuantia de X. Calcula las siguientes proba-
bilidades: P(X =0), P(X =1), P(X =2),P(X =3), P(X =4)
y P(X =5).

b) Calcula la probabilidad de que X € [5,15].

9. En Irak se encuentran algunas de las terminales petroliferas més gran-
des del mundo. Una compania se dedica a asegurar buques. Su cartera
incluye medio millén de toneladas aseguradas de un nimero elevado de
petroleros que viajan fundamentalmente a esa zona del Golfo Pérsico.
La valoracion de la situacion es la siguiente: En época de conflicto, la
probabilidad de que se produzca un bombardeo es del 50 %. La proba-
bilidad de que un buque sea atacado si se produce un bombardeo es
de %, mientras que si no se produce tal bombardeo, la probabilidad de
que un buque sea atacado es 0.

La probabilidad de hundimiento de un buque si es atacado es de %.
Mientras que la probabilidad de que un buque no padezca dano alguno
si es atacado es de %. Se prescinde por simplicidad, de considerar otras
posibilidades (pérdida parcial del buque, etc. ). En caso de hundimien-
to, la indemnizacién a pagar por parte de la compaiia aseguradora
asciende a $1300 dolares por tonelada asegurada.

a) En estas condiciones y en época de conflicto, calcula:

1) La probabilidad de que un buque sea atacado.
2) La probabilidad de que un buque sea hundido.



3) La probabilidad, si se produce un bombardeo, de que un bu-
que sea atacado.

b) Si la prima de seguro es de $150 por tonelada, calcula el ren-
dimiento (primas cobradas—indemnizaciones pagadas) esperado
de la compania sobre la cartera mencionada de medio millén de
toneladas aseguradas.

¢) Calcula el mismo rendimiento esperado, después de saber que ha-
bra bombardeo.

d) Prescindiendo de todos los gastos inherentes al negocio asegura-
dor, jqué prima deberia fijar la compania (en $ por tonelada)
para esperar beneficios nulos, antes de saber si se produciré el
bombardeo?

10. Se sabe que el coste total (en cientos de euros) de un determinado tipo
de reclamacién es una variable aleatoria con funciéon de distribucién
F(z)=1—-¢e%16" gi 2 >0y 0 en otro caso.

a) Obtén la funciéon de densidad de la v.a. X.

b) Calcula la probabilidad de que el valor de una reclamacion esté
comprendido entre 500 y 1000 euros.

¢) Calcula el valor esperado de una reclamacion de este tipo.

d) Si se realizan 5 reclamaciones de forma independiente. Calcula la
probabilidad de que ninguna de las cinco supere los 1000 euros.
i, Podrias calcular la probabilidad de que la suma de ellas no supere
los 5000 euros? ;Cuél es la dificultad?

11. Se sabe que el coste total (en cientos de euros) de un determinado tipo
de reclamacién es una variable aleatoria, X, con funcién de distribucién
N(m = 6,25,02 = 39,06).

a) Obtén la funciéon de densidad de la v.a. X.

b) Calcula la probabilidad de que el valor de una reclamacion esté
comprendido entre 500 y 1000 euros.

c¢) Calcula el valor esperado de una reclamacion de este tipo.

d) Si se realizan 5 reclamaciones de forma independiente. Calcula la
probabilidad de que ninguna de las cinco supere los 1000 euros.
i Podrias calcular la probabilidad de que la suma de ellas no supere
los 5000 euros?



12.

13.

14.

Se sabe que el coste total (en euros) de un determinado tipo de recla-
macion es una variable aleatoria, X, con distribuciéon U(a,b) de media
6.25 y varianza 39.06.

a) Obtén la funciéon de densidad de la v.a. X.

b) Calcula la probabilidad de que el valor de una reclamacion esté
comprendido entre 500 y 1000 euros.

c¢) Calcula el valor esperado de una reclamacion de este tipo.

d) Si se realizan 5 reclamaciones de forma independiente. Calcula la
probabilidad de que ninguna de las cinco supere los 1000 euros.
i Podrias calcular la probabilidad de que la suma de ellas no supere
los 5000 euros?

Una compania de seguros conoce la distribucién que sigue el coste de un
determinado siniestro (en cientos de euros). Dicho coste se distribuye
segin la funcién de densidad:

k
f(w)=7(1+x)3, x>0

y f(x) =0siz<D0.

a) Hallar el valor de k.

b) Obtener la funcion de distribucion. Calcular la probabilidad de
que el coste de un siniestro sea superior a 100 euros.

c¢) Determinar los cuartiles de la distribucion del coste del siniestro.
Interpretar su obtencion.

d) Calcular el coste medio por siniestro.

A una reunion internacional de Estadistica Actuarial acuden n perso-
nas, de las cuales n; hablan exclusivamente inglés, ns hablan exclu-
sivamente francés y el resto hablan los dos idiomas. Si se eligen dos
congresistas al azar, calcula la probabilidad de que se entiendan.

Ahora que ya lo sabes hacer...Observa y recuerda:

1.

A lo largo de la asignatura, verds que cualquier compania de sequros
ha de tener completa informacion del comportamiento de la siniestrali-
dad entre sus clientes. Esta informacion aparecerd descrita en tablas de
datos para variables similares a las introducidas en el ejercicio 5, X :



nimero de siniestros de sus clientes, e Y|X cuantia por reclamacion
condicionada a la ocurrencia de X siniestros. Logicamente X serd una
v.a. discreta, similar a las descritas en el Capitulo 2 de este texto, mien-
tras que Y| X serd una v.a. continua, cuyo comportamiento posible serd
estudiado en el Capitulo 3. A partir de ambas variables, nuestra labor
serd procesar la informacion y obtener la que denominaremos “cuantia
total por reclamaciones”, que serd una variable aleatoria nueva, cuya
distribucion serd la distribucion “incondicionada” de la variable Y.

Va a ser muy habitual tener que calcular probabilidades para sumas de
v.a. independientes, por ejemplo a la hora de manejar cuantias totales
por reclamacion de varios siniestros. En ocasiones, cualquiera de las
funciones caracteristicas nos identifica la nueva distribucidn como una
conocida y manejable. En otras, esto no es asi, como en el ejercicio de
la cuantia uniforme, y habrd que definir la funcion de distribucion de
la suma de v.a. independientes.



Capitulo 2

Modelos de distribuciones de
probabilidad discretas.
Modelos relacionados con el
nimero de siniestros

En el contexto de la FEstadistica Actuarial entenderemos por siniestro a
cada realizacion de un ezperimento aleatorio, ésto es un fenémeno que provo-
ca un riesgo. El individuo afectado, pretenderé cubrirse de las consecuencias
econémicas de la ocurrencia del siniestro. El método que da esta cobertura,
se conoce habitualmente como seguro. El vendedor del seguro (y deseable-
mente también el tomador), ha de estudiar bien este fenémeno aleatorio, en
términos que poder estimar el precio del contrato, en particular, la prima
que supone este riesgo.

Asi, en el estudio de estos fenémenos aleatorios, seran importantes dos
variables aleatorias, a saber: el nimero de siniestros y la cuantia por recla-
macion. El comportamiento de la primera nos daré idea de la frecuencia con
la que se producen dichos siniestros. La segunda, nos ayuda a valorar en
términos econémicos la ocurrencia de los mismos.

Este primer tema, lo vamos a dedicar a presentar tres de las distribu-
ciones mas habituales a la hora de modelizar el comportamiento de la v.a.
nimero de siniestros. Como veremos se trata de distribuciones discretas, que
dependiendo de la situacién se ajustan mejor o peor al fenémeno estudiado.
También hay que decir, que ninguna de ellas es de nueva creacién, todas son
distribuciones de probabilidad muy conocidas y estudiadas, pero que han
tenido su aplicacién y desarrollo particular por parte de los actuarios, de



forma relativamente reciente.

2.1. Distribucién de Poisson

En esta seccion, partiendo de la definiciéon general de la distribucién de
Poisson, estudiaremos distintos casos particulares, como son las distribucio-
nes de Poisson truncadas, aleatorizadas en algunos de sus valores o traslada-
das.

Definicion 2.1 Decimos que la v.a. X sigue una distribucion de Poisson
de pardmetro X\, X € P()\), cuando su soporte o conjunto de valores es el
conjunto de los enteros positivos, y su funcion de cuantia viene dada por
—A\k
P(X =k) = %,keZ* (2.1)

La distribuciéon de Poisson, puede ser introducida también como caso
particular de la distribucién binomial b(p, n), donde el nimero de repeticiones
independientes del experimento aleatorio n es muy alto, y la probabilidad
de ocurrencia del suceso estudiado p es constante y muy pequena. En este
caso, el nimero de ocurrencias del suceso a lo largo de las n repeticiones
sigue una distribucién de Poisson de parametro A = np.

En distintos textos de probabilidad pueden encontrarse muy variadas
introducciones a esta distribuciéon, también conocida como ley de los sucesos
raros y sin embargo hay algo en lo que todas coinciden, y que debemos
recalcar; es una distribucién que modeliza repeticiones independientes del
experimento, con probabilidad constante de ocurrencia de los dos posibles
resultados; hipotesis que debemos tener en cuenta cuando trabajemos con
esta distribucion.

Como propiedades que debemos recordar, tenemos las siguientes:

e

1. Su funcién de distribucion es, F'(z) = 0,siz < 0,y F(x) = X ,

six > 0.
En particular F(0) = P(X <0) = e~
2. Su funcién caracteristica, es, ¥y (u) = e =)

Su funcion generatriz es, ax (u) = eAe=1)

- W

Su funciéon cumulativa es, px(u) = A(e* — 1).

5. La media y la varianza son iguales, e iguales a A\. E(X) =V(X) = A.



2.1.1. Distribuciones de Poisson truncadas

A veces, extensiones de la distribuciéon de Poisson, nos sirven para mo-
delizar la v.a. nimero de siniestros, donde sabemos que, por ejemplo, los
primeros valores de la variable entre 0 y s, o bien los dltimos a partir de un
valor [, estdn excluidos. Surgen asi las distribuciones de Poisson truncadas,
cuyas funciones de cuantia obtendremos a continuacién:

En todos los casos, partimos de una v.a. X € P(A).

1. Exclusion del valor 0.

Sea Y la v.a. definida como X|X > 0. En este caso, el soporte de Y es
el conjunto {1,2,3, ..., }, y su funcién de cuantia viene dada por:

P(X=kNnX >0) e ANk
PY=k=PX=kX>0)= =
( ) =2 X >0) P(X > 0) K= e )’
donde k£ > 1. No es dificil comprobar la forma de la media y varianza
de Y.
A
EY) = ———
A A2e=A
V(YY) = —
M) = Goen oo
eiA Aet
ay(w) = [ - 1)

2. Truncada por la derecha

Sea Y la v.a. definida como X|X < [. En este caso, el soporte de Y es
el conjunto {0,2,3,...,1 — 1,1}, y su funcién de cuantia viene dada por:

P(X=knX <) Ak
PY =k)=PX =klX <I)= PX <) =~ M
< kS0 5t

donde 0 < k < [.

3. Truncada por la izquierda

Sea Y la v.a. definida como X|X > s. En este caso, el soporte de YV
es el conjunto {s,s+ 1,5+ 2,5+ 3,...}, y su funcién de cuantia viene

dada por:
PX=knX> k
POY k)= P(X —k|X >5) = LX=FOX =8 A =
P(X > s) KIS A

10



donde s < k.

4. Doblemente truncada
Sea Y la v.a. definida como X|s < X < [. En este caso, el soporte de
Y es el conjunto {s,s + 1,5+ 2,....,1 — 1,1}, y su funcion de cuantia
viene dada por:

P(Y=k) = PX=kls<X<l)= =2 =0
)\k
Ky A
donde s < k <.

2.1.2. Distribucién de Poisson generalizada

Se conoce con este nombre a la distribuciéon de una variable, sea Y, que
tiene el mismo soporte que una variable de Poisson, X, pero que anade un
proceso de aleatorizaciéon en las probabilidades de los valores 0 y 1, es decir:

P(Y=0) = P(X=0)+0P(X =1)
P(Y=1) = P(X=1)-0P(X = 1)
P(Y=k) = P(X=k), k>2

donde 6 es un parametro real. Es facil demostrar que en este caso,

E(Y) = E(X)—0P(X =1)=A1-0e?)
E(Y?) = BE(X?)) —0P(X=1)=A+X—0x"
V(YY) = EYYH—(EX)?=X—0xeM1+0xe™ —2))

2.1.3. Distribucion de Poisson desplazada

Se conoce con este nombre a la distribucién de una variable, sea Z, que
se obtiene de trasladar al origen una variable de Poisson truncada por la
izquierda. Sea Y definida como Y = X|X > r, donde X € P()) la v.a. de
Poisson truncada por la izquierda. Asi, la funciéon de cuantia de Y es

)\k

P(Y =k) = ———

11



para k > r. Si trasladamos al origen la variable Y, obtenemos la v.a. de
Poisson desplazada Z =Y — r, que tiene como funcién de cuantia:

)\r—f—k
(r+ k), 4

P(Z=k)=PY =r+k) =
con k > 0.

2.2. Distribucién binomial negativa

Al igual que en el caso de la distribuciéon de Poisson, hay varias formas
de introducir una distribucién binomial negativa. Presentaremos aqui, una
definicion que parte de nuevo de repeticiones sucesivas e independientes de
un experimento aleatorio que da lugar a dos posible resultados, en general,
A: éxito y A¢: fracaso.

Asi, en cada repeticion, tendriamos definida una variable binaria

X,, = 1, si se produce un éxito, con p = P(X,, = 1), y

X, = 0, si se produce un fracaso, con g =1—p = P(X, =0).

De manera que en las sucesivas repeticiones independientes, tendriamos
definida una sucesion de v.a. independientes { X, }nenr-

En el estudio de este experimento nos pueden interesar distintas variables
o indicadores, a saber:

1. Numero de éxitos conseguidos después de n repeticiones del experimen-
to. Esta variable, Y, corresponde a la suma de las n primeras variables
de la sucesion anterior, Y = X7 + ... + X,,. Su distribucién nos es co-
nocida; se trata de una binomial de parametros n, p. Recordar que en
casos particulares, n grande y p muy pequeno, podemos pensar que la
distribuciéon de Y es de Poisson de parametro A = np.

2. Silo que queremos es estudiar la v.a. nimero de fracasos hasta obtener
el primer éxito, veriamos que se trata de una v.a. con distribucién
geométrica de parametro p.

3. Si somos mas ambiciosos, y lo que queremos es estudiar el ntiimero de
fracasos antes de obtener m éxitos, tendremos, en principio que esta
situaciéon generaliza la anterior, y por lo tanto la distribucién geomé-
trica seré el caso particular de ésta cuando m = 1. Asi, la variable
objeto de estudio en este caso, Y, definida como nimero de fracasos
hasta obtener m ézitos sigue una distribucion conocida como binomial
negativa de parametros m y p.

12



Es claro que el soporte de Y,, sera el conjunto de los enteros positivos,
Z7" . Si queremos obtener su funcién de cuantia, tendremos que analizar
el suceso {Y,, = k}, o lo que es lo mismo, ha habido k fracasos hasta
obtener m éxitos. Es claro que

{Ym = k} = {Sm-l—k—l =m— 1aXm+k = 1}

Es decir, hemos realizado m + k repeticiones. Entre las m + k — 1
primeras repeticiones se han producido los m—1 éxitos y los k fracasos.
La dltima repeticién, ha dado lugar a un éxito, y por lo tanto hemos
parado.

Asi, si Sppag—1 = X1+ Xo+ ... + Xppax—1 es la suma de las primeras
m + k — 1 v.a. independientes de la sucesion {X,}, sabemos que su
distribuciéon es binomial de parametros m 4+ k — 1, p. Por otro lado,
esta v.a. es independiente de X,,4+%, por lo que la probabilidad del
suceso anterior, es

P(Vp=k) = P(Smip1=m—1)PXpsp=1)=
_ m+k—1 m—1_k_ _
= m_1 |PTdP=
m+k—1 m _k
_ —m m¢__ \k

Proposicion 2.1 Se verifica la siguiente iqualdad:

(i) - () (e

donde k € Z7.

Demostracion:
Ver Apéndice A

Definicion 2.2 Decimos que la v.a. X sigue una distribucidn binomial ne-
gativa de pardmetros m, p, y lo denotamos por X € bn(m,p), cuando su
soporte o conjunto de valores es el conjunto de los enteros positivos, y su
funcion de cuantia viene dada por

P(X=k) = ( m+:_1 )pmqkz < _gn )pm(—Q)k,kG zt  (22)

13



Para cualquier valor m, si expresamos la condiciéon que debe cumplir la
funcién de cuantia anterior por el hecho de serlo, tenemos que:

1 - ij(X:m:pmi(‘;”)(—q)k:
_ mz<m+k—1)k mz<m+k—1>qk

de donde
i(‘k ) i(m’“‘l)qk:p—m:(l—q)—m (2.3
k=0

expresion ésta que nos serd de utilidad en adelante.
A partir de aqui, podemos obtener las siguientes caracteristicas estadis-
ticas de la distribucién binomial negativa.

1. Su funcién caracteristica es:

wX(u) _ qu ZezukP )
= Ze k< k )p qk:
k=0
moo m+k—1 i
= p Z( ; >( ) =
k=0

2. Su funcioén generatriz es, ax(u) = p™(1 — e%q)™™.
3. Su funcién cumulativa es, px(u) = minp — min(1 — e%q).

4. La media y la varianza son, respectivamente:

mq mq

B(X) = V(X)=—=
p p

En la introduccién que hemos presentado, hemos tratado de modelizar

el nimero de repeticiones necesarias del experimento aleatorio, para que se

dé un suceso determinado. Por ejemplo, podriamos pensar en el nimero de

lanzamientos sucesivos de un dado hasta obtener cinco seises; el niimero

14



de lanzamientos de una moneda hasta obtener diez caras, etc. En nuestro
contexto, querremos modelizar el nimero de exposiciones al riesgo hasta que
se produzcan m siniestros, donde p es la probabilidad de ocurrencia de dicho
siniestro.

Debemos recordar dos aspectos del experimento estudiado hasta ahora:
la probabilidad de ocurrencia del siniestro es constante y las repeticiones
se producen con independencia.

Por ota parte, hay otra observacion que senalar de la distribucién bino-
mial negativa. De la introduccién realizada, se puede inferir el caracter de
entero positivo del parametro m, restriccion que formalmente no es nece-
saria en la definiciéon de la variable. Es maés, serdn habituales, ejemplos y
casos practicos en los que a partir de la tabla de datos y dados los valores
de los estadisticos muestrales, media y varianza, pensemos en ajustar el mo-
delos a una distribucién binomial negativa, donde la estimacién de dichos
parametros nos proporcione en particular, valores de m fraccionales.

En este caso, tendremos que tener cuidado con el céilculo del numero
combinatorio

<m+k—1> (m+k—1D(m+k—2)-- (m+k—Fk)

k - k!

donde ademés sabemos que

()= () -

siempre que m+k—1 < k (esto sucede cuando 0 < m < 1y k = 0). Recordar
ademas que 0! =1ysi0<z <1, z!=1.

Proposicion 2.2 Sea X una v.a. con distribucion binomial negativa de pa-
raimetros m, p; X € bn(m,p). Entonces, se verifica la siguiente férmula
recurrente:

m+k—1 m+k—1
kaP(XZk‘)Z%P(X:k—l):%pkq

Demostracion: Queda como ejercicio.
2.3. Distribucién de Polya-Eggenberger

En las dos secciones anteriores, hemos recalcado la independencia como
caracteristica de las sucesivas repeticiones del experimento aleatorio consi-
derado. Esto conlleva, como sabemos, el hecho de que la probabilidad de
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ocurrencia de cada posible resultado permanece constante a lo largo de
la serie de repeticiones.

Sin embargo, hay feno6menos aleatorios en particular en los que es inadmi-
sible esta hipotesis, dado que existe lo que habitualmente es conocido como
contagio. Para introducir este efecto, y modelizar el comportamiento de la
v.a. X: nimero de siniestros, en esta situaciéon, vamos utilizar el siguiente
experimento con la denominada urna de Polya.

Consideremos una urna, que inicialmente tiene N bolas, de las cuales a
son blancas y b negras, de manera que a + b = N. Cada vez que se extrae
una bola se mira su color y se introduce de nuevo a la urna, junto con ¢ bolas
del mismo color.

Observa, que el caso particular ¢ = 0, replica una extraccién con re-
emplazamiento, en la que se mantiene la hipdtesis de independencia entre
resultados de distintas extracciones; mientras que si ¢ = —1, estariamos ante
el caso de extraccién sin reemplazamiento, y consiguiente pérdida de inde-
pendencia entre resultados de distintas extracciones.

Analicemos en general el caso ¢ # 0.

Denotemos por X a la v.a. definida como nimero de bolas blancas obteni-
das en n extracciones realizadas segin el procedimiento de reemplazamiento
que hemos descrito.

Claramente, si ¢ = 0, la distribucién de la v.a. X es binomial de parame-
tros n, p = #; X € b(n, §).

Trataremos de obtener la funcién de cuantia de X, en el caso ¢ # 0. Para
ello, pensemos en el suceso bl;: se obtiene bola blanca en la i-ésima extracciéon
y en su complementario, ng;: se obtiene bola negra en la i-ésima extraccion.

Mediante el teorema de la intersecciéon, podemos calcular la probabilidad
de obtener bola blanca en las r primeras extracciones. Para ello, necesitamos
calcular previamente las siguientes probabilidades condicionadas:

a
a—+c
Pblafth) = S
a+ 2c
P(bl3|bl1ﬂbl2) = N 1 2
o
P(bly|bly N bly N .. N bl_y) = %

Asi,
Plynblon...Nbl,—1 Nbl,) =
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= P(bly)P(bla|bly)P(bls|bly Nblg) - - P(bl,|bly Nbla N ...Nblp—1) =
a (a+c) (a4 (r—1)c)
N(c+N) (N+(r—1)ec)
Del mismo modo, podemos calcular la probabilidad de obtener s bolas
negras, en las s siguientes extracciones. Para ello, de nuevo nos hacen falta

las siguientes probabilidades condicionadas:

b
P(ngr41|blynblan...Nbl,) =
(ngr41]bly N bl ) N e
b+c
P(’I’Lgr+2|bl1 ﬂbl2 n... ﬂblr ﬂng,url) == m
b+ (s—1)c

P(ngy|bly Nbla N ... N bl N Ngpyq... N ngH_(S_l)) = N 5T

Por tanto, en n extracciones, la probabilidad de obtener las r primeras
bolas blancas y las s siguientes negras, donde r 4+ s = n, es:

P(bly NblaN...Nblp—1 N bl N NGpi1... N NGris) =

P(ngr4s|bly N bl N ... Vbl N ngri1... N NGri(s-1)) =

a (a+c)  (at(r—1)c) b (b+c¢) (bt (s=1))

P(bly) P(bla|bly) - - P(bl,|bly N bly N ... O\ bly—1)P(ngyr1|bly N DIy N ... AB,)...

N (N +¢) (N+(r—=1)c) (N +rc) (N + (r+1)c) (N +(n—1)c)

Sin embargo, en las n extracciones, el niimero de formas en que se pueden
n n e
colocar r bolas blancas y s negras es = ; v la probabilidad de
r S

cada ordenaciéon de esta n-tupla es igual a la de la ordenacién fijada, de r
primeras blancas y s = n — r siguientes negras, que ya hemos calculado.

De esta forma, la funcién de cuantia de la v.a X, que calcula, con este
modelo de extraccion, la probabilidad de obtener r bolas blancas enn = r+s
extracciones, es:

PX=r=|" afate (at(r—Do b (b+e)  (b+(s—1))
r ) N(N+¢) (N+@r—-1c)(N+rc)(N+(r+1)ec) (N+((n-1))
Dividiendo numerador y denominador en la expresion anterior por ¢ # 0,
se obtiene:
P(X =r) = (n)é(%-ﬁ-l).“ @y(r—1)) ¢ C+1) 45—
r)e@FD) EHC-)(E (G ) (S0



Reordenando los términos, se obtiene

<%+r—1><§+s—1>
P& =n = T<N+n1>s

Definicion 2.3 Decimos que la v.a X sigue una distribucion de Polya- Eg-
genberger de pardmetros p, q y 9, cuando el soporte de valores de la variables
es el conjunto de enteros positivos {0, 1,2...,n}, y su funcidn de cuantia viene

dada por
E+k—1 1+s-1
k S
P(X =k)

%—i—n—l
n

donde p representa la probabilidad inicial de siniestro, ¢ = 1 —p, 0 es la
probabilidad de contagio, y s =n — k.

Para llegar a la expresiéon de la funcién de cuantia anterior, hemos re-
nombrado los parametros que aparecian en el experimento de la urna de
Polya. Asi la probabilidad inicial de siniestro es la probabilidad inicial de

C

bola blanca p = &, ¢ = % y 0 = % es la probabilidad de contagio.

Proposicion 2.3 Sea X una v.a. con distribucion de Polya de pardametros,
p, 0. Entonces, se verifica la siguiente féormula recurrente:

E+Ek-1) s+1

P(X=k—-1)

donde, s=n—Fky

()
<g+n_1

Demostracion: Queda como ejercicio.

En cuanto a las caracteristicas estadisticas de esta distribucién, tenemos:
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1. La media es:

E(X)=np
2. La varianza es:
1+nd
X) =
V(X) = npq T

Es decir el efecto contagio, modelizado en esta distribucion produce una
media independiente de dicho efecto, e igual a la media en una distribucion
binomial, en la que el contagio es nulo. Sin embargo la varianza aumenta a
medida que aumenta la probabilidad de contagio.

Este tipo de distribuciones se emplea en los estudios estadisticos médi-
cos, sobre posibles contagios de enfermedades. Nosotros la utilizaremos para
modelizar propagacién de siniestros en contratos de seguros de incendios,
por ejemplo.

Ejemplo 2.1 A partir de datos relativos a 1000 edificios, cada uno con 10
viviendas, se ha estimado para la v.a. X: nimero de reclamaciones por in-
cendio/edificio, los siguientes estadisticos muestrales T = 0,3, y s> = 1,164,

(n =10).

1. Estima los pardmetros, bajo la hipdtesis de que la distribucion de X es
Polya. Calcula en este caso, las probabilidades P(X = 0), P(X = 1),
P(X =2)y P(X =3).

2. Estima los pardmetros, bajo la hipdtesis de que la distribucion de X es
binomial. Calcula en este caso, las probabilidades P(X = 0), P(X =
1), P(X =2) y P(X =3).

3. Estima los pardmetros, bajo la hipdtesis de que la distribucion de X es
Poisson. Calcula en este caso, las probabilidades P(X = 0), P(X = 1),
P(X =2) y P(X =3).

4. Estima los pardmetros, bajo la hipdtesis de que la distribucion de X es
binomial negativa. Calcula en este caso, las probabilidades P(X = 0),
P(X=1), P(X=2)y P(X =3).
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2.4. Tarea 2

Se enumeran a continuaciéon un conjunto de ejercicios de ensayo de las
competencias correspondientes a este tema; en particular a la segunda de las
formuladas en el programa de la asignatura:

Describir y analizar situaciones sencillas de riesgo en problemas
relacionados con el mundo actuarial o de las finanzas y expresar-
las formalmente en términos de variables aleatorias y sus distri-
buciones.

1. En una compaiia de seguros, la media mensual de reclamaciones es de
1.5 por cada 100 polizas contratadas. Consideremos la v.a. X: niimero
de reclamaciones mensuales.

a) Bajo la hipotesis de que X sigue una distribucion de Poisson,
calcula la probabilidad de que se dé al menos una reclamacién a
lo largo de un més cualquiera.

b) Calcula la misma probabilidad que en el apartado anterior, bajo
la hipotesis de que X sigue una distribucién binomial con n = 10.
Repite los calculos para n = 100 y n = 1000.

2. Demuestra que la media, varianza y funciéon generatriz de la v.a. Y =
X|X >0, con X € P(\), son las dadas en la Seccion 2.1.1.1.

3. En una compania de seguros se ha estimado que la probabilidad de
reclamaciéon en poélizas anuales contra el riesgo A es de 0.08, mientras
que en las contratadas contra el riesgo B es de 0.05. La compaiia decide
ofertar una poliza combinada para cubrir ambos riesgos. Considera que
la. compania ha contratado 1000 pélizas de este tipo en un ano, que las
reclamaciones por ambos riesgos son independientes y que el titular de
cada poliza efectia una reclamacién de cada tipo de riesgo a la vez,
como mucho.

a) Calcula la probabilidad de reclamacion sobre contratos de esta
poéliza combinada.

b) Si se modeliza la v.a. X: numero de reclamaciones como una v.a.
de Poisson, estima el valor del pardmetro .

c¢) Calcula la probabilidad aproximada de que es ese ano haya habido
mas de 140 reclamaciones.
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. Un cierto siniestro tiene probabilidad de ocurrir p = 0,1. Sea Y, la
variable aleatoria que recoge el niimero de exposiciones al riesgo hasta
que se producen tres siniestros, teniendo en cuenta que terminan las
exposiciones después del tltimo siniestro.

a) Si X es una variable con distribucion binomial negativa de para-
metros p = 0,1 y m = 3. ;Cuél es la relacion que observas entre
XeY?

b) Calcula la probabilidad P(Y = 3)
¢) Calcula el nimero medio de exposiciones al riesgo, E(Y).

d) Calcula la varianza, V(Y).

. Demuestra que si X sigue una distribucién binomial negativa de para-
metros py m,

P(X = k) = p = py1(1 = p)(m + & — 1) /I

. Sea X el nimero de reclamaciones por incendio en un edificio, una v.a.
con distribucion de Polya de parametros p = 0,01, § = 0,1 (recuerda
que es el pardmetro que modeliza la probabilidad de contagio en el
siniestro), y n = 4, lo cual modeliza que el edificio en cuestion tiene 4

viviendas. Calcula los primeros valores de la funcién de cuantia de X:
P(X=0), P(X=1),P(X=2), P(X =3), P(X >4).

. Sea X el niimero de reclamaciones por incendio en un edificio de cuatro
viviendas, una v.a. con binomial negativa de media FX = 0,04, y
varianza V' (X) = 0,0504. Calcula los primeros valores de la funcién de
cuantia de X: P(X =0), P(X =1), P(X =2), P(X =3), P(X > 4).

. Sea X el nimero de reclamaciones por incendio en un edificio, una v.a.
con distribucién de Poisson de pardmetro A = 0,04.

a) Calcula los primeros valores de la funcion de cuantia de X: P(X =
0), P(X = 1), P(X = 2), P(X = 3), P(X > 4).

b) Calcula la media y la varianza de X.

¢) Si X7y Xo son dos v.a. independientes entres si y con distribu-
ciones de Poisson de parametros A\; y Ao, obtén la distribuciéon de
X1 4+ X5 a partir de su funcién caracteristica.

d) Obtén en general la distribucion de la suma Z = X3 + ... + X,
donde X7, ..., X, son v.a. independientes con distribucién de Pois-
son de parametros Aq, ..., A,, respectivamente.
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9. Considera la siguiente tabla de datos sobre el ntimero de siniestros (X:
nimero de reclamaciones por incendio), relativos a 1000 edificios.

Ty

0o 1 2 3 4

ng

97 15 6 3 1

Con la tabla de datos anterior, puedes observar que la media muestral
es T = 0,04 y la varianza muestral es s> = 0,0792. Sabiendo ademés
que cada edificio consta de 4 viviendas:

a)

Estima los parametros correspondientes si planteamos como hi-
potesis que la distribucién de X es de Polya. Calcula los valores
de la funcién de cuantia de X, en este caso, P(X =0), P(X = 1),
P(X =2), P(X =3), P(X >4).

Estima los parametros correspondientes si planteamos como hi-
potesis que la distribucién de X es binomial negativa. Calcula los
valores de la funcion de cuantia de X, en este caso, P(X = 0),
P(X=1), P(X =2), P(X =3), P(X >4).

Estima los parametros correspondientes si planteamos como hi-
potesis que la distribucion de X es de Poisson. Calcula los valores
de la funcién de cuantia de X, en este caso, P(X =0), P(X = 1),
P(X =2), P(X =3), P(X >4).

A la vista de los resultados de las cuestiones anteriores, ;qué dis-
tribucién te parece més adecuada para modelizar el comporta-
miento aleatorio de X7

10. A partir de datos relativos a 1000 edificios, cada uno con 10 viviendas,
se ha estimado para la v.a. X: nimero de reclamaciones por incen-
dio/edificio, los siguientes estadisticos muestrales T = 0,3, y s2 = 1,164.

a)

Estima los pardmetros, bajo la hipétesis de que la distribucién de
X es Polya. Calcula en este caso, las probabilidades P(X = 0),
P(X=1), P(X=2)y P(X =3).

Estima los pardmetros, bajo la hipétesis de que la distribucién de
X es binomial. Calcula en este caso, las probabilidades P(X = 0),
P(X=1), P(X=2)y P(X =3).

Estima los pardmetros, bajo la hipétesis de que la distribuciéon de
X es Poisson. Calcula en este caso, las probabilidades P(X = 0),
P(X=1), P(X=2)y P(X =3).

Estima los pardmetros, bajo la hipotesis de que la distribucién de

X es binomial negativa. Calcula en este caso, las probabilidades
P(X=0),P(X=1),P(X=2)y P(X =3).
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Capitulo 3

Modelos de distribuciones de
probabilidad continuas.
Modelos relacionados con el
coste de cada siniestro

Lo que cuesta cada siniestro, o en adelante, lo que denominaremos cuantia
por reclamacidn, también es una variable aleatoria, en este caso de caracter
continuo, pues modeliza una variable econémica medida en dinero, que como
la variable tiempo, se considera continua.

Estudiaremos en este tema distintas distribuciones continuas, con sus
caracteristicas estadisticas mas relevantes.

3.1. Distribucién log-normal

También conocida como distribucién logaritmico-normal. Es lo que se
conoce en estadistica como una distribuciéon de colas anchas, es decir, su
densidad refleja una caracteristica que tambien corrobora la varianza de esta
distribucioén, hay probabilidad alta de que la variable tome valores alejados de
la media. Nos servird para modelizar siniestros con grandes costes o cuantias
por reclamacion.

La habitual definicién de una v.a. X con distribucién log-normal, es la
de aquella variable, cuyo logaritmo neperiano Y = [nX sigue una distri-
bucién normal A (m,c?). Asi para obtener la funcién de densidad de X,
necesitaremos un argumento basado en la transformaciéon de variables.
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Pensemos primero en el caso de una v.a. T € N(0,1). Sabemos que la
funcién de densidad es:

fl#) = =
= —¢€ 2

v2r
donde t € R.

La v.aa. Y € N(m,o?), esta definida como una transformaciéon lineal
creciente de T', Y = ¢T 4 m. Utilizando, la férmula de transformacién ya
conociada y dada por

Sy () = f(tw)It' (v) (3.1)

donde f; es la funcion de densidad de T', y sabiendo que t(y) = ==,y
t'(y) = 1 > 0, obtenemos la funcién de densidad de Y.

1 —(y=m)*
€ 202

fly) =

2ro

donde y € R.
De nuevo, si Y = [nX, nuestra variable de interés es X = e¥. Por por
tanto utilizando la expresion (3.1), obtenemos la funciéon de densidad de X.

flx) = fry@)- 1y ()| =
1 —(y(m);mﬁ

g e 20 ! X
— /@)

donde y(z) = Inz, e |y (z)| = |2].
Observa, que la nueva variable X = e’ | no puede tomar valores negativos,
y por lo tanto su soporte es el conjunto de los reales positivos, z € R*.

Y

Definicion 3.1 Decimos que la v.a. X tiene distribucion log-normal, si su
soporte es el conjunto RT, y su funcién de densidad viene dada por

1 —(nz—m)?
e 202 x>0

fz) =

2mox

Sus caracteristicas estadisticas més relevantes, se deducen al igual que su
funcién de densidad, de su relacion con la distribucién normal.

1. Para calcular los valores de su funcion de distribucion, F'(x), emplea-
remos la tablas de la N(0,1), mediante la siguiente relacion:

F(o) = P(X <) = P <) = P(Y < Ina) = (")
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2. Su media resulta de realizar la integral

S8} 8} 1 7(lnzfm)2
E(X) :/0 xf(x)dz :/0 T——¢ 202 dx
Inz—m

Sin més que hacer el cambio de variable { = **-"y por tanto r =
et dx = getTdt, la integral anterior se puede expresar como

oo _,2 00 _(42_94
E(X) = . / e ettt = emi/ e~
210 J—c V21 J—c0o
2 )
Completando el exponente a un cuadrado completo (t%t—;aa) =
2
@ - "—22, se obtiene

o2 1 0,2 o2
E(X) = eerT—/ e2 dh=e"T
21 J—c0

donde h =t — o, y dh = dt.

3. Operando de forma similar, en la integral de E(X?), se puede demos-
trar que la varianza de la variable X es,

2

V(X) = e2mo” (e —1)

3.2. Distribucién de Pareto

Al igual que la distribuciéon anterior, es una ley de colas anchas por lo
que la utilizaremos para modelizar cuantias elevadas.

La distribucién de Pareto surge al considerar que la probabilidad de que
una v.a. X tome una valor superior a un x determinado, tiene la siguiente
forma funcional:

P(X > 1) = (g)a

siz>k,y P(X >x) =1, en otro caso. En la expresion anterior, k y o son
dos parametros reales.

A partir de la consideracién anterior, es sencillo obtener la funcién de
distribucién de la variable X,

F(m):P(ng)zl—P(X>x):1—(§)a

sixz >k, y F(z) =0, en otro caso.
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Definicion 3.2 Decimos que la v.a. X tiene distribucion de Pareto de pa-
rametros k, o, si su soporte es el subconjunto de nimeros reales [k,o0) y su
funcion de densidad viene dada por

ka
f(x):%

Normalmente k£ es un parametro prefijado de antemano, a partir de los
datos iniciales de la aplicaciéon. El pardmetro « es un parametro de ajuste,
cuyo valor se estima o determina a posteriori. Como veremos mas adelante,
para algunos valores de este parametro de ajuste, no existen momentos de
esta variable.

En cuanto a las caracteristicas estadisticas,

1. Su media,
ak
(a—1)

se puede calcular como la integral anterior siempre que o > 1.

B(X) =

2. Su varianza,

ak?
(a0 —2)(a — 1)2

V(X) =

siempre que o > 2.

Hemos visto que la existencia de los dos primeros momentos depende del
valor del parametro «. Es por ello, que a menudo conviene estimar su valor
a partir de los datos, para tener una mayor informacién del comportamiento
de la variable.

Como método de estimacion, se puede emplear tanto el de momentos co-
mo el de méxima verosimilitud, aunque los estimadores que nos proporcionan
no coinciden.

1. Estimaciéon por momentos.

Partiendo de una m.a.s. de la distribucion, {x1,...,x,}, igualamos el
momento de orden uno poblacional, E(X), con el correspondiente mo-
mento muestral T.

de donde



2. Estimacion por maxima verosimilitud.

Partiendo de una m.a.s. de la distribucion, {z1, ..., x, }, construimos la
funciéon de verosimilitud:

Tomando logaritmos,

n
InL(Z,a) = n(lno — Ink) + > (o + 1) (Ink — Ina;)
i=1
derivando respecto a « e igualando a 0, despejamos el estimador mé-
ximo verosimil

) 1
MYV Tz — Ink)

donde Inz =+ " In;.
n (]

Considerando las expresiones de los estimadores anteriores obtenidas para
una muestra de tamano uno, se puede intuir su relacion.

3.2.1. Distribuciones de Pareto de segundo y tercer tipo

1. La distribuciéon de Pareto de segundo tipo, no es més que la de primer
tipo, trasladada al origen. Es decir, si Y es una v.a. con distribucién de
Pareto (de primer tipo) y parametros k, «, se define como distribucion
de Pareto de segundo tipo a la distribucién dela v.a. X =Y — k.

La relacién entre las funciones de distribucién, es

k

F(m):P(Xgx):P(Y—kgx):P(YSerk):1—(x+k

)O[
siz >0,y F(x) =0, en otro caso.

2. La distribucién de Pareto de tercer tipo, es una generalizacién de las
anteriores, en la que ademds de la traslaciéon se produce un cambio
en la estructura de varianza. Se define como distribucién de Pareto de
tercer tipo a la distribuciéon de la v.a. X, cuya funcién de distribucion
es:

k
x+k

siz >0,y F(z) =0, en otro caso. Esta distribuciéon depende de tres
parametros, a, k y b.

Flz)=P(X <z)=1—( )ae—bz
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3.2.2. Distribucion de Burr

Es otra distribucién transformada de la distribuciéon de Pareto, que se
emplea habitualmente para estudiar las pérdidas en carteras de seguros.

Sea X una v.a. de Pareto de segundo tipo y Z transformacién definida
como Z? = X, con 8 > 0.

La relacion entre ambas funciones de distribucién, teniendo en cuenta

1
que Z = X7, es:

k
2B+ k

=

F(z)=P(Z<z2)=PX7<z)=P(X<:)=1—(

)Cl{
siz>0y F(z) =0, en otro caso.

Proposiciéon 3.1 Sea Z wuna v.a. con distribucion de Burr de pardmetros
k,a, B. El momento ordinario de orden v de la v.a. Z es:

2 T(a —r/B)T(r/B + 1)

B(Z") =k o)

siempre que T < af.

Demostracion: Queda como ejercicio.

3.3. Distribucién Gamma

Aunque la hemos presentado en el resumen del primer tema, la incluimos
de nuevo aqui como modelo para ciertas distribuciones de pérdida o cuantia
de siniestros.

Recordemos la siguiente definicion:

Definicién 3.3 Se dice que la v.a X sigue una distribucion Gamma de pa-
rametros a > 0, r > 0, y se denota por (a,r), si su funcién de densidad
viene dada por

g"lem 2 >0 (3.2)

y f(z) =0, en otro caso; donde I'(r) = [¢° 2" te *dx

Nota: Si r € ZT, se verifica I'(r) = (r — 1)
Ademads como principales caracteristicas estadisticas tenemos:
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1. Su media es:

B(x)=" (3.3)
a
2. Su varianza es:
r

3. Su funcién generatriz de momentos es:

ax(u)=(1-2)7" (3.5)

4. Su funcién caracteristica es:

1
Uxw) = (1= 27 (3.6
5. Su funcién cumulativa es:
px(u) =—r-In(l— E) (3.7)
a

3.3.1. Distribucién exponencial

La distribucién exponencial se puede introducir como el caso particular
de la distribucién v cuando el parametro r = 1, en este caso:

Definicion 3.4 Se dice que la v.a X sigue una distribucion exponencial de
pardmetro a > 0, y se denota por €(a), si su funcion de densidad viene dada
por

fl)=ae ™, x>0 (3.8)
y f(x) =0, en otro caso.

Sus principales caracteristicas, se obtienen también como caso particular
de la distribucion .

1. Su media es:
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2. Su varianza es:

V(X) = — (3.10)

3. Su funcién generatriz de momentos es:

ax(u) = (1— 2! (3.11)

a

4. Su funcién caracteristica es:

Px(u) = (1 - ;)_ (3.12)
5. Su funcién cumulativa es:
px(u) = ~In(1 - =) (3.13)

a

Observar ademas que de la forma de la funcién caracteristica, tanto de la
distribucién v, como en particular de la exponencial, se deduce el siguiente
resultado:

Proposicion 3.2 La suma de v.a. independientes con distribucion v del
mismo pardmetro a, es una v.a. con distribucion v del mismo pardmetro
a y donde su parametro r se obtiene como suma de dichos pardmetros en las
distribuciones v que hemos sumado.

Demostracion: Evidente si calculamos la funcién caracteristica de la
suma de v.a. independientes con distribucién ~.

3.3.2. Distribucion exponencial desplazada

La distribuciéon exponencial se puede generalizar, trasladandola del ori-
gen. Surge asi, la distribucion ezponencial desplazada.

Sea X una v.a. con distribucién exponencial de parametro a. X € £(a).
Consideremos la v.a. transformacion lineal de X, Y = X +k, £ > 0. La
funcion de densidad de Y, de acuerdo con la expresion (3.1), vendra dada
por:

frly) = fx(y—k) = ae WP (3.14)

si y > k; siendo fy(y) =0, en otro caso.
Asi, tenemos la siguiente definicion:
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Definicion 3.5 Se dice que la v.a X sigue una distribucidn exponencial des-
plazada de pardmetros a > 0, k > 0 y se denota por E(a, k), si su funcion de
densidad viene dada por

fla) = ae—a(ac—k)7 r>k>0 (3.15)
y f(x) =0, en otro caso.

Sus principales caracteristicas, son evidentes a partir de su relacién con una
v.a. exponencial. De la propia definicion, se sigue que:

1. Su media es:

1
E(X)= o +k (3.16)
2. Su varianza es la misma que la de la exponencial de parametro a:
V(X)=— (3.17)

3. Su funcién caracteristica es:

Vx(u) = e (1 — =)~ (3.18)

3.4. Distribucién de Weibull

Es otra generalizaciéon de la distribucion exponencial, en la que intervie-
nen dos parametros, el parametro # > 0, que corresponde en la definicion
de la distribucién exponencial a %, v se denomina parametro de escala; y el
parametro a > 0, denominado comtiinmente parametro de forma.

Esta distribucion se usa habitualmente para modelar la compensacién de
las reclamaciones de los trabajadores. Proporciona una adecuada respresen-
tacion de la distribucion de la pérdida.

Se define como sigue:

Definicion 3.6 Se dice que la v.a X sigue una distribucion de Weibull de
pardmetros o > 0, 0 > 0 y se denota por W(«,0), si su funcion de densidad
viene dada por

flz)=—a"te @) >0 (3.19)

) f(w) =0, en otro caso.
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Recordando la definicién de la funcion I'(r) = [5° 2"~ te~®dx, para r > 0,
se deducen sus principales caracteristicas estadisticas:

1. Su media es:

o0 z\a 1
E(X)= g/ 22 te™(5)de = 0T (= 4+ 1) (3.20)
0% Jo «Q
2. Su varianza es:
VX) = 02 +1) - T( +1) (3.21)

3.5. Distribucién Beta

Pensemos en una péliza que cubre dos tipos de siniestros independientes,
y que la cuantia de cada uno de ellos sigue una distribucion y(a,r;), i = 1, 2.
En este casolav.a. Y] = Xl)—(i—ng representa la fraccion de pérdida asociada al
primer siniestro, mientras que Y, = Xl)ffxy
al segundo siniestro.

Veremos que la distribucién de Y; es una distribucién Beta de parametros
r1, T2, mientras que la de Y5 es una distribucién Beta de pardametros ro, 1.

Dada la independecia entre X7 y X5 y la forma de su distribucion ~ del
mismo parametro a, de acuerdo con la Proposicién 3.2, sabemos que X =
X1+ X3 € y(a,r1 +72). Es decir, veremos que una v.a. con distribucién Beta
surge como cociente de dos v.a. con distribuciones v del mismo pardmetro a
no independientes.

Para obtener la funciéon de densidad de la v.a. transformacién Z; =
X1/X. Para ello, definimos una aplicacion Z de R? en R2 que haga co-
rresponder a

respresenta la fraccion asociada

(Xl,X) - — — (Zl,ZQ)

donde Z; = X1/X y Z; = X. Transformaciéon que podemos expresar en
forma matricial como:

- + 0 2 o
Z=| % | |X=4X

con ||A||l =

-
e
)
<



de donde X1 = Z1X1 = leg y X2 = Z2
El jacobiano de esta transforma(non es decir el determinante de la matriz
de derivadas de X con respecto a Z que en valor absoluto,

D(X) Zy 7
== =1y  lI=12
D(2)
es la generalizacion de la expresion |2/(z)|, en la formula (3.1), que ahora nos

proporciona la funcién de densidad conjunta de Z = (Z3, Z3) a partir de la
de (Xl, X),

D(X)
D(Z)

f7(21,22) = fg(@1(z1,22), 2(21, 22))] | =
= [g(z122,22)|22|

La funciéon de densidad que nos interesa es la marginal de la primera
componente Z; = X;/X. Luego,

fi(z1) = /0:0 f(z1,22)dze =
= /jo [y (2122, 22)|22|d2o =
= /000 f(z122, 22)22dz0

Sl z9 = x9 > 0.

Pero para poder calcular la integral, tenemos que determinar previamente
cudl es la funciéon de densidad conjunta de la v.a. bidimensional (X, X),
cuyas componentes son no independientes. Para calcular su funcién de
densidad, es mas sencillo calcular primero su funciéon de distribucién:

F((L‘l,(L') = P(Xlle,XSIL'):P(Xlle,Xl—i-XQS.%'):
= P(Xi <2, X0 <x—m)=Fi(21)Fo(x — 11)

puesto que X; y Xo si son independientes. Por lo tanto,

fy@,z) = fi(z)fa(x —21)

donde f; es la funcion de densidad de Xy € ~v(a,r1) y f2 es la funcion de
densidad de Xz € vy(a,r2).
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Sustituyendo las funciones de densidad por sus expresiones correspon-
dientes, se obtiene:

a™ a™

fylzy,z) = 1“(7“1)35?_1 7ax11“(7“2)(9” — )2 lemalrmm) —
aa™ _ L
= oty @
Y por tanto
a™lar? -1 rael —as
fX(ZIZQ, Z2) = W(ZLZQ) (22 — 2122) e

De donde la funcién de densidad de Z7, resulta ser:
filz1) = / f(z1,22)dz2 =

[o.¢]
= /0 [ (2122, 20)20d20 =

o0 a7"1a7"2 1 1
B /o W(m?)ﬁf (22 — 2122)" "€ P 20dzg =
1 2
aT1+T2 1 1 [e) 1
= TeTay . G / e 22y T dzy =
r1)L(rg 0
artr2 _ 4 I(r1+r
- I“(n)l“(m)Z;1 EUE (a:1+7’22) -
L(ri+7m2) .1 1
= _ 1 — T2
TG (72

si0<z <1,y fi(z1) =0, en otro caso.
Asi, formalmente, tenemos la siguiente definicién:

Definicion 3.7 Se dice que la v.a X sigue una distribucion Beta de pard-
metros 1 > 0, o > 0 y se denota por B(ri,r2), si su funcion de densidad
viene dada por

— L'(ry +r2) R VG T PRl R
f(.%') - F(Tl)F(TQ) (1 )

_ 1 xh*l — ro—1

~ B(ri,r2) -2

si0<xz <1,y f(x) =0, en otro caso.
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De imponer la condicién de que la funcién de densidad integra la unidad, se

deduce que
1
B(ri,m2) = / 21— )2 e =
0

y, [(r) = [5° 2" te "dx, para r > 0.
En cuanto a sus caracteristicas estadisticas:

1. Su media es:

2. Su varianza es:

L(r)L(r2)
F(’I“l + 7“2)

(7“1 + 7“2)2(7“1 +7ro + 1)

3.6. Tarea 3

(3.22)

(3.23)

Se enumeran a continuaciéon un conjunto de ejercicios de ensayo de las
competencias correspondientes a este tema; en particular seguimos con la

segunda de las formuladas en el programa de la asignatura:

Describir y analizar situaciones sencillas de riesgo en problemas
relacionados con el mundo actuarial o de las finanzas y expresar-
las formalmente en términos de variables aleatorias y sus distri-

buciones.

1. En una compania de seguros se ha estimado que la cuantia por re-
clamacion por responsabilidad del profesional médico, es una v.a. con
distribucién de Pareto con pardmetros k, a. Se sabe ademas que la
empresa aseguradora cubre las reclamaciones de cuantia menor que un
cierto valor ¢ > k, y que subcontrata a su vez a una empresa reasegu-
radora para cubrir las reclamaciones con cuantias superiores a c.

a) Obtén la funcion de densidad truncada de X, es decir, la de la

va. Y =X|X >c

b) Demuestra que la v.a. Y, sigue una distribucion de Pareto de

parametros k = ¢, a.
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2. La cuantia por reclamacion, X, (en miles de euros) en la compaiia
aseguradora Gentilicia es una v.a. con distribucion de Pareto de paré-
metros k = 3 (miles de euros) y o = 2,6. La compania decide reasegu-
rarse con en banco Providencial, de manera que dicho banco cubra las
reclamaciones por encima de los 6000 euros.

a) Obtener la funcion de densidad de la v.a. X.
b) Calcular su media y su varianza.

¢) Calcular la probabilidad de que en una reclamacion, la cuantia
supere los 6000 euros.

d) Si sabemos que la cuantia de una reclamacion ha superado los
6000 euros, calcular la probabilidad de que supere los 9000.

e) Obtener la funcion de densidad de las cuantias reclamadas al ban-
co Providencial.

3. Para una v.a. no negativa X con funciéon de distribucion F(z,0), se
define la “prima de riesgo bajo el principio de prima de riesgo ajustada’,
como:

P(6) = /OOO[P(X > 2)]Fdz = /000[1 — F(x,0)]F da
Demostrar que:

a) Si X € exp(f), entonces P(0) = 4.

b) Si X € Pareto(,a), con « conocido, entonces P(f) = (—ﬂ
a> p.

4. Un reaseguro “ezcess loss” es una modalidad de reaseguro por la que
el reasegurador cubre la parte del seguro que excede del pleno fijado
por la cedente para cada siniestro. En esta modalidad, el reasegurador
asume la parte de cada siniestro que supera una determinada cantidad.
Esta cantidad recibe el nombre de cesidn en los seguros vida y dedu-
cible en los seguros no vida. Si denotamos por M al pleno o deducible
fijado para cada siniestro, y X es la v.a. que representa la cuantia por
reclamacion, pueden suceder dos cosas:

a) Que X < M, entonces el responsable es el asegurador y no hay
reaseguro.
b) Que X > M, existe reaseguro que cubre X — M. Por tanto, el

asegurador paga Y = min{X, M}, mientras que el reasegurador
paga Z = max{0,X — M}.
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Si Fy(y) es la funcion de distribucion de la v.a. Y = min{X, M}, se
verifica:

Frl) =1 T3

De donde E(Y") = [5°[min{X, M}|" f(z)dz, y teniendo en cuenta que

, oz, 0<x<M
Y—mln{X,M}—{M’ > M
y dado que E([min{X, M}|") = [M 2" f (z)dz + M™[1 — F(M)], Se ob-
tiene que los pagos medios del asegurador son: E(Y) = fOM xf(z)dx +
M[1 = F(M)],

Si la v.a X sigue una distribucién log-normal (u, o), calcula E(Y™) y
E(Y), para un reaseguro ezcess loss.

. Considera una v.a. continua de la que sabemos que X > k, con k = 2,
su media es E(X) = 3.

a) Bajo la hipotesis de que X sigue una distribucion de Pareto de
primer tipo, calcula el valor del parametro «.

b) Bajo la hipotesis de que X sigue una distribuciéon exponencial
desplazada, calcula su varianza.

¢) Analiza las diferencias en varianza de las posibilidades anteriores.

d) Analiza las diferencias entre las probabilidades de que dicha va-
riables tome valores superiores a 10, bajo ambas condiciones.

e) Representa graficamente, f(2), f(3), f(4) y f(10), en ambas situa-
ciones, para darte una idea de como decrecen ambas distribucio-
nes.

. Sea X una v.a con distribucién 7y(a,r) y ¢ una constante positiva.
Demuestra que la v.a cX sigue una distribucion (%, 7).

Aplicacion: Si la v.a. cuantia por reclamacion sigue una distribucién -,
y estaba expresada en anos anteriores en pesetas, jcudl es la distribu-
cion de la misma variable si la expresamos en euros?

. La cuantia por reclamacién de cada uno de n siniestros independientes,
sigue una distribucién exponencial de parametro a.
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a) Calcula la distribucion de la v.a. cuantia total, definida como la
suma de las cuantias de los n siniestros.

b) Calcula la distribucion de la v.a. cuantia media, definida como la
media aritmética de las n cuantias. Calcula su media y su varian-
7a.

8. Una opcion de compra (call) sobre un activo es un contrato por el
cual el poseedor de la opcién adquiere el derecho a comprar el activo
(subyacente) en una fecha de vencimiento (7') y a un precio (p) fijado
de antemano ( precio de ejercicio).

Considera un inversor de una call que paga hoy 1,7 euros por el derecho
a comprar en 7' un activo BV BV a 28 euros. Obviamente si el activo
vale en T, menos de 28 euros, el inversor no ejercerd su derecho a
compra y perderd el euro con siete; mientras que si el activo en 1" vale
mas, el inversor ejercerd la opcién de compra y compraré el activo.

Sobre la distribucion del precio X del activo BV BV en T, sabemos
que

P(X <28) = 03

E(X|X >28) = /; of (x)de = 21,6

a) Definela v.a. B:beneficio proporcionado por la opcion, y determina
sus valores en funcién del valor del activo en 7.
b) Calcula en beneficio esperado proporcionado por la opcion, E(B).

c¢) Si el precio del activo BVBV hoy es de 27.64 euros, jcual ha de
ser su valor esperado en T, para que el beneficio esperado por
cada euro sea el mismo, invirtiendo en opciones que directamente
en el mismo activo subyacente?
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Capitulo 4

Distribuciones compuestas

En los dos temas anteriores, hemos visto por separado el comportamien-
to de dos variables aleatorias, a saber, nimero de siniestros y cuantia por
reclamacién. Sin embargo, en la practica, éstas son dos variables que apa-
recen simultdneamente, y que tenemos que estudiar de forma conjunta. La
cuantia por reclamacion, condicionada a la ocurrencia de un siniestro, pue-
de tener caracteristicas distintas de la cuantia por reclamacion, condicionada
a la ocurrencia de k siniestros o en general de la cuantia por reclamacion
incondicionada al niimero de siniestros, por ejemplo.

Ademas haciendo extensivo este estudio, veremos que a la hora de mo-
delizar el comportamiento de una v.a., como una distribucién concreta, ésta
puede depender de parametros, que a su vez sean variables aleatorias. Este
caso también se enmarca dentro del estudio de las distribuciones de probabi-
lidad compuestas.

4.1. Convolucion de variables

Hasta ahora, cuando queriamos estudiar la distribuciéon de la suma de &
v.a., X1+ ...+ X}, independientes, realizdbamos un razonamiento basado en
la funcién caracteristica, generatriz de momentos o cumulativa.

En esta seccién vamos a ver un razonamiento alternativo basado en sus
funciones de cuantia o densidad, dependiendo de si se trata de v.a. discretas
o continuas.

Consideremos, sin pérdida de generalidad dos v.a. X e Y, independientes
entre si, discretas, que en particular tienen su soporte en el conjunto de los
enteros no negativos, Z*. Asi, sus respectivas funciones de cuantia vendran
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dadas por:
P(X=j) = q
PY=k) = b

para j,k = 0,1,2,.... Entonces la funcion de cuantia conjunta, que nos da la
probabilidad del suceso (X = j,Y = k), sera

P(X=4Y =k)=P(X =j)P(Y =k) =ajb
dada la independencia entre ambas variables. Consideramos ahora la v.a.
suma, Z = X + Y, donde para todo r € Z™, el suceso
{Z:r}:{X—}—Y:r}:U§:0{X:j,Y:r—j}

De nuevo por la independencia entre X e Y,

P(Z=r)=P(X+Y =r) = ZP =5,Y=r—j) = (41)

= Zajbr_j = Cp
Jj=0

para r € Z*.

A la sucesion {c,} = Z;ZO a;br._;, se le denomina convolucion de las
sucesiones {a,}, {b,}, y se denota como {c.} = {a,} * {b,}. Esta sucesion
nos da la distribucién de la v.a. Z, suma de las variables independientes X
e Y a través de la expresion (4.1).

Ejemplo 4.1 Sean X e Y wv.a. independientes con distribucion de Poisson
de pardmetro \. Es decir cada una de ellas tiene funcion de cuantia dada
por:

-\ k
P(X = k) =

La funcion de cuantia de Z = X +Y es la convolucion de ambas y viene
dada por:

e

keZt

P(Z=1) = P(X—l—Y:r):ZT:P(X:j)P(Y:r—j):

B 27’: B—A)\j B—A)\r—j B —2)\)\7’ i
=0 j' (T _j)' =0 T _.]
72)\)\7" T 72)\)\7’ . 672)\(2)\)7’
- ( ) P
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parar =0,1,2, ..., es decir Z tiene distribucion de Poisson de pardmetro 2.
En el caso de v.a. independientes y continuas, denotemos a sus respectivas

funciones de distribucion por F(z) y G(y). De nuevo consideremos la v.a.
suma, Z = X + Y. La funcién de distribucién de Z, se puede calcular como:

H(z2)=P(Z<z)=P(X+Y <2)

Esta es la probabilidad del recinto {X +Y < z}, en el plano (X,Y), y

se puede obtener integrando sobre él la funcién de densidad conjunta de la

a (X,Y). Por la independencia, dicha funcion de densidad es producto de
marginales, es decir:

P(X+Y <2)= // cm@_/ / y)dyda
x+y<z

Asi,
H(z) = PX+4+Y<z)= / / y)dzdy =

= [ @ sy - / @Gz~ a)de

o anadlogamente, intercambiando el papel de las variables X e Y,
H(z) = P(X+Y<z)= / / y)dedy =

= [ g f@yiny - / 9W)F (=~ y)dy

Es decir,

Admitiendo la derivabilidad de las funciones de distribuciéon y por lo
tanto la existencia de las funciones de densidad, se obtiene la funcién de
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densidad de Z,
o0 0
hz) = H'(z) = - J@)g Gz —2))de
0

= [ o)y (P - y)dy

—00

de donde

e}

ne) = [ @ -ade= [ g@fG-pdy  (42)

—00
La expresion (4.2) generaliza la presentada para el caso de distribuciones

discretas en (4.1).

Ejemplo 4.2 Sean X e Y v.a. independientes con distribucion exponencial
de pardmetro a (también se suele decir de media é) Es decir cada una de
ellas tiene funcion de densidad dada por:

f(z) =ae ™ x e RY

Lav.a. Z = X+4Y tendrd como funcion de densidad la convolucion de ambas.
Por lo tanto:

W) = [ f@ge - a)de =a® [ et -
e A
= a?e ¥ | dr=da’ze %, zeR"

0

funcion de densidad que corresponde a una y(a,2), resultado que ya esperd-
bamos.

Cualquiera de los dos ejemplos de aplicaciéon de las formulas de convolu-
ciéon presentadas ya nos eran familiares, y podiamos llegar a ellos a través del
calculo de las funciones caracteristicas. Sin embargo hay veces que la propie-
dad de convolucién nos permite obtener funciones de cuantia o de densidad
de determinados tipos de sumas, que no son faciles de abordar mediante el
uso de la funcion caracteristica.

4.2. Algunas distribuciones compuestas

Consideremos una v.a. X cuya funcién de probabilidad, ya sea funcién de
cuantia o de densidad, dependa de un pardmetro 6y; es decir P(x;6y). Ahora
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bien, si el pardmetro 6 es ademas una v.a. con su funcién de probabilidad
denotada por P(f). Realmente cuando escribamos P(x;6p) nos estaremos
refiriendo la la probabilidad de que X el valor z condicionada o sabiendo
que el valor de 6 es fijo y vale 6y, es decir P(z|0 = 6y).

Definicion 4.1 Se denomina distribucion compuesta de X en relacion a 0, a
la distribucion de X incondicionada al valor de 0, que se obtiene directamente
del teorema de la particion, como

P(X =z)=)_P(x|0)P(6) (4.3)
[4

st X y 0 son v.a. discretas y como

f(a) = [ 1(al0)f(0)do (1.4
st tanto X como 0 son v.a. continuas.

Como veremos en el siguiente ejemplo también son frecuentes las combi-
naciones de v.a. discretas y continuas.

Ejemplo 4.3 Sea X una v.a. con distribucion de Poisson de pardmetro \,
donde dicho pardmetro se comporta a su vez como una v.a. y(a,r).
Es decir:

e M \E
k!

P(X = k|\) =

y f(N) =0, en otro caso; donde T'(r) = [ 2" te %dz.
Por lo tanto la distribucion de X incondicionada a \ es:
T

mm:Amenﬂnw:F“

W/ e*)\(CH*l))\kJrTfld)\ (45)
k! Jo

Sabiendo que

(a + 1)k /°° A1, —(a+ DA g\ _
Lk+7r) Jo
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puesto que es la funcion de densidad de una v.a. y(a + 1,k + 7). En la
expresion (4.5), si k+1r € ZT, tenemos:

P() a" T(k+r) r+k—1 < a )< 1 )’f
Xr) = =
T(r)k! (a+ 1)ktr k a+1 a+1
que corresponde a una funcion de cuantia de una v.a. binomial negativa de

pardmetros m =1, p = (ail).

Es decir otra forma alternativa de introducir la distribucién binomial
negativa es como la distribucién compuesta de una v.a. Poisson, donde el
parametro A sigue una distribucion ~.

4.2.1. La distribucién binomial compuesta

Sea X una v.a. con distribucién binomial de parametros (N, p), es decir
X € B(N,p). Su funcién de cuantia viene dada por:

P(X =k N) = ( ZZ )pk(l —p)N7F ke{o,..,N}

Si el numero de repeticiones o exposiciones al riesgo, IV, es también una
v.a., la expresion anterior es en realidad la probabilidad condicionada al valor
del parametro N, es decir:

P(X =k;N) = P(X = k|N =n)

Si queremos obtener la distribucién incondicionada de X, tendremos que
conocer cuél es la distribucién de la v.a. V. Consideremos el caso en el que
N es una v.a. con distribucién de Poisson de parametro A, asi

e AN

P(N =n) = . n=0,1,2,..

Entonces la distribuciéon de X incondicionada a N, sera:

P(X=k) = Y PkIN=n)P(N=n)= (k<n)

0 e—)\ n
= Z(Z)pk(l—p)"k X

vt n!
Mk i n!  pPA—p)nRanh
2 Fl(n — k)l nl
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e pNF - (L—p) T EAnE

kb = (n—k)!

e M PN)F S (@) e MpNE e PNt

- e =" Y p=0,1,..

Ko = () 3] 3]

funcién de cuantia que corresponde a una distribucién de Poisson de para-
metro pA. Es decir, la distribucién binomial compuesta con una Poisson de
pardmetro A es una Poisson A - p.

4.2.2. La distribuciéon de Poisson compuesta

Sea X una v.a de Poisson de parametro A. Es decir
e ANk
k!

donde a su vez el parametro A es una v.a., por ejemplo continua y con funcién
de densidad f(A).
La distribucién compuesta de X, vendra dada por:

P(X =k =

[eS) o0 6—)\ k
P(X = k) :/0 P(X = k|A)F(\)dA :/0 k!A FON)AA

En el caso particular de que A siga una distribucién v, ya vimos en el
ejemplo 4.3 que la distribucién compuesta de X es una binomial negativa.

4.3. La teoria de los valores extremos

Consideremos de forma general que la cuantia por reclamacién por si-
niestro es una v.a. Y que tiene como funcion de distribucion F'(y). Asi, para
un valor cualquiera y, F(y) = P(Y < y), nos da la probabilidad de que la
cuantia o el coste del siniestro sea inferior o igual a y.

El nimero de siniestros por su parte es otra v.a. X.

En muchos casos practicos nos interesa conocer la probabilidad de que,
a lo largo de un tiempo determinado, el coste mayor de los correspondientes
a los siniestros ocurridos no supere una cierta cantidad y.

Es decir nos interesa buscar la distribucién de probabilidad del mdzimo
de las cuantias (o coste de la reclamacion de mayor cuantia), incondicionada
al nidmero de siniestros que han podido ocurrir.

Partimos de la hipétesis de que los siniestros ocurren de manera inde-
pendiente y la cuantia de todos ellos, Y, tiene la misma distribucién, con
funcién de distribucion F(+).
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Denotaremos por ¢(y) a la funcion de distribucion buscada, esto es, la
funcion de distribucion de la cuantia con mayor coste (= maxY).
Claramente, de acuerdo con el teorema de la particién,

o(y) = PméxY <y)=> PméxY <y|X =j) P(X =)
7=0
Ademas,
PméxY < y|X =j) = P(max{Y,....Y;} <y)=PY1 <yn..NnY; <
y) = [P(Y <y)l
, de donde

by) = P(X=0)+P(X =1)PY <y)+ P(X =2)P(Y <y)*+ .. =
o o.0]
= Y P(X=j)P(Y <yl =) P(X=j)F(y)
§=0 j=0
Ahora bién, esta suma ha aparecido ya en probabilidad. Pensemos en una
v.a. discreta X, para la que queremos calcular su funcién generatriz de pro-

babilidad (también denominada funcion generatriz de momentos factoriales),
Gx(u), definida como, Gx (u) = E(uX). Si X es discreta:

G(u) = i P(X = j)u’
7=0

Es decir,

o(y) = G(F(y))

para cualesquiera v.a. X y Y y siempre la v.a. X tenga funcién generatriz
de probabilidad.

Ejemplo 4.4 Considera que el nimero de siniestros X es una v.a de Pois-
son de pardmetro \. Obtener la distribucion del coste de la reclamacion de
mayor cuantia.

En este caso:

o) = S P(X = )(F(y) =
=0

X e AN , X e MAF(y))?
= ]z% A F(y) :2% =

Siendo F(y) la funcion de distribucion de la cuantia en y.
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Nota: Observa que la funcién generatriz de probabilidad de una v.a. X €
P(N), es Gx(u) = e =% x> 0.

En similares condiciones a las descritas anteriormente, en ocasiones nos
interesara conocer la distribucion de la cuantia total incondicionada al ni-
mero de siniestros. Si denotamos por Z a la v.a. cuantia total, y por Fyz(-)
a su funcién de distribucién, tenemos:

Fz(z) = PX=0)+P(X=1)P(Z1=5<2)+
+ P(X=2)P(Zy=51+ 5 <z)

= iP(X:) P(Z; < z) ZP = §)F*(z)

donde Z; = 51+ ...+ 5; es la cuantia total condicionada a la ocurrencia de j
siniestros, es decir la suma de las cuantias de los j-ésimos primeros siniestros
y F*J es su funcion de distribucion.

Entonces, la distribuciéon de la cuantia total es la distribucién compuesta
de la cuantia con respecto al niumero de siniestros.

A veces, es sencillo obtener las funciones de distribuciéon anteriores, y
a partir de ellas, las de densidad. En otras ocasiones, simplemente no es
necesario obtener la forma de su funciéon de densidad y basta con obtener
una relaciéon de sus primeros momentos, media y varianza.

4.4. Relaciéon entre momentos condicionados y no
condicionados

Consideremos dos v.a. discretas X e Y. La funciéon de cuantia condicio-
nada de X|Y =y, viene dada por:

P(X =z,Y =y)

P(X =z|Y =y) = P =)

Si ambas v.a. son continuas, la correspondiente funcién de densidad con-
dicionada es:

flz,y)
f(y)

Asi, siempre que los denominadores sean distintos de cero, las ditribu-
ciones condicionadas estan bién definidas y podemos obtener sus momentos.
Por simplicidad haremos las cuentas en el caso particular de v.a. discretas,

flY =y) =
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aunque las relaciones que obtengamos serdan también vilidas en el caso de
v.a. continuas o mixtas.

En el caso de v.a. discretas, se obtiene la esperanza de la distribucion
condicionada de X|Y =y, como

EX|)Y =y) = ZxP =z|Y =vy)

De modo que su relacién con la esperanza de la v.a. X incondicionada

es:
E(X) = Y aP(X=2)=) ) P(X=1Y=y)=
T z oy
= Y > aP(X=z|Y =y)Py(y) =
Ty
= Y D aP(X=z|Y =y)Py(y) =
y @
= ZPy(y) ZwP(X =zlY =y) =
= ZPY E(X]Y =y) = Ey[E(X]Y)]
Asi mismo si la varianza de la distribuciéon de X condicionada a Y =y,
es:

VXY =vy) ZwQP =zlY =y) - [B(X|Y)]?
entonces la varianza incondicionada de X se puede expresar en funcién de

los dos momentos de la distribucién condicionada como sigue:

Proposicion 4.1 Sean X e Y dos v.a. cualesquiera, tales que existen y son
finitos los valores los momentos condicionados, E(X|Y =vy) y V(X|Y =vy).
Entonces, se verifica:

V(X)=Ey[V(X]Y)]+ W[E(X]|Y)]
Demostracion:

V) = 2 atP(X =) - [B(X)) =
= Y AW Y @*P(X =alY =y) — [By (BX|Y))]? =

= Ey(E(X%Y)) - [Ey (E(X|Y)))?
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sumamos y restamos Ey ([E(X|Y)]?),

V(X) = Ey(E(X?]Y)) - Ey([E(X|Y)]?) + Ey([E(X|Y)]?) — [By (E(X|Y))]* =
Ey[E(X?|Y) — [E(X|Y)]] + W (B(X]Y)) =
= Ey(V(X|Y)) + W(E(X]|Y))

Las relaciones anteriores son validas en cualquier contexto de probabili-
dad. En particular nos resultaran de gran utilidad para determinar valores
esperados y varianzas de distribuciones incondicionadas, sin necesidad de
obtener de forma explicita la forma completa de la distribucién compuesta.

Ejemplo 4.5 Considera que el nimero de siniestros que suceden en deter-
minado tipo de riesgo sigue una distribucion de Poisson de pardmetro A, y
que la cuantia por reclamacion de cada uno de ellos sigue una distribucion
exponencial de pardmetro a. Bajo la hipdtesis de independencia tanto entre
cuantias como entre siniestros, vamos a obtener la media y la varianza de la
v.a. cuantia total.

En primer lugar si llamamos Zy = Y1 + ... + Yi a la cuantia total para
un nidmero de siniestros k, donde Y; representa la cuantia por reclamacion
en cada siniestro, sabemos que la distribucion de Zy es v(a, k). Por lo tanto
E(Z) =%y V(Z) = 5.

Por otro lado st el nimero de siniestros X, sigue una distribucion de
Poisson, tenemos que la media incondicionada de Z, es

E(Z) = Ex(E(Z|X =k)) = EX(S) = é)\

y la varianza incondicionada de Z, serd

V(Z) = Ex(V(ZIX =k)+Vx(E(ZIX =k)) = EX(%) n VX(S) _

1 1 2\
B

4.5. Mixtura de distribuciones normales

Vamos a ver en esta seccion distintos casos de distribuciones compuestas
que se obtienen a partir de distribuciones normales donde los parametros
varfan.

Consideremos una v.a X que sigue una distribucién normal de parametros
(m, 0?), tal que el parametro o a su vez toma el valor oy con probabilidad p
y el valor oo con probabilidad ¢ =1 — p.
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Tenemos por lo tanto que la distribucién de X condicionada al valor de
su varianza es conocida; su funcién de densidad es:

1 —(z—m)?
é 202 y X E R

flzlo) =
2o
Lo que queremos es determinar la distribucion compuesta de X; es decir
su distribucién incondicionada.
Su funcion de densidad, f(x), se obtiene como:

f(x) = [f(alo=01)P(o=01)+ f(z|o = 09)P(0 = 02) =

2 2

1 —(z—m) 1 —(z—m)
— p e 20 + (1 _ p)ie 20’%
o2moy 2mog

=)

En ocasiones esta funcién de densidad no es manejable y lo que nos in-
teresa es conocer simplemente sus valores tipicos: media, varianza, asimetria
y curtosis.

La funcion generatriz de momentos de X, ax(u), es facil de obtener a
partir de su relaciéon con las distribuciones condicionadas.

En particular, la funcion generatriz de momentos ax (u), es:

ax(u) = E(e*¥) = /e“xf(x)dx :p/e“xf(x|0 =o01)dx +
£ (=p) [ e flalo = o) =

022 o242

Z1- +mu

= pe 2 +(1—ple =

+mu

Utilizando del desarrollo en serie de la funcién, e*.

k 72 73

o0
xr
r __ — _ R
e _k§70:—k! =1+t o+t

e igualando los coeficientes de términos de igual grado en el desarrollo en
serie de la funcién generatriz,

2 u3

aX(U):1+a1u+Oé2_'+Oé3

o1 g + ... (4.6)

podemos obtener los momentos ordinarios «aj para la variable X. Concreta-
mente:



o242 2,2

= e T +(1-ple 7 |=
2,2 4,4 6,,6
o oju® oju*  oju
= ™[p(1+ 5 2291 533 +...)+
2.2 4. 4 6,,6
osu’  osu®  ogu
1—p)(1 ) =
+ A=)+ =+ ooy + gy )
_ emu[1+p0%+(1—p)0§u2 pot+(1—p)og 4 p0?+(1—p)03u6+ |
- 2 2221 2331

Sin embargo, también podemos obtener los valores tipicos, media, va-
rianza, asimetria y curtosis, directamente de la funcion cumulativa, pux(u).
Para ello, es necesario obtener el desarrollo en serie de p1x (). Por un lado:

u2 u3 u4
donde
b= E(X)
ky = V(V)

kg = Mng(X—m)?’
ki = pg—30t=E(X —m)!- 30"

Pero por otro lado, tenemos que ver cuales son concretamente los cumu-
lantes k; en nuestro caso.

pot + (1 -plos , N pot + (1 —p)os 4

px(w) = Inax(u) =mu+in(l+ 5 5291 u +

6 1— 6
poi £ ( p)02u6+...) =mu+Iin(l1+Y)

233!
donde llamamos
o _pot 4 (-p)od | pot 4 (L—p)od , pot 4 (L—p)ob
= U U uw + ...
2 222| 233!

Utilizando ahora el desarrollo en serie de la funcion in(1 + x), que es:

n(l42)=y LT —p 2422

(_1)k—1xk xz 3 4
k 2 3 4

k=1
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calculando los coeficientes de los primeros términos de las potencias Y, Y2,...,
e identificando todos aquellos que acompafian a u, a u?, etc, se obtiene:

1
px(u) = mu+in(l+Y)=mu+(pof + (1 - p)og)u’ +

1
+ (L —pplof —o3) ul + ..

Asi, los cumulantes nos proporcionan los valores tipicos:

ki = E(X)=E,(E(X]|o)) = Es(m)=m

ko V(z) = E,(V(X]|o)) + V,(E(X|o)) =

E;(0%) + Vo(m) = 01°p+ 05(1 = p) + 0 = poi + (1 — p)o3
ks = ps=E(X -m)3=0

1
ki = gy =30" = B(X —m)" = 30" = 42 (1 = p)p(ot — 03)” = 3p(1 = p)(o1 — 0

4.6. Tarea 4

Se enumeran a continuaciéon un conjunto de ejercicios de ensayo de las
competencias correspondientes a este tema; en particular la segunda y tercera
de las formuladas en el programa de la asignatura:

Describir y analizar situaciones sencillas de riesgo en problemas
relacionados con el mundo actuarial o de las finanzas y expresar-
las formalmente en términos de variables aleatorias y sus distri-
buciones.

Modelizar la incertidumbre de las situaciones sencillas de azar
en el &mbito del negocio financiero y asegurador, mediante for-
mulaciones mateméticas basadas en la teorfa de la probabilidad.
Deducir soluciones en cuanto a la prima de riesgo, funcién de
ingreso, riesgo de ruina, etc.

1. Sean X e Y dos v.a. independientes con distribucién exponencial de
pardametros a y b, a # b, respectivamente.

a) Demuestra que la funcion de densidad de la suma, Z = X +Y es

ab
(b—a)

b) Para a =3y b =4, calcula la probabilidad de que Z > 8.

(6faz _ 6sz), 2> 0

fz) =
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¢) Calcula P(Z < 10|Z > 8).

2. Considera una compania de seguros en la que el nimero de siniestros
es una v.a discreta, X, con distribucién binomial negativa de pardme-
tros m, p; mientras que las cuantias por reclamaciéon de los distintos
siniestros, son v.a. Y, independientes y con distribucion +(a,r).

a) Obtener la distribucion de la cuantia total, incondicionada al ni-
mero de siniestros, o lo que es lo mismo la distribucién compuesta
de la cuantia total.

b) Obtener la media y la varianza de la distribucién compuesta de
la cuantia total.

3. Considera que el niimero de siniestros es una v.a. con distribucion bi-
nomial negativa, de parametros m, p, y que la cuantia por reclamaciéon
de cada uno de ellos, es una v.a. exponencial de parametro a. Bajo la
hipétesis de independencia tanto entre cuantias como entre siniestros,
calcula la media y la varianza de la cuantia total por ese tipo de riesgo.

4. Calcula la media y la varianza de una v.a. X con distribucién binomial
negativa de parametros m, p, teniendo en cuenta que X es la distri-
bucién compuesta de de una v.a. de Posison donde el parametro sigue
una distribucién ~.

5. Considera una compania de seguros que contrata 200 poélizas donde
el nimero de siniestros X y la cuantia por reclamacién en cada uno
de ellos, se pueden modelizar como en el Ejemplo 3.5 de las notas de
clase, donde la media de la exponencial es 20 euros y el pardmetro de
la distribucién de Poisson es 0.05. Si la prima que se paga por cada
poliza es de 6 euros, calcula:

a) La probabilidad de que en una determinada poliza se produzca
una reclamacién y que ademés la cuantia por reclamacién sea
superior a 6 euros.

b) La probabilidad de que la cuantia méas elevada, para una poliza
en concreto, sea menor que 60 euros.

c) La probabilidad de que la cuantia més elevada, sobre el total de
las 200 polizas, sea menor que 60 euros.

d) Media y varianza de la cuantia total por poliza.

e) Media y varianza de la cuantia total por reclamaciones de las 200
polizas.
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f) La probabilidad aproximada de que el beneficio neto de la com-
pania sea superior a 600 euros.

g) La probabilidad aproximada de que la compaiiia pierda dinero en
esta operaciéon con las 200 polizas.

6. Cierta compania tiene 100 polizas contratadas en 100 edificios. 25 de
ellos poseen 5 viviendas, otros 25 poseen 15 viviendas y el resto posee
10 viviendas. Se ha estimado que el nimero de reclamaciones anuales
por incendio y edificio sigue una ley de Polya con parametro de contagio
0 = 0,2, y que la probabilidad inicial de incendio en una vivienda es
p = 0,01.

a) Sabiendo que cierto edificio tiene 10 viviendas, calcula la proba-
bilidad de que se efectien en él 2 reclamaciones por incendio.

b) Idem con un edificio de 5 viviendas.

c¢) Calcula medias y varianzas del nimero de reclamaciones, condi-
cionadas al numero de viviendas por edificio.

d) Calcula la media y la varianza del numero de reclamaciones por
edificio, incondicionada al niimero de viviendas que posea.

e) Calcula la probabilidad aproximada de que el total de reclama-
ciones no sea superior a 10.

7. Consideremos un activo tal que su precio manana es una v.a con dis-
tribucion normal N(m = 3,0 = 2) con probabilidad 0.7 y sigue una
distribucién normal N(m = 5,0 = 1) con probabilidad 0.3. Obtén la
distribucién del precio del activo manana incondicionada, su media y
varianza.

8. Considera un activo cuyo rendimiento es normal N(m = 3,07 = 30)
con probabilidad p y sigue una distribuciéon normal N(m = 3,03 =
100) con probabilidad 1 —p. Obtén media y la varianza incondicionada
del rendimiento del activo.

9. Cierto siniestro tiene una probabilidad de ocurrir de 0,005, en cada
exposicion al riesgo del tomador de la pdliza. Se sabe que el numero de
exposiciones al riesgo sigue una distribucién de Poisson de pardmetro
A=5.

a) Calcula la distribuciéon compuesta del nimero de siniestros.

b) Calcula la probabilidad de que no haya ningun siniestro si ha
habido 20 exposiciones al riesgo.
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10.

11.

12.

c¢) Calcula la probabilidad incondicionada de que no haya ningin
siniestro.

Una compaiia aseguradora dispone de dos tipos de asegurados A y B.
El 30% son de tipo A y el resto de tipo B. Para los del tipo A, el
nimero de siniestros sigue una distribucién de Poisson de parametro
Aq = 0,5, v para los de tipo B de pardmetro Ap = 0,3.

a) Obtén la funcion de cuantia del numero de siniestros incondicio-
nada al tipo de asegurado.

b) Calcula las probabilidades correspondientes de 0,1 y 2 siniestros.
¢) Obtén la media y la varianza de la distribucion incondicionada.

d) Sila empresa tiene 1000 polizas, por lo tanto 300 de tipo A y 700
de tipo B, y hay independencia entre siniestros, calcula de forma
aproximada la probabilidad de que el niimero total de siniestros no
exceda de 400. ; En qué te basas para realizar esta aproximaciéon?

Considera una poéliza de una comunidad que cubre dos tipos de sinies-
tros, A y B. El nimero de reclamaciones por el siniestros A sigue una
distribucién de Poisson de pardmetro A = 0,01, mientras que el nimero
de reclamaciones de tipo B sigue una distribucién binaria de parame-
tro p = 0,001. Bajo la hipdtesis de independencia entre ambos tipos de
siniestros.

a) La cuantia que se paga por cada reclamacion del tipo A es de
10000 euros, y de 100000 euros por cada una de tipo B. Calcula
el valor esperado de la cuantia total por pdliza.

b) Obtén la varianza de la cuantia total por poéliza.

¢) Si se tienen 100 polizas iguales, estima el valor de la prima para
que se alcance un beneficio final total al menos de 30000 euros
con probabilidad 0.8. (Utiliza el T.C.L.)

d) Resuelve de nuevo los tres apartados anteriores, bajo la hipotesis
de que la cuantia por reclamacién es una v.a. exponencial de me-
dia 10000 para las polizas de tipo A y de media 100000 para las
de tipo B.

Una empresa aseguradora sabe que la cuantia por reclamacion de deter-
minado tipo de péliza tiene una distribucién de Pareto de pardmetros
k = 10 euros y o = 2,1. La empresa cubre las reclamaciones de has-
ta 1000 euros de cuantia, y cuantias superiores a dicha cantidad son
cubiertas por otra compania reaseguradora.
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a) Para cada reclamacion, calcula la probabilidad de que la compania
reaseguradora no tenga que cubrir su cuantia.

b) Siendo el numero de reclamaciones una v.a. de Poisson de parame-
tro A = 10. Calcula la probabilidad de que la compafia reasegu-
radora no tenga que cubrir ninguna reclamacién, incondicionada
al namero de las mismas.

13. Considera dos tipos de siniestros A y B independientes. La probabili-
dad de reclamar por A es 0.1 y la de reclamar por B es 0.01, y como
mucho se admite una reclamacién por cada uno de ellos. La cuantia
por reclamacién, para ambos tipos de siniestro sigue una distribucion
exponencial de media 100 euros. Una compania oferta una poliza com-
puesta para cubrir ambos siniestros y cobra una prima por poliza de
30 euros. Se pide:

a) Distribucion del namero de reclamaciones por poliza. Media y
varianza.

b) Probabilidad de que una poliza efectiie una reclamacion y que su
cuantia sea superior a los 5 euros.

¢) Media y varianza de la cuantia incondicionada al numero de re-
clamaciones.

d) Si la empresa posse 100 polizas independientes, utiliza el T.C.L.
para obtener la distribucién de la cuantia total por reclamaciones.

e) Probabilidad de que los beneficios de la compania superen los
1000 euros.
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Capitulo 5
Decisién y riesgo

Considera un juego en el que el concursante puede ganar 100 euros con
probabilidad %, 0 euros con probabilidad % o perder 40 euros con probabilidad
%. La ganancia esperada en este juego seré:

1 2 2
5(100) + 5(0) + 5(—40) =4

En general, cualquier juego de este tipo se puede representar por una v.a.
X con una distribucion de probabilidad especifica. Hay que entender que un
valor positivio de la variable representa una ganancia monetaria real para la
persona y que un valor negativo de X representa una pérdida (o ganancia
negativa). La ganancia esperada del juego es simplemente el valor de E(X).

Aunque dos juegos muy distintos pueden tener la misma ganancia espe-
rada, una persona que deba elegir entre ambos, tendra preferencia por uno
de ellos.

Por ejemplo un juego alternativo al anterior, podia ser aquel en el que
en el que el concursante puede ganar 400 euros con probabilidad %, o perder
392 euros con probabilidad % En este caso, la ganacia esperada en este
segundo juego es la misma que en el anterior, 4 euros, aunque existe la
misma probabilidad de que el concursante gane 400 o de que pierda 392.
Veremos que esta segunda situacién comporta un riesgo mayor.

5.1. Funciones de utilidad

Las funciones de utilidad surgen dentro de la teoria de la utilidad durante
las décadas de 1930 y 1940 para describir preferencias de una persona entre
juegos como los que acabamos de mostrar.
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De acuerdo con esta teoria una persona preferird un juego X para el que
la esperanza de una cierta funcién U(X) sea un méximo, antes que un juego
para el que simplemente E(X) sea un maximo. La funcién U se denomina
funcion de utilidad y representa el valor que asigna cada persona a cada
cantidad posible z, o lo que es lo mismo, el valor real para la persona de
ganar la cantidad =z.

Si la funcién de utilidad para el concursante anterior es U,

E[U(X)] = %U(lOO) + %U(O) + %U(—ZLO)

E[U(Y)] = %U(ZLOO) 4 %U(—392)

La persona preferira el juego para el que la utilidad esperada de ganancia,
sea mayor. Formalmente, la funcion de utilidad de una persona se define como
una funcién con la siguiente propiedad: Cuando la persona debe elegir entre
dos juegos X e Y, preferira X a Y, si E[U(X)] > E[U(Y)], y sera indiferente
aXeYsiE[U(X)] = E[U(Y)]. Cuando la persona esté eligiendo entre mas
de dos juegos, elegira aquél, X, para el que el valor E[U(X)] sea méaximo.

En un contexto general, las funciones de utilidad se suelen clasificar como
lineales, concavas y convexas.

En el caso de funciones de utilidad lineales, por ejemplo, U(x) = az + b,
donde a,b € R, se cumple que para cualquier v.a. X: E[U(X)] = aE(X)+
b. Por tanto para cualesquiera juegos X e Y, la desigualdad E[U(X)] >
E[U(Y)], se cumple si y s6lo si se cumple E(X) > E(Y).

En otras palabras, una persona con una funcién de utilidad lineal, elegird
un juego donde la ganancia esperada sea mayor.

Analicemos el caso de una funcion de utilidad logaritmica, por ejemplo,
U(z) = log(x +400) para x > —400. Una persona que tenga esta funcion de
utilidad no puede elegir un juego en el que exista alguna posibilidad de que
su ganancia sea —400 o menos. Para los juegos X e Y definidos antes:

1 2 2
ElU(X)] = glog(500) + 3log(400) + 3l0g(360) =
1 2 2
= 32,698 + 32,6020 + 32,556 = 2,6028

1 1 1 1
E[U(Y)] = 51og(800) + 5log(8) = 52,9030 + 70,9030 = 1,903
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Ademsés la utilidad de no aceptar ningin juego es U(0) = log(400) =
2,6020. Puesto que E[U(X)] > E[U(0)] > E[U(Y)], la persona elegiria el
juego X. Si dicho juego no estuviera disponible, preferiria no jugar, antes de
aceptar el juego Y.

Si la funciéon de utilidad es cuadratica, por ejemplo, U(x) = x2, para
x > 0. Tendriamos que para los juegos definidos antes:

1 2 2

EU(X)] = 5(100)2 + 5(0)2 + g(—40)2 =
1 2 2

= 210000 + =0 + 21600 = 2640
5 Tt

1 1 1 1
E[U(Y)] = 5(400)° + 5(~392)* = 7160000 + 5153664 = 236832

Por lo tanto la persona elegiria el segundo juego, Y, antes que el primero X,
y antes que no jugar, pues E[U(0)] = 0.

En el contexto actuarial, y en general en el econdémico, consideraremos
que las funciones de utilidad son céncavas, (como —z2, logz, etc) o lo que
es los mismo, que existe aversion al riesgo. Cuando la funciéon de utilidad de
una persona es lineal se dice que es indiferente al riesgo, mientras que si es
convexa, se dice que es aficionada al riesgo.

5.2. Funcién de riesgo

El riesgo es considerado una media de desutilidad, puesto que la compania
preferird situaciones menos arriesgadas a situaciones més arriesgadas.

Asi conocer la funcion de riesgo, nos permitira conocer el orden de pre-
ferencias de la compania.

Una forma de definir el riesgo, es la basada en considerarlo como la disper-
sion de la variable que nos define el juego. La definicién que consideraremos
aqui, serd la desviacion tipica, raiz cuadrada de la varianza, en nuestro caso

de la cuantia por reclamacion de los siniestros.
Asi,

r=8D(X) = \/E(X - E(X))?

serd el valor que trataremos de minimizar, cuando el valor esperado del juego,
E(X) sea dado.
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La decision en un contexto de riesgo medido en términos de desviaciones,
serd la de elegir aquel juego que con el mismo valor esperado tiene menor
desviacion tipica como medida de la dispersion del riesgo.

En el contexto que carteras de seguros, fondos de inversion, etc, donde se
trata con eventos que tienen probabilidades pequenas de ocurrir, pero donde
la cuantia toma en general valores altos (pérdidas elevadas), veremos que
la medida del riesgo definida anteriormente, conduce a valores de éste muy
elevados.

En el caso de los dos juegos planteados al principio del tema, para des-
cribir el primero, podemos utilizar la v.a. X, tal que

1 2
P(X=100)=, P(X=0)=7 PX=-40)=

donde, la ganacia esperada es F(X) = 4 euros con un riesgo de r; =
SD(X) = 51,22 euros.

En el caso del segundo juego, si empleamos una v.a. Y para describirlo,
tenemos:

1 1
P(Y =400)= 5, P(Y =-302) =

donde, la ganacia esperada es la misma, E(Y') = 4 euros con un riesgo mucho
mayor, ro = SD(Y) = 396 euros.

Estas dos situaciones ilustran el hecho de que, a igual beneficio esperado,
en una situacién de mayor riesgo hay una probabilidad més alta de obtener
una mayor pérdida.

Dado el caracter introductorio de esta seccién, no nos plantearemos de
momento el diseno de carteras de seguros o fondos de inversiéon éptimos, sino
que veremos, dada una deteminada cartera, de qué forma puede cubrirse la
compania contra estos riesgos elevados.

Dicho de otro modo, en el caso de carteras de seguros, calcularemos las
primas que debe cobrar la compania para cubrirse en esta situacién de riesgo.

5.3. Utilidad con nivel de riesgo ¢

Consideremos una funcion de utilidad definida sobre el espacio de posibles
resultados €2, es decir Q = {S}, tal que la v.a. X describe la utilidad de S,
X = U(S). Asi podemos hablar de P(X = U(S) < a) para un cierto valor
a €R.

60



Definicién 5.1 Para un valor € prefijado, se denomina utilidad con nivel de
riesgo €, al valor a tal que

P(X=U(S)<a)>ce¢
y tal que
P(X=U(S)>a)<1l-—c¢

El valor a es tal que la funcién de distribucién de la utilidad, H = Fx,
en ¢él, es al menos €. Es decir a = H(S,¢).

El siguiente resultado, conocido como indiferencia con respecto al azar,
nos indica que da lo mismo trabajar con S que con X = U(S).

Proposicion 5.1 Se verifica la siguiente igualdad:

Demostracion:
Llamemos a; = H(U(S5),€) i.e. si X = U(S),

PUX) <ay) > e,

Si la funcién de utilidad, U es estrictamente monotona,
PU(X) <) = P(X < UM (a)) = e,

donde a = U~(ay) es la utilidad con nivel de riesgo ¢, i.e. a = H(S, €) luego,
a1 = H(U(S),¢) = U(a) = U(H(S, €))

A continuacién estudiaremos un caso particular con gran interés en los
estudios actuariales, la situacién de ruina.

5.4. Probabilidad de ruina

Consideremos una compania que se pone en marcha con una reserva
econdémica inicial que denomiraremos W. Si X es la v.a. que representa la
capacidad econémica de la empresa en un determinado momento, la probabi-
lidad de ruina, es la probabilidad de que la compania deba cesar su actividad
por no disponer de reserva alguna. Mateméaticamente,

P(X <-W)=P(X+W <0)
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Cada momento o periodo de estudio se denomina unidad de riesgo, y si
X < =W, decimos que se ha producido la ruina en dicha unidad de riesgo.

Consideremos conocida la distribucién de X, en particular su funcién de
distribucién, Fx, asi la probabilidad de ruina, 7, es

m=Fx(-W)=P(X < -W)=P(X +W <0)

Dada la definicion de X, es habitual su caracter continuo. Mirando la
expresion anterior, se puede interpretar que la reserva econdémica inicial con
signo menos, es la utilidad con nivel de riesgo w. También se puede decir que
dicha reserva es la desutilidad a ese nivel de riesgo.

Como nuestro interés se centrard en conocer la probabilidad de ruina,
para ello, tendremos las siguientes opciones:

1. Conocer la funcién de distribucién de la capacidad econémica, Fx y
calcular m = Fx (—=W).

2. Si no conocemos F'x de forma exacta o su expresion resulta muy com-
plicada de manipular, y estamos en situaciéon de emplear el T.C.L.;

aproximar la distribucion de X a N(m,0), 7 =~ ¢(—-"2)

3. Si no conocemos F'x ni estamos en situacion de emplear el T.C.L.;
utilizaremos la cota que nos proporciona el siguiente resultado.

Proposicion 5.2 Sea R(X) una funcién mondtona decreciente, tal que E(e(X)) <

1. La probabilidad de ruina es siempre menor o igual que e BW) | Es decir,
< e~ R(=W)
Demostracion:
[ W
1 > E(efX) = / M@ dpy (z) > / M@ dFy (z) >
—00 —00

-w
> RE=W) / dFx(z) = "VP(X < —W) = fHWg

—00

Despejando, de la desigualdad, se obtiene el resultado

Veremos ahora la utilidad de la cota proporcionada por este resultado.
Si identificamos la funcion R(x), podremos acotar la probabilidad de ruina
de forma sencilla.
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Recordemos la expresion de la funcién generatriz de momentos de una
v.a. continua X, esto es,

ax(u) = E(e"X) = /_o; e f(x)dx

Para analizar el crecimiento o decrecimiento de esta funcién, analizamos
la forma de la integral

0 00
ax(u) = / e f(x)dz +/ e f(z)dx
—0o0 0

Sabemos que ax(0) = 1y o/ (0) =m > 0, luego es creciente en 0. Asi, si
las probabilidades P(X < 0) y P(X > 0) son no nulas a la vez, ax (u) — oo,
cuando u — 0o o cuando u — —o0, ya que el valor de la exponencial crece
en ambos casos con wu.

Por otra parte,

oo
oy (u) = B(X?e"X) = / e f(x)dr >0, Yu
—0o0
Esto quiere decir que ax(u) tiene una representacion parabolica con un
tnico vértice (minimo), en algiun valor de u < 0, si el valor de la media es
positivo. En este caso, oy (0) = m > 0, y la funcion esta creciendo en 0, con
lo que el vértice es anterior, y por lo tanto negativo.
Como ademés sabemos que «(0) = 1, ha de existir un valor u* < 0 tal
que a(u*) = 1.

Tomemos ahora como funcion R(z) = u*z = —|u*|z. Se trata de una
funcion que es claramente decreciente de z, y ademas E(eff(®)) = E(e**") =
alu*) =1.

Utilizando esta funcién para la v.a. X, el resultado anterior, nos lleva a
que

7 < e HEW) — gl (W
expresion que es cierta para una v.a. X tal que P(X < 0) y P(X > 0) son

no nulas, o lo que es lo mismo en cada unidad de riesgo hay probabilidad de
beneficios positivos o negativos.

Definicion 5.2 Se denomina nivel de la probabilidad de ruina al valor «,
calculado como
r<a=ec VW
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Lo interesante en las aplicaciones de la definicién anterior, no es calcular
el nivel de probabilidad de ruina dado el valor de u*, sino al revés. Lo habitual
es, fijar el nivel de probabilidad de ruina de una compania, «, su reserva
inicial W, y calcular el valor de u*, donde

lu*| = W u <0

Este resultado nos proporciona el valor de u*. Valor que no tiene sentido
por si mismo. Lo que si es interesante es conocer cual es el valor de ingreso
que tiene que generar una compafiia para poder mantener pequeno su nivel
de probabilidad de ruina. Es decir todavia tenemos que calcular este ingreso
a partir del valor u*.

Sin embargo, antes de obtener la funcién de ingreso, veamos las siguientes
observaciones:

= El nivel de probabilidad de ruina, «, es bastante conservador, en el
sentido de que m << a. Como veremos en ejemplos en los que se puede
calcular explicitamente 7, este valor siempre es mucho menor que a.

= Por eso, la funcién de ingreso siempre nos proporcionard valores de los
ingresos que mantienen acotada la probabilidad de ruina en el nivel
deseado.

5.5. Funciéon de ingreso

Sean X y Z dos v.a. que representan respectivamente el montante de
siniestralidad, es decir, la cuantia total por reclamaciones, y el beneficio en
la unidad de riesgo.

Si denotamos por I al ingreso, obtenemos, Z = I — X, donde [ representa
una cantidad fija, a provenir por la reserva inicial més las primas por poélizas.

Definicion 5.3 Llamamos recargo de sequridad al valor esperado del bene-
ficio, m, = E(Z), calculado como

mz:E(Z):I_mX

Despejando el valor del ingreso, I, y sustituyendo en Z, el beneficio se
puede expresar como una transformacion lineal del montante de siniestrali-

dad:

Z=mz+mx —X
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Si denotamos por ax (u) y az(u) a sus respectivas funciones generatrices
de momentos, la relacién entre ambas es:

mz+mx)u

az(u) = e ax(—u)

Si denotamos por px(u) = lnax(u) a la funcion cumulativa de X, se
tiene que ax (u) = e*x ™ de donde

Si ademéas W representa la reserva inicial de la compania, tenemos que
existe u* < 0, que cumple, az(u*) =1, y por tanto

(mz + mx)u” + px(—u*) =0
de donde

px (Ju*])

=myz+mx
|u¥|

y, por lo tanto

px(])

T

mx

Definicion 5.4 El cociente dado por

fix (w)

u

recibe el nombre de funcion de ingreso.

Por lo tanto, el recargo de seguridad, myz, resulta ser el valor de la funciéon
de ingreso en el punto u* menos la cuantia media por siniestros, my.

Si sustituimos «* por su valor, en términos del nivel de la probabilidad de
ruina « y de la reserva inicial de la compania, obtenemos el valor del recargo
de seguridad, como

donde el ingreso se puede expresar también en funcion del nivel de probabi-
lidad de ruina y de la reserva inicial

|ina|
row) =15

w
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Esta es la expresion del nivel de ingreso necesario para garantizar la
supervivencia de la empresa a un nivel de probabilidad de ruina «, y con
una reserva inicial W.

Observando la expresion anterior, podemos deducir que a mayor reserva
inicial, el ingreso se puede disminuir y asi obtener primas méas competitivas.

Por tanto, la fusiéon de companias es beneficiosa, y permite afrontar mejor
situaciones mas arriesgadas.

5.5.1. Desarrollo en serie de la funcién de ingreso

El numerador de la funcién de ingreso es una funciéon cumulativa. Del
desarrollo el serie de ésta, visto en, (4.7), donde

ki = E(X)=mx

ky = V(X)=o0%

ks = pz=E(X-m)?

ky = pg—30"=FEX —-m)! - 30"

se obtiene:
u?

7 U

fix (w)

Asi el valor del recargo de seguridad, para un nivel de probabilidad de
ruina «, y con reserva inicial W, myz = I(W) — my, admite el siguiente
desarrollo en serie:

5 |Inal |Ina?

Mz =X gy T gme

+ ..

5.5.2. Funcién de ingreso de variables compuestas

Consideremos ahora que la v.a. montante por siniestralidad corresponde
a la cuantia por reclamaciéon de k siniestros independientes e idénticamente
distribuidos; es decir, Y1 4 ... + Y}, donde el niimero de siniestros es de nuevo
una v.a. X con funciéon generatriz de momentos ax (u).

La funcion generatriz de momentos de la distribucién condicionada de
Y|X =k, es:

ay|x=k(t) = 4.4y, (u) = (ay, (u)" = (ay (u))"

dado que las cuantias por las k reclamaciones son independientes y tienen la
misma distribucién.
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Por lo tanto la funcién generatriz de momentos de la distribuciéon com-
puesta de Y en relaciéon a X, es:

ay(u) = E(e)=Ex(E(e"Y|X =k) = Ex(ay|x=k(u)) =
= Exlay(w)*] = Bx(e" %) = ax(uy (u)) (5.1)

con py (u), funcién cumulativa comin a las cuantias por reclamacion Y;.

La expresion (5.1) nos indica que la funcién generatriz de momentos
de la cuantia total incondicionada al ntiimero de siniestros, coincide con la
funcién generatriz de momentos de la v.a. niimero de siniestros, X, evaluada
en py (u), funcién cumulativa de la v.a. Y cuantia por reclamacion.

De ahi, se obtiene en particular la funcién de ingreso de la distribucion
compuesta de Y, como

py (w) _ px(py(v))

u u

Ejemplo 5.1 Consideremos una compania de sequros, donde el nimero de
siniestros sigue una distribucion de Poisson de pardmetro A, y la cuantia por
reclamacion es una v.a. con distribucion exponencial de pardmetro a. Vamos
a obtener la funcidn de ingreso de la compania para un nivel prefijado de
riesgo « y una reserva inicial de W,

La v.a. cuantia total para X reclamaciones es Y = Y1 + ... + Yx. Si las
cuantia por reclamacion son independientes, la funcion cumulativa de Y| X
es la suma de las funciones cumulativas de las Y.

La funcion cumulativa de la distribucion compuesta de la cuantia total,

Y, es:

py(u) = px (py (u))

En primer lugar recordamos la funcion generatriz de momentos de una
v.a. de Poisson

ax(u) = MY
Luego, su funcion cumulativa es:
pix () = (e — 1)

Para la distribucion exponencial de parametro a:

ay (u) = NVu < a

(@ —u)
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Por tanto
py(u) = px (py () = Me™ ™ — 1) = )\((a i w -

Finalmente la funcidn de ingreso de Y, es:

A

_|lna|

a—

(W) =

y tiene sentido siempre que W > ”7%"
Por ejemplo si la cuantia media es de 500 euros, a = 0,05, se obtiene
que W > 1497,86 euros.

5.5.3. Funcién de integracién

En este apartado nos ocuparemos de 7' unidades de riesgo. En cada una
de ellas, t, consideraremos que se dispone de una reserva inicial Wy, que
el nivel de probabilidad de ruina o y que las v.a. X; correspondientes al
montante total de siniestralidad son independientes. Denotaremos ademés
por p; a la funcién cumulativa de la v.a. X; para la unidad de riesgo t.

Definicion 5.5 Llamaremos funcion de integracion y la denotaremos por
vr(u) a la funcion de ingreso correspondiente al conjunto de las T unidades
de riesgo integradas en una sola, es decir:

pr(w) _ S ()

vr(u)

por la independencia de las v.a X;.

Asi si denotamos por W a la reserva inicial total, y denotamos por W;
a las reservas iniciales en cada unidad de riesgo, t. Se obtiene la funcién de
ingreso en términos de la reserva inicial total, W, como

[lna T [lna
N MT(W) _ Mt(v)
IT(W) - [lnal _Z [lnal

N
(]
&=
E



Es decir, el ingreso total necesario para garantizar la supervivencia de
la compaifiia con nivel de probabilidad de ruina « considerando las unidades
de riesgo integradas, es menor que la suma de los ingresos necesarios para
obtener la misma garantia, considerando la unidades de riesgo por separado.

Como resumen, podemos decir que la funcién de ingreso puede ser inter-
pretada como una buena representacion de la desutilidad de la compania. A
menor ingreso necesario, es decir primas mas bajas, mayor utilidad. Es decir,
la funcién de ingreso con signo menos, proporciona una funcién de utilidad
que depende de la estructura de siniestralidad y donde la caracteristica de
cada compania viene determinada por su reserva inicial.

Con esta interpretacién obtenemos companias todas ellas aversas al ries-
go, utilidad céncava, y tanto més aversas cuanto menos reserva inicial tengan,
lo que es coherente con lo estudiado aqui.

5.6. VaR: Value at Risk, Valor en Riesgo

El tratamiento del riesgo basado en acotar la probabilidad de ruina que
hemos visto en la seccién anterior, resulta en ocasiones muy conservador,
pero adecuado por otra parte en el calculo de primas de poélizas de seguros.

En esta secciéon vamos a presentar un tratamiento alternativo, basado en
calcular la pérdida méxima que se estd dispuesto a asumir. Se trata de un
tema muy relevante tanto para companias de seguros como para entidades
financieras.

Vamos a comenzar por mostrar como evaluar el VaR, en el contexto de
carteras de activos financieros.

En este contexto, consideraremos un activo de precio P; y con rendimien-
to definido por la expresion:

_bB-Fa

R
! P

Estos rendimientos son v.a. aleatorias continuas, y es habitual la hipotesis
de que siguen una distribuciéon normal, de media m y varianza o?.
En este caso se puede calcular la probabilidad de que este rendimiento

esté por debajo de una cantidad determinada.

Definicion 5.6 Se define el valor en riesgo, VaR, como la pérdida mdxima
que se puede dar con un nivel de confianza 0 < a < 1.
FEs decir, P(R; < —VaR) = a.
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Bajo la hipotesis de normalidad de los rendimientos, se puede obtener la
habitual expresién de VaR, como sigue:

Ri—m —VaR-—m
<

g g

P(R; < —~VaR) = P(

)=«

de donde

y por lo tanto
VaR = oty, — m

Si la distribucién de los rendimientos no es normal, la obtencién de VaR
se realiza del mismo modo, pero tomado el cuantil de la distribucién corres-
pondiente.

En el caso de querer calcular el VaR de una cartera compuesta por n
activos, los célculos se complican y una forma de simplificarlos es mantener
la hipotesis de normalidad en el comportamiento de todos los rendimientos.

Asi, el rendimiento de una cartera en t, se define como

Ry = Z wit Ryt

i=1

donde w;; representa la proporcion de capital destinada a la compra del activo
ient,y porlo tanto, >1* ; wi = 1, para todo ¢t. Por su parte R;; representa
el rendimiento del activo ¢ en t.

La primera dificultad es encontrar la distribucién del rendimiento de la
cartera en t. Para ello, necesitamos la distribuciéon conjunta de los rendi-
mientos de los activos.

En caso de que las proporciones no varien con t es relativamente sencillo,
puesto que la podemos tomar a su vez como un activo y es una distribucién
univariante. Sin embargo, el caso més realista pasa por considerar que los
inversores revisan con relativa frecuencia la composicion de su cartera y por
tanto, dichas proporciones varian con .

Como ya hemos dicho consideraremos que la distribucién conjunta es nor-
2

Z‘ .
Ademés o0;; = p;;0;0;, respresenta el término de covarianza, y p;; correlacién
entre el rendimiento del activo i y el de j.

Al ser la distribuciéon conjunta normal, la distribucién marginal de los

rendimientos individuales de los activos es N(my,0%) y la distribucion del

mal. Donde en particular, para cada activo la media es m; y la varianza o
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rendimiento de la cartera en t es también normal N(my,o?), donde m; =
n 2 __
Zizl Witit y 0y = Ei,j WitW;t 045
De este modeo el VaR de la cartera, se obtiene utilizando el cuantil
correspondiente de la distribucién normal anterior:

VaR = O'tta — My =

n
= E wz‘twthz‘jta—E Wit
ij i—1

Ejemplo 5.2 Consideremos los rendimientos de los activos BBVA, REP-
SOL, e IBERIA durante el ano 2000. Del estudio descriptivo de dichos ren-
dimiento se han obtenido los siguientes valores tipicos:

mp = 0,00046, mrp = —0,00121, m; = —0,00012,

op = 0,019779, or = 0,021331, o7 = 0,016025,

ppr = 0,02814, ppr = 0,02234, prr = 0,01637,

Partiendo de la hipdtesis de normalidad en las distribuctones, obtenemos
los valores individuales del VaR, para cada uno de los tres activos. Asi, con
a=1%, too1 = 2,33, obtenemos

VaRp = 0,019779 - 2,33 — 0,00046 = 0,04562

VaRg 0,021331 - 2,33 + 0,00121 = 0,05091
VaRy 0,016025 - 2,33 — 0,00012 = 0,03748

Si confeccionamos una cartera con igual proporcion de los tres activos,
es decir, donde su rendimiento es

1 1 1
R=-R -R -R
3B + 3R + 34
En este caso el rendimiento medio de la cartera es m = —0,00029 y la

desviacion o = 0,012559. A partir de aqui, dada la hipdtesis de normalidad,
se sigue que el VaR de la cartera es:

VaR = 0,012559 - 2,33 — 0,00029 = 0,02955

Vemos que el VaR de la cartera, o pérdida mdxima a un nivel 0,01, es
menor cuando diversificamos el riesgo invirtiendo en activos que tienen poca
correlacion.
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5.7. Tarea 5

Se enumeran a continuaciéon un conjunto de ejercicios de ensayo de las
competencias correspondientes a este tema; en particular la tercera de las
formuladas en el programa de la asignatura:

Modelizar la incertidumbre de las situaciones sencillas de azar
en el &mbito del negocio financiero y asegurador, mediante for-
mulaciones mateméticas basadas en la teorfa de la probabilidad.
Deducir soluciones para el cédlculo de la prima de riesgo, y la
funcién de ingreso acotando la probabilidad de ruina. Utilizar
un tratamiento alternativo basado en el calculo de la pérdida
méxima, para medir el riesgo de una cartera.

1. Considera una empresa aseguradora que se plantea asegurar dos tipos
de siniestros. En el primero, el nimero de siniestros, X; es una v.a.
de Poisson P (A1), con cuantia por reclamacion fija e igual a C. En el
segundo el nimero de siniestros, Xy es también una v.a. de Poisson
P(A2), con cuantia por reclamacion con distribucién exponencial de
pardmetro a = % La funcién de utilidad de la empresa viene dada
por:

U(m,o?) = —(Am + Bo?)

donde m es la media de cuantia total por reclamaciones, (montante
medio de siniestralidad), o2 es la varianza y A y B son parametros
positivos fijos de la empresa.

a) ;Qué tipo de seguro le conviene més a la compania?

b) ;En qué situacion estamos si A\ = A\y?

¢) Considera ahora que la empresa quiere disenar una poliza com-
binada para cubrir ambos tipos de siniestro, y sabe ademas que
si se produce reclamacién en uno de los dos tipos, se produce en
todas las polizas de ese tipo. Si la utilidad sigue siendo la anterior
y hay una porporcién de polizas p del primer tipo.

1) Calcula la media y la varianza de del beneficio de la cartera.

2) Calcula la proporcion p que le proporciona utilidad maxima
a la empresa.

2. Consideremos una compania en la que el nimero de siniestros N, es
una v.a. con distribuciéon binomial b(n,p), donde n es el ntumero de
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polizas contratadas y p la probabilidad de reclamacién en cada una de
ellas. La cuantia por reclamacién en cada una de ellas es una v.a. Y
con distribucién exponencial de parametro a. Obtener la funcion de
ingreso de la cuantia total por reclamaciones, para un nivel de riesgo
« 'y una reserva inicial W.

3. Obtén la funcion generatriz de momentos para una v.a. X binomial
negativa de parametros m y p.

4. Obtén la funcion generatriz de momentos para una v.a. X v(a,r).

5. Obtén la funcién de ingreso de la cuantia total por reclamaciones, si el
numero de siniestros X es una v.a. binomial negativa y la cuantia por
reclamacion Y es constante e igual a a.

6. Obtén la funcién de ingreso de la cuantia total por reclamaciones, si
el nimero de siniestros X es una v.a. binomial negativa y la cuantia
por reclamacion Y, en cada siniestro es y(a,r). Ademés Y;, son v.a.
independientes e i.d. para cada siniestro. Compara el resultado con el
obtenido en el ejercicio anterior.

7. Considera dos companias que cubren respectivamente dos tipos de si-
niestros. En la primera el nimero de reclamaciones es Poisson (A\; = 1)
y la cuantia por reclamaciéon es exponencial de pardmetro a; = 0,1.
En la segunda, el nimero de reclamaciones es Poisson (A2 = 10) y la
cuantia por reclamacién es exponencial de parametro ao = 1.

a) ;Cuél de las dos companias aborda una situacién mas arriesgada?

b) Obtén la funcion de ingreso, en ambas companias para un nivel
de riesgo o = 0,05.

c¢) Sila reserva inicial para la primera compaiia es W7 = 50 y para
la segunda es Wy = 70, obtén el valor de las funciones de ingreso
respectivas.

d) ;Qué pasaria si se fusionasen ambas companias? ;Cual seria su
funcién de ingreso integrada? ;Y su valor considerando la reserva
inicial como suma de las dos reservas Wy + Wy?

8. Una compaiia tiene 100 polizas contratadas. El nimero de reclama-
ciones por cada péliza es una v.a Poisson de media 0,01, y la cuantia
por reclamacion es exponencial de media 2 (en miles de euros).
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)

Calcula la probabilidad de que una determinada poliza presente
una reclamacién. Calcula la probabilidad de que entre las 100
polizas se presenten 20 reclamaciones.

Sabiendo que una podliza ha presentado una reclamacién, calcula
la probabilidad de que la cuantia de la misma sea superior a 3 mil
euros.

Calcula la media y la varianza de la cuantia total por podliza,
incondicionada al numero de reclamaciones.

Si sabemos que en la compania se han presentado un total de 20
reclamaciones, ;jcudl es la distribucién de la cuantia total?

Obtén la funcion cumulativa de la cuantia total incondicionada al
numero de reclamaciones.

Obtén la funcién de ingreso de la compania para un nivel de 0.05
de probabilidad de ruina.

9. En una empresa aseguradora el niumero de reclamaciones por poéliza
sigue una distribucién de Poisson de pardmetro A, donde A puede tomar
los valores, 0.09 (asegurados tipo A), con probabilidad 0.5 y 0.005
(asegurados de tipo B), con la misma probabilidad 0.5. Las primas se
calculan como k - E(N), donde k es una constante igual para todas
las polizas en todos los anos y F(N) es la media de la v.a. ntimero de

reclamaciones.

Un asegurado es de tipo A y le cobran una prima de 75 u.m. Después
del primer ano, durante el que no ha presentado ninguna reclamaciéon
se le revisa la prima. Obtener el nuevo valor de la prima, a partir de
las siguientes cuestiones:

Obtener el valor de k.

Calcula las probabilidades de que el asegurado sea de tipo A o B
condiciconadas a que no ha presentado ninguna reclamacion.

Calcula la media del nimero de reclamaciones de este asegurado,
para el segundo ano, condicionada a que no ha presentado ninguna
reclamacion.

Calcula la prima para el segundo ano.

Repite los apartados b),c) y d) suponiendo que el asegurado ha
presentado una reclamacion.
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10. En una entidad bancaria se quiere confeccionar una cartera formada
por dos activos, con rendimientos aleatorios R; y Ra, y el activo de
rendimiento seguro S = 5%. Se sabe que las distribuciones de los
rendimientos R; y Ry son independientes, siendo Ry = N(15%,01 =
10%) y Ra = N(7%,09 = 5%). La cartera se confecciona de manera
que R4 = 0,25R; + 0,25R + 0,55.

a) Analiza el rendimiento medio, varianza y probabilidad de que el
rendimiento supere el 10 %.

b) Rendimiento minimo al nivel del 5% (VaRgs).

¢) ;Qué rendimiento puede llegar a ofrecer el banco si se quiere ase-
gurar una probabilidad igual a 0.8 de obtener un rendimiento neto
positivo?

11. El nimero de reclamaciones recibidas sigue una distribucién binomial
negativa de media 5 y varianza 20, y la cuantia por reclamacion es
gamma de media 2 u.m. y varianza 8 u.m.2. Calcular:

a) La estructura de probabilidad para el siniestro mas elevado.

Sea)

Media y varianza de la cuantia total por reclamaciones.

o

Estructura de probabilidad de la cuantia total.

)
)
)
d) Funcion de ingreso de la compaiiia para un nivel de 0.05 de pro-
babilidad de ruina.

e) Reserva para que el ingreso necesario por pdliza no deba exceder
las 20 u.m.

12. Una compania asegura dos tipos de siniestros A y B. El namero de
reclamaciones por poliza, X 4, correspondientes al siniestro de tipo A,
sigue una ley de Poisson de parametro Ay = 0,01 y la cuantia por
reclamacién, Y4 sigue una ley de Pareto de forma

y =10

El niimero de reclamaciones por poéliza, X g, correspondientes al sinies-
tro de tipo B, sigue una ley de Poisson de pardmetro Ap = 0,01 y la
cuantia por reclamacién, Yp sigue una ley exponencial de media 15.

a) ;Cual de los dos siniestros es mas arriesgado? ;Qué prima debe
ser mas cara? Atendiendo a la funcién de ingreso, jcudl es el valor
minimo que se debe cobrar para cada una de las poélizas?
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b) La compania contrata 100 polizas, 60 de tipo A y 40 de tipo B.
Utilizando el T.C.L., obtén la probabilidad de que la cuantia total
por reclamaciones no supere las 20 unidades.
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Apéndice A
Binomios negativos

Proposicion A.1 Se verifica la siguiente igualdad:

(i) - (27 )- (e

donde k € Z.
Demostracion:
Basta con desarrollar el término de la izquierda:
m+k—1  m+k-1)m+k—-2)---(m+k—Fk)(m—1)!
k B El(m —1)!
o (=DEm =k D)D) (m =k +2) - (1) (m —k+ k)(m —1)!
- El(m — 1)!
L Em D) em = (k= 2) - (m = ) (m)
k!
~ 1t (=m)(=m—=1)---(=m—=(k=2)(=m—(k=-1)(=m—k)! _
El(—m — k)!

—m)! -m
(_1)kk!((—m z ) (=1)f < k ) *

De la Proposicion A.1, si la leemos de derecha a izquierda, se deduce
la definicién de un nimero combinatorio en el que el nimero superior es
negativo. Asi, para cualquier m > 0 y cualquier k, si queremos calcular

()
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lo haremos,

-m (m+k—1)(m+k—2)---(m+k—k)
()-pmene

De la demostracion, se induce la identidad del factorial de un entero
negativo. Asi, situdndonos en las dos ultimas lineas de la demostracion:

(=m)t = (=m)(=m = 1)+ (=m = (k = 2))(=m = (k = 1)(=m — k)!

Pero observa que este producto es infinito, y no sirve como procedimien-
to de calculo.

Si queremos calcular nimeros combinatorios, con el ntimero superior frac-
cional, debemos recordar la forma de célculo general:

m+k-1\ m+k—-1)(m+k—-2)---(m+k—Fk)
( k >_ k!

donde ademas sabemos que

mAk—1) _(m+k-1Y)_,
k o m—1 o

siempre que m + k — 1 < k (esto sucede por ejemplo cuando 0 < m < 1y
k = 0). Recordar ademas que 0! = 1.
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