ESTADISTICA Y ANALISIS DE DATOS

Practica del Tema 5. Variable aleatoria (en Ry R?)

1. Se considera un dado regular y se define la v.a. X: puntuaciéon obtenida en un
lanzamiento cualquiera de dicho dado.

a) Obtén la distribucién de probabilidad de X.
b) Obtén su funcién de distribucién, F'(z). Represéntala graficamente.

c¢) Calcula las siguientes probabilidades haciendo uso tinicamente de la informa-
cién del apartado b). P(X = 3); P(X > 3); P(X < 3); P4 < X < b);
PB<X<5H);P1<X<4)yPl<X<A4).

0 r<—1
056 —-1<zx<l1
08 1<z<?2
1 T > 2

2. Sea la v.a. X cuya funcién de distribucién es: F(x) =

Representa graficamente F'(z) y obtén la distribucién de probabilidad de la v.a. X.

3. Una urna tiene tres bolas blancas y tres negras. La variable aleatoria X cuenta el
nimero de bolas blancas obtenidas en la extraccion de tres bolas sin reemplaza-
miento.

a) Escribe la funcién de cuantia de la v.a. X y su representacién gréfica.

b) Escribe la funcién de distribucién de probabilidad de la v.a. X y su represen-
tacién grafica.

c¢) ;Cudl es la probabilidad de obtener dos bolas blancas si a lo sumo se extraen
dos bolas negras?

d) Escribe el soporte y la funcién de cuantia de la variable aleatoria Y = X? — X

4. Se considera un dado regular. Se define la v.a. X: nimero de “unos” obtenidos en
5 lanzamientos consecutivos del dado.

a) Obtén la distribucién de probabilidad de la v.a. X.
b) ;Tiene alguna forma conocida? ;Cual?
c¢) Calcula la probabilidad de obtener tres “unos” en cinco lanzamientos.
)
)

d

(S

Calcula la probabilidad de sacar al menos dos “unos” en cinco lanzamientos.

Calcula la probabilidad de no obtener ningin “uno” en cinco lanzamientos.

5. El nimero de gotas de agua que caen de un grifo mal cerrado cada 15 minutos sigue
una distribucién de Poisson de parametro \ igual a 4:

e_’\)\k'

P(X =) =

k=0,1,2,...

Calcular:



6.

10.

a) La funcién de distribucién de probabilidad para X igual a 3.

b) Probabilidad de que en un cuarto de hora caigan menos de cinco gotas si han
caldo mas de 3 gotas.

c¢) Probabilidad de que en un cuarto de hora caigan tres gotas y en el siguiente
cuarto de hora otras tres. Suponer independencia entre el nimero de gotas que
caen en los distintos cuartos de hora.

En una empresa de embotellado de agua mineral se ha estudiado la distribucién
del nimero de botellas que resultan defectuosas en la produccion diaria de botellas,
siendo independientes el nimero de defectuosas en dias distintos. Asi, la v.a. X
representa el numero de botellas defectuosas en la produccion diaria de la empresa
y se distribuye como una Poisson de parametro A igual a 1:

e A \F

P(X=k) =" k=012

Calcular:

a) La probabilidad de encontrar al menos una botella defectuosa en la produccién
de un dia cualquiera.

b) La probabilidad de no encontrar ninguna botella defectuosa en la produccién
de un dia cualquiera.

c¢) La probabilidad de encontrar al menos una botella defectuosa en la produccién
de un dia cualquiera, si (sabiendo que) el dia anterior no ha aparecido ninguna
defectuosa.

Sea X una v.a. con distribucion uniforme entre 0 y 8, es decir, su funcién de densidad
es: f(x) = g, 81 0 < 2 < 8. Obtener el valor de a tal que P(X < a) = Fx(a) = ;.
Sea X una v.a. con funcién de densidad, f(z) = Kz?,si —1 <z <1y f(z) =0, en
otro caso. Calcular:

a) El valor de K para que f(x) sea funcién de densidad.

b) El valor de P(—1 < X < 3).

¢) La funcién de distribucién de X, F(z), en z € (—1, 1]

. Sea X una v.a. continua cuya funcién de densidad es f(x) = a(3 —x),s1 0 <z <2,

y f(x) =0, en otro caso. Calcular:

a) El valor de a para que f(z) sea una funcién de densidad.
b) El valor de Fx(1,5).
c) P(1 <X <2p5).

Sea X una v.a. con funcién de densidad exponencial de pardmetro %, es decir:
e
flx)=ges , siz>0.

a) Calcular P(X <5).



11.

12.
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14.

15.

16.

b) Obtener la funcién de distribucién de la v.a. Y =1 —2X en funcién de la de
X.

c¢) A partir del apartado anterior, deducir la funcién de densidad de la v.a. Y.

La vida 1til de las pilas de los relojes medida en meses sigue una distribucién
exponencial de parametro \.

a) /Cudl es el valor de X para que la probabilidad de que una pila dure al menos
un ano sea 0,57

b) Se eligen cinco pilas al azar, jcudl es la probabilidad de que haya tres que duren
al menos un ano?

X es una v.a. discreta cuya distribucion de probabilidades se especifica asi:

P(X=-3)=05;, P(X=3)=02; P(X=5)=03
Hallese la distribucién de probabilidad de Z = X2 — 8.

X es una variable con distribuciéon uniforme entre 0 y 1. ;Cudl es la funcion de
densidad de Y = X?? ;Ylade Z =2X — 17

Dada una v.a. bivariante cuya distribucién de probabilidad es:

1 1 1

a) Obtener la distribucién de probabilidad marginal de la v.a. X.
b) Obtener la distribucién de probabilidad marginal de la v.a. Y.

¢) {Son X e Y independientes?

Sean X e Y dos v.a. cuyas distribuciones de probabilidad son

P(X=1)=04 P(X=2)=06 P =3=07 P(Y=9)=03

Obtener la distribucién conjunta de la v.a. (X,Y) en el supuesto de que ambas
componentes sean independientes.

Se define la distribucién de probabilidad de la v.a. (X,Y’) dando a cada uno de los
diez puntos siguientes la probabilidad 0,1. Es decir:

P(1,2) = P(2,2)=P(3,2)
= P(4,4) = P(3,6) = P(4,6) = P(4,8) = 0,1

Hallar:

a) La funcién de distribucién en los puntos (2'5,7) y (3,6).
b) La distribucién de probabilidad de la v.a. Y| X = 3.

¢) Estudiar la independencia entre X e Y.



17. La funcién de cuantia conjunta de dos variables viene dada por:

_Joery st x=1,2,3, y=12,3
P(z,y) = { 0 en otro caso

Hallar:

) El valor del pardmetro c.
b) P(X =2,Y =3).

¢) PA<X<2Y<2).
d) F(z,y).

a

P
P

18. La funcién de cuantia conjunta de una variable aleatoria bidimensional (X, Y") viene
dada por:

Y| |2 3
X
T
1 5 0
2 0 a
2
3 5 0

a) Calcular el valor de a.
b) Obtener las funciones de cuantia marginales de las v.a. X e Y.

c¢) Calcular la funcién de cuantia y la funcién de distribucién de probabilidad de
lava. X|Y =2.

d) P(X =2|X+Y =5).
e) P(Y >2|X >1).
f) (Son X e Y v.a. independientes?

19. Sean X e Y dos v.a. con la siguiente distribuciéon de probabilidad conjunta:

Y=-1 Y=0 Y=1
2 1
— 1 2
X=0 0 : 2
X=1| 1 2 0

a) Obtén las funciones de cuantia marginales de X e Y.
b) Calcula el valor de P(X +Y > 1|X% =1).
c¢) Calcula el valor de P(X +Y = 0).

20. La v.a. (X,Y) tiene funcién de densidad conjunta dada por:

kx?y si 0<z2<2 0<y<2 y<z
f(x,y)—{ 0 en otro caso



a) Calcular k.

b) Calcular P(0 < X < 1'5,Y <1).
)

)

¢) Obtener las funciones de densidad marginales.

d

Estudiar la independencia entre X e Y.

21. La v.a. (X,Y) tiene funcién de densidad conjunta dada por:

fkry si 0<2x<2, 0<y<l1
f(a:,y)—{ 0 en otro caso

a) Calcular k£ de modo que f(z,y) sea funcién de densidad.
b) Obtener las funciones de densidad marginales.

¢) Caleular P(1 < X <2,0<Y < 1).

d) Estudiar la independencia entre X e Y.

e) Calcular P(X = 15).

22. Una empresa se dedica a la venta de dos productos: el primero da unos beneficios
que, expresados en millones de euros, se distribuyen uniformemente en el intervalo
[0,6]. El segundo da unas pérdidas que, expresadas en millones de euros, se dis-
tribuyen uniformemente en el intervalo [0, 2]. Se sabe que los beneficios o pérdidas
resultantes de la produccion de ambos productos son v.a. independientes. Calcular
la probabilidad de que el beneficio neto de la empresa sea superior a 2 millones de
euros.

23. Una empresa comercializa dos productos. Los beneficios mensuales obtenidos por la
venta de ambos productos (X, Y’) en millones de euros, sigue una distribucién cuya
funcién de densidad conjunta es:

) r+y st 0<2r<1, 0<y<l1
f(x,y)—{ 0 en otro caso

a) Calcular la funcién de densidad marginal de los beneficios de cada uno de los
productos. ;Son independientes?

b) Calcular la probabilidad de que el beneficio total de la empresa durante un mes
no supere el millon de euros.

c¢) ;Cual es la probabilidad de que el beneficio mensual X de uno de los productos
sea superior al medio millén de euros, si (sabiendo que) el beneficio mensual
Y del otro producto es inferior a dicha cantidad?

24. Sea (X,Y) una v.a. cuya funcién de densidad conjunta viene dada por

_Joexy, si0<y<ax<l1
Iz y) _{ 0, en otro caso

a) Halla el valor de la constante ¢ para que f(x,y) sea una funcién de densidad
completamente especificada.



25.

b) Halla la funcién de densidad marginal de la v.a. X.

¢) Calcula E(X).(Este apartado corresponde al Tema 6).

d) Calcula razonadamente la probabilidad P(X +Y < 1).

e) Razona grifica o algebrdicamente el valor de la probabilidad condicionada

P(X+Y <1|X =05).

La v.a. (X,Y) representa los beneficios anuales, medidos en millones de euros, de
dos empresas A y B de accesorios de automoviles. Su funcion de densidad conjunta
viene dada por:

flz,y) =k, O<y<a<l

donde k = (%)2 ~ 0,68.

e—

. Cudl es la probabilidad de que los beneficios anuales de la empresa B superen el
medio millén de euros?

. Cudl es la probabilidad de que los beneficios anuales de B sean menores que medio
millén de euros, si los de la empresa A han sido exactamente tres cuartas partes de
un millén de euros?

NOTA: para evitar errores de calculo, trabajar con la letra k y sustituir
su valor después de hacer todas las operaciones.



Soluciones a los problemas. Practica 5

1. X: puntuacion obtenida en el lanzamiento de un dado regular.

a) S=1{1,2,3,4,5,6}, P(X:i):é,paraizl,...,ﬁ
r<l1

1<x<?2

2<x<3

3<z<4

4<x<bh

5 <xr<6
z>06

= Otk Olw DN o= O

3. X:n° de bolas blancas obtenidas en la extraccion de tres bolas sin reemplazamiento

S =1{0,1,2,3}

a) P(X =0) =4 =005
P(X=1=2=045
PX=2)=2=045
P(X =3) =4 =005

0 z <0
005 0<z<1
b) F(z)={ 05 1<z<2
0,95 2<z<3

1 T >3

c¢) alo sumo 2N = al menos 1B
P(X = 2|X >1) = PE=2X20 _ P2 085 _ 9 o 47

P(X>1) I-P(X=0) ~— 1-0,06 ~ 19
d) S ={0,2,6}
P(Y=0)=P(X=0)+P(X=1) =05
P(Y =2) = P(X =2) =045
P(Y =6) = P(X =3) =0,05

4. a) §=1{0,1,2,3,4,5}. P(X =) = ( ? )pi(l—p)5_i, dondep = %, para i =0,1,...,5.

b) Se trata de la distribucién binomial b(p = L, n = 5).

) — &
c) P(X =3)=10p*(1 — p)? = 0,03215.
d) P(X>2)=1-P(X<2)=1-P(X =0)— P(X =1) = 0,1962.
e) P(X =0)=(1-p)°=0,4018.
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. a

F(3) = P(X <3)
— P(X=0)4+P(X=1)+P(X =2)+ P(X =3)

4 4
-4 —4 —4 -4 _
= e +4de "+ Bl e "+ 3 e " =10,4335

_ P(3<X<5) _  P(X=4) _ 01954 _
X <5|X >3) = P(X>3) ~ 1-P(X<3) _ 056656 0,3449

X1 =3,X,=3)= P(X; =3)P(X, = 3) = e 414 = ¢ 81020 — 0382

e
v
=
s
I
o
N~—
I
=
D
w
)
[\]

Fy(y) =1— Fx(z = %) siy < 1; Fy(y) = 1, en otro caso.

c) fly) = 1o g y <1; f(y) =0, en otro caso.

1. f(x)=Xe™*, >0

a) P(X >12) =05 = P(X <12) =05
P(X <12) = [ de Mda = [—e ]2 =1 — 12
1— e =05 = e 12 =05

n05 . 0,7
—122A=1n0,5 = A = —122% ~ 07 ~ 0,06

b) Sea Z la v.a. que cuenta el n° de pilas de entre las cinco que duran al menos
un afio. Z es una v.a. discreta con distribucién binomial B(p = 0,5;n = 5)

P(Z=3)= ( g ) 0,5% x 0,52 =10 x 0,5° = 0,3125



b PY =1)= 1 P(Y =2) = |
¢) No son independientes. P(2,2) =0# P(X =2)P(Y =2) =

15. P(1,3) = 0,28, P(1,9) = 0,12, P(2,3) = 0,42 y P(2,9) = 0,18
16. a) F(2/5,7) =0,3. F(3,6) = 0,6.

)
b) P(Y:QIX:?)):é,P( =4|X =3) = %P(Y:GIX:B):%.
¢) No son independientes. Por ejemplo: P(1,4) =0 # P(X =1)P(Y = 4) = 0,03.
17. a) ¢c= 5.
b) P(2,3)=¢
¢) P1<X<2Y<2) =1
d)
0 r<l ¢6 y<l1
% 1< <2,1<y<?2
> 2<2<3,1<y<?2
% 3<x,1<y<?2
3 1<r<22<y<3
Flay) =1 9 2<s<32<y<3
% 3<x,2<y<3
% 1<z<2,3<y
% 2<x<3,3<y
1 3<z,3<y
18. a) a= 8%067
b) S(X) ={1,2,3}; Px(1) =5, Px(2) = 5, Px(3) = §
(Y):{ 3} PY():%aPY(g) %
c) S(XY =2) ={1,3}; Pxyy=2(1) = P ' (2) _%7PX\Y=2(3):I;§3(§)):§
0 siz<l1
FXyg(x)PXyg(X<x){§ sil<zx<3
1 siz>3
d)
P(X=2,X+Y =5 P(X=2Y =
PX=21X+Y=5) = (PM+Y:® ):mxzz;:$+mxi
6/9 6 3
- 49:8:4:Q%

)

Py soxs1) = PO >2X>1) P =3X=2+PF=3X=3

P(X>1) 1-P(X=1)
6/9 3
= - =-=07
8/9 4 7



f) X, Y independientes < Px(x)Py(y) = P(x,y)Vx € S(X)Vy € S(Y)
Px(2)Py(2) =53 =5 #0=P(2,2)

3 9

19. a) La distribucién marginal de la v.a. X es:
PX=-1)=P(X=0)=P(X=1)=1
Y ladelava. Y es:
PY=-1)=PY =0=P(Y =1)=4

Es decir, ambas variables tienen la misma distribucion.

b)
P(X+Y >1)Nn(X%=1)]
PX+Y>1|X?=1) =
(X+y=1 ) P(X2=1)
donde
P(X+Y>1)N(X?*=1)] = P[(X+Y>1)nN(X=1)]+
+ P(X+Y>1)N(X=-1)]=
2
= P(1,0)+P(1,1)+0:§
2 2
P(X :1):P(X:1)+P(X:—1):§
Luego,
2 1
PX+Y21X°=1) = §=2
3
c)
P(X4+Y=0) = P(X=-Y)=P(-1,1)+ P(0,0)+ P(1,-1) =
1,11 3 1
9 9 9 9 3
20. a) k=L
b)
1,15 §
PO<X<15Y<1) = // 2 2ydrdy =
0 Jy 16
1x52dd 1’5 l52dd
_/O/Owl‘yyx—l—/lfomxyyx_

= 0,15496
¢) fla)=2a%si0<a<2 fly)=3y(1—%), si0<y<2
d) No son independientes. Por ejemplo, en el punto (1, 0,5) la funcién de densidad
conjunta es f(1,0,5) = 0,15625, mientras que el producto de marginales es:

Fx(1) - f(0,5) = 0,15625 - 0,41 # 0,15625.

10



21. a) k=
f()— si0<z<2 f(y)=2y,si0<y<I.

)
b)
¢) Pl<X<20<Y<3)=2.
d) Son independientes, puesto que en cualquier punto del plano, (z,y), se verifica

S
f(%y) = fX(l')fY(y)-
e) P(X =15)=0.

2. Z=X-Y.P(Z>2)=0p5.

23. a) fx(z)=a2+5,510 <z <1 fy(y) = y+3,50 <y < 1. Noson independientes,
puesto que f(z,y) =z +y # (v +3)(y + 3).
b) PIX+Y <1)=3
¢) P(X >0,5]Y <0,5) = 0,666.

24. a) Sabemos que la funcién de densidad debe integrar la unidad en el recinto en el
que esta definida. Esto es:

1 T
1 = //ca:ydxdy—/ cy ( dy =
0 2

1 y y2 ! y4 ! c
= 0,5 — = Z | - J | ==
/o cy(0, 5 “)dy = 0,5¢ 5 ) 0,5¢ ( 1 ) 3

de donde, ¢ = 8.
b)
T o 32 r 3 .
f(x):{f08xydy—8x(2>0—4a:, si0<z<1
0, en otro caso
c)
1 1 275 1 4
E(X)=/ :vf(:v)d:vzj vodrddr =4~ ) =2
0 0 5 0 5
d)

0,5 1—y 0,5 ZIZ‘2
PIX+Y <1 = /o / Srydrdy = /0 8y () dy =
y

05 [(L—y)? ¢
e —_ d —
/0 % l 2 2 | Y

0,5 0,5 y2\ "’ y3\ "’
0 0 3

= 0,5-0,333 = 0,1666

11



e) En el tridngulo en el que estd definida la v.a. (X, Y") pintamos la recta X = 0,5.
Si estamos sobre dicho segmento de recta, estamos siempre en el semiplano
X +Y <1, luego la probabilidad condicionada es la del suceso seguro, que es
1. Algebraicamente

P(X4+Y <1X=05)=P(Y <05/X =0,)

y para calcular esta probabilidad condicionada, tenemos que obtener la funcién
de densidad de la distribucién condicionada de Y| X = 0,5, que es:

Fole =09 =" 05 ~ aos Y

si 0 <y <0,5, y cero en otro caso. Entonces:

0,5 2\ 05
' Yy
0 0

25. a)
1
W) = [ f@yde = [ kertrde = kevfer],
R y
_ hee— ) =K@ - ), 0<y<1
0,5
P(Y>05) = 1—-P(Y<05)=1— / k(v — o) dy
0
62y 0,5
= 1—k [eﬁl — 2] =1—k(e"” —0,5e — e+ 0,5) ~ 0,388
0
b)
fx@) = [ faydy = [ ke vdy = ketle];
= ke"(e” — 1) = k(e* — €%), 0<z<1
f(x(b y) _ k6x0+y
Frix=z(y) fx(zg) k(e — evo)
e*0eY e¥
p— = <
ero(ev —1)  ev —1’ 0<y=m
0,5 05 ¥
P(Y <0,5[X =0,75) = - frix=075(y)dy :/0 Wdy
1 0,5 60’5 —1 ~
— o [ = S 205807
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