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RESUMEN 

Se propone un m6todo de regresibn espectral adecuado cuando los regreso- 
res tienen potencia espectral despreciable sobre bandas de frecuencia estrechas. 
Se investiga la relacibn entre el m6todo propuesto y los procedimientos de 
regresi6n sesgada habituales en el dominio del tiempo. 
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SUMMARY 

A spectral regresion method for dealing with regressors having negligible 
spectral density over narrow frequency bands is proposed. Its relationship with 
biased regression methods in the time domain is investigated. 
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1. I N T R O D U C C I O N  

La aproximaci6n espectral a la estimaci6n de modelos  de regresi6n 
lineal dista de ser nueva. Aunque escasamente empleada en la pr~tctica 
econom6trica habitual,  tiene su origen en articulos aparecidos ya en la 
d6cada de los sesenta, entre los que cabe citar Hannan  (1963), Hannan  
(1965) y Hannan  (1967). Con poster ior idad han aparecido trabajos que 
clarifican la relaci6n entre regresi6n espectral  y regresi6n min imo  
cuadr~ttica ordinar ia  o min imo cuadrfitica generalizada, como  Engle 
(1974) y textos como Fishman (1969) o Dhrymes (1971). 

El objetivo del presente trabajo es doble. Por  una parte, se muestra 
que el mero  hecho de emplear  es t imadores  espectrales consistentes 
(como per iodogramas  suavizados) en las ecuaciones normales  de la 
regresi6n espeCtral supone la realizaci6n implicita de una operaci6n 
similar a la que da origen al es t imador  <<ridge>> (v6ase Hoer l -Kennard  
(1970), por  ejemplo) en el dominio  del tiempo. 

Por  o t ra  parte,  p r o p o n e m o s  emplear  en regresi6n espectral  un 
est imador similar en espiritu al de raices latentes, ideado en el dominio  
del t iempo por  Webster  et al. (1973). 

2. N O T A C I O N  

Consideramos en lo que sigue el caso particular en que se estima 
una ecuaci6n de regresi6n con retardos de Y(t) sobre X(t), de la forma: 

L 

Y(t) = ~ ajX(t -- j)  + n(t) (1) 
j=O 

siendo n(t), X(t) e Y(t) sucesiones aleatorias estacionarias, erg6dicas y sin 
componente  singular. La sucesi6n n(t) de ruido no es necesariamente 
blanca, pero si suponemos  que X(t) y n(t) est~n incorreladas. Sin p4rdida 
de generalidad y en aras de la simplicidad notacional  admit imos  tam- 
bi4n que todas las sucesiones intervinientes tienen media nula. 

Sea U una matriz unitaria cuyo elemento gen4rico hk-4simo es: 

Uaa = T -  1/2 exp {i2a(k - T/2)} (2) 
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donde  

2h = 2r~T- l(h - T/2) 

T = longitud de la realizaci6n disponible 

p = T/2 

h , k =  - p +  1 .... , - 1 , 0 , 1 , . . . , p  

Sea C..  la matriz de covarianzas de n(t)' = (n(1)... n(T)). Entonces, los 
elementos de la matriz 

V.. = U C . . U *  (3) 

donde  U* denota  la traspuesta complejo-conjugada de U, son: 

P P 

vh~ = T -~ ~ ~ C..(k - j) exp {i().h] - 2~k)} (4) 
j = - p + l  k = - p + l  

donde  C..(k - j) denota  la autocorrelaci6n de retardo (k - j) del proceso 
de ruido (y dada  la estructura de Toeplitz de la matriz C..  es tambi6n su 
elemento kj-6simo). 

Cuando  T--* ~ ,  puede demostrarse (Fishman (1969), prig. 153) que: 

{2r~f;(Aj) si j = k  
lim v ik= si j r  (5) 

T~cx~ 

Es decir, para  T grande f..(2h), h = --p + 1 .... , p son proporcionales  a 
los valores propios  de la matriz de covarianzas C... Un razonamiento  
de tipo intuit ivo en apoyo de (5) puede verse en Whittle (1952) y, en 
forrna modificada, en Hannan  (1960). 

C o m o  indica el pr imero de los dos autores citados, la aproximaci6n 
espectral al p roblema de la regresi6n lineal se reduce a explotar  la 
diagonalizaci6n aproximada  en (3)(5). 

3. REGRESION ESPECTRAL Y REGRESION 
RIDGE GENERALIZADA 

Teniendo  en cuenta  la igua ldad  ap rox imada  (5) resulta que la 
minimizaci6n de n(t)'C~.~n(t) (suma de cuadrados  generalizados de los 
residuos) es asint6t icamente equivalente a la minimizaci6n de: 

n(t)'u* v - '  v.(t) = 

j : - p + 1 f n n ( ~ j )  
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Por otra parte, tenemos: 

L 

n(t) = Y ( t ) -  ~ a j X ( t -  j) 
j=O 

y salvo ~efectos final>> (que son de orden O(1/T) y, por  tanto, desprecia- 
bles cuando  T -~  oo; v6ase Hannan  (1960), prig. 55), se verifica: 

I..(2j) ~ I . (2j)  + ~ ~ akasI:,:,(2j)exp {i2j(k - s)} - 
k s 

- 2 ~ aslxr(~.j) exp {(i~.fl)} 

En consecuencia, se trata de minimizar: 

P Iyy()~j) L L lxx (2 j  ) 
- - +  Z 

. i=  - p + l f n n (  )~j) k = l  1=1  ann,"), 

- 2  ~. a~ Ixy()tJ) exp {i2js} (6) 

Derivando respecto a a, (s = 1, 2 ..... L) e igualando las derivadas a cero 
se obtiene: 

L 

Z a, lx~'(2J------~) exp {i2fl  -- s)} = 
~=o j = - p + l L ,  O-j) 

I~y(2j) exp {i2~s} (! 1, 2, ..., L) (7) 
j= -p+ I Ln(~ j )  

Un caso par t icu larmente  simple y que es tudiaremos pr imero  es 
aquel en que la per turbaci6n es ruido blanco. Entonces (7) se t ransforma 
en: 

L p 

Z 
s=O j= - p + l  

Ixx(,~j) exp {i2fl  -- s)} = 

p 

I~y(2j) exp {i21} (l = 1, 2 .... , L) (8) 
j =  - p + l  

Salvo por  el hecho de que (5) y (6) son igualdades asint6ticas - - l a  
igualdad estricta no se verifica por  ~efectos final>> der ivados  de la 
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longitud finita de las muestras---, (8) recoge igualdades en todo amilogas 
a l a s  que en el dominio del t iempo constituyen las ecuaciones normales 
de la regresi6n ordinaria. 

Frecuentemente se introducen dos modificaciones, tanto en (7) como 
en (8). Por  un lado, se susti tuyen lx~(;tj) e Ixy(~.j) por est imadores 
consistentes de los respectivos espectros. Por  otro, se reduce el nflmero 
de bandas de frecuencia sobre las que se suma, habida cuenta de que, 
tras el suavizado, fxx(2), f~,r(2) varian poco en intervalos de frecuencia de 
amplitud similar al ancho de la banda del estimador empleado. 

La primera de estas modificaciones reemplaza los periodogramas 
por: 

fxx('~j) = - ~ W ( k ) I x x ( 2 j  + k) 
k = - T f l  

fxy(2~)= ~ W(k)lxr().j+k) 
k = - m  

(9) 

siendo W(.) una ventana espectral (desde luego, no tienen por qu6 ser 
iguales las ventanas espectrales empleadas en el suavizado de periodo- 
grama y per iodograma cruzado; prescindimos adem/ls, por simplicidad 
notacional, de considerar separadamente el caso de los puntos extremos, 
cercanos a 0 y 2n, en que el suavizado no puede ser bilateral). 

Si reemplazamos (9) en (8) y tenemos en cuenta que la transformada 
de Fourier de una convolucibn es un producto de transformadas de 
Fourier, vemos que (8) es equivalente a: 

2 d~ w(z/T)C,x~(z) T -~ exp {i2j(k - s - z)} = 
s=O t = - T + l  j = - p + l  

= w (z/T)t~xy(z) T - l  exp {i2~(k - z)} (k = 1, 2,..., L) 
, ~ = - T  j = - p + l  

siendo Mr~T)  una <~ventana de datos>>, t ransformada inversa de Fourier 
de W(.). Como las expresiones en los corchetes son 1/2 cuando los 
exponentes son cero y cero en caso contrario, 

L 
d~w(k - s /T)~, ,x(k  - s) = w(k /7 )~x , (k  ) (k = 1,2,...,L) 

s = 0  

(10) 
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Reescribiendo (10) en forma matricial, tenemos: 

Cxx(O) w(1/T)~xx ... w(L/T)Cx~(L) ] d o 

w(1/T)~xx(1) ~xx(O) "" " I dl 

] - 
�9 * ~  " i 

w(L T)Cx~(L) " ... ~:,(0) d 2 

CxT(o) 1 
w(L/Ti~xr(L) 

Ello mues t ra  que, al estimar una  ecuaci6n con retardos,  el efecto 
equivalente del suavizado espectral en el dominio del t iempo es realzar 
la diagonal principal de la matriz de momentos  de los regresores, es 
decir, el mismo que se obtendria al emplear un estimador ridge generali- 
zado: 

d = (C.x + a)- ' (Cx~ + d) (11) 

en que G es una matriz sim6trica cuyo elemento gen~rico viene dado 
por: 

Ojk = --'[1 -- w((j -- k)/T)]12xx(j -- k) 

y d e s  un vector cuya ordenada j-6sima seria: 

dj = - [1 - w((j - 1)/T)] Cxy(j - 1) 

Bajo ciertas circunstancias un est imador como (11) puede interpretarse 
como el resultado de estimar a utilizando una distribuci6n a priori 
N(d, G-  1). 
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. R E G R E S I O N  E S P E C T R A L  E N  R A I C E S  L A T E N T E S  

La igualdad (7) puede reescribirse asi: 

p L 

f~1(2~) ~ [afl~x(Aj)exp { i2 f l  -- s)} --  
j = - p + l  s = O  

Ixr(2j) exp {i,~.js}] = 0 (l = 1, 2 .... , L) (12) 

Matricialmente: 

P 

f ~ l  ( ~ j ) [ H ( ~ j ) ~  - -  d(~j)-] = 0 (13) 
- p + l  

siendo H(2~) una matriz cuyo elemento genrrico hmn es I~x(2~)exp {i2~(m 
-n )} .  Para  cada frecuencia 2~, igualando el corchete a cero se obtendria 
el filtro que mejor ajuste proporc iona  entre las bandas de frecuencia en 
torno a 2 i de X(t )  e Y(t). La expresi6n (13) pondera  las T igualdades - -  
para las frecuencias de Fourier  entre 0 y 2~-- de m o d o  inversamente 
proporcional  a la varianza del ruido en cada banda.  

Observemos,  sin embargo,  que si tanto X(t )  como n(t) tienen varian- 
za muy  pequefia en una determinada banda de frecuencia, nos encontra- 
mos ante un caso similar al que en regresi6n en raices latentes se 
denomina  <<multicolinealidad no predictiva,:  podr ia  en efecto ocurrir 
que H(2i) -~ 0 lo que haria el correspondiente sumando  no informativo 
a efectos de estimaci6n de a. 

Para  evitar este inconveniente, el est imador que p roponemos  consis- 
te en resolver: 

x~.,rf~(2j)UH(2j)~ - d(2~)] = 0 (14) 

siendo F el conjunto  formado por  las frecuencias de Fourier  para  las 
cuales Ixx(2j) = 0. 

La susti tuci6n de Ixx(2i) por  fx~(2i) en (14) tendria el efecto indicado 
en la secci6n anterior - - impos ic i6n  de una distribuci6n a priori sobre 
los valores de los par/tmetros a - - ,  dejando por  lo demfis subsistente el 
fundamento  del m r t o d o  propuesto.  
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5. RELACION CON TRABAJOS Y DESARROLLOS 
EXISTENTES 

E1 estimador que proponemos,  aunque motivado por el trabajo 
realizado en el dominio del tiempo por Webster et al. (1974), presenta 
similaridades con trabajos de otros autores. Examinarlas resulta clarifi- 
cador. 

Engle (1974) sugiri6 la conveniencia de emplear regresi6n espectral 
con exclusi6n de bandas de frecuencia cuando existe la sospecha de que 
la relaci6n lineal existente entre regresando y regresores no es la misma 
para todas las frecuencias. 

E1 argumento en la secci6n anterior es en cierto modo similar; lo que 
proponemos es la exclusi6n de aquellas bandas de frecuencia en que los 
regresores tienen potencia espectral despreciable (bandas que, por tanto, 
no dan lugar a relaciones predictivas entre regresando y regresores). 

Es tambi6n iluminante considerar el estimador que proponemos en 
relaci6n a Sims (1974). Implicita en su trabajo esth la preocupaci6n por 
el efecto distorsionante sobre la estimaci6n de los parhmetros de fuertes 
picos estacionales en los espectros de los regresores, dando en ocasiones 
lugar a lo que llama <<sesgo estacional>>. Muestra que, en el caso del 
modelo simple que estamos considerando, la minimizaci6n de la suma 
de cuadrados de los residuos equivale a la minimizaci6n de: 

~ _ f x x ( 2 ) l a ( 2 )  - d(2)l z d2 (15) 

donde a(2) y d(2) son, respectivamente, las funciones de transferencia 
(transformadas de Fourier del filtro lineal en (1)) verdadera y estimada. 
Sims (1974) concluye que la estimaci6n de a resulta decisivamente 
influenciada por  los valores de a(2) a las frecuencias en que fxx(2) 
presenta crestas prominentes - -pues to  que en tal caso las discrepancias 
entre 0.(2) y d(2) resultan m~s fuertemente ponderadas en (15)--- 

Obs~rvese que en la minimizaci6n de la expresi6n anterior inter- 
vienen con ponderaci6n muy baja aquellas bandas de frecuencia en que 
fxx(2) = 0. Ello hate  que sustanciales discrepancias puedan presentarse 
en la estimaei6n entre a(2) y d(2), discrepancias que luego aflorarfin al 
tomar la transformada inversa de Fourier para obtener estimaciones del 
vector de parfimetros a. 
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E1 m6todo de regresi6n espectral en raices latentes propuesto mils 
arriba, prescinde de las bandas de frecuencia problemiticas en este 
aspecto: el razonamiento seguido podria ser el mismo empleado por 
Sims, aunque la motivaci6n de nuestro trabajo es diferente. 

Finalmente,  es de inter6s observar que la no consideraci6n de 
bandas de frecuencia para las que fxx(2)---0 supone eliminar en la 
diagonalizaci6n aproximada de la matriz C~x aludida inmediatamente 
antes de la f6rmula (4) los valores propios aproximadamente nulos. Ello 
muestra el parentesco del m6todo propuesto con la regresi6n en compo- 
nentes principales. 

6. CONCLUSIONES 

E1 mismo problema que Sims detect6 en el caso de regresi6n con 
series temporales fuertemente estacionales se presenta en la regresi6n 
con pronunciadas simas en el espectro de los regresores. La alternativa 
de emplear regresi6n espectral con exclusi6n de bandas es vfilida en un 
caso como en otro, aunque se racionaliza de modo  diferente en ambos. 

E1 m6todo que sugerimos esti  indicado en aquellos casos en que una 
o mils bandas de frecuencia estfin ausentes o han sido acusadamente 
atenuadas. Esto es habitual en Econometria, en que s61o se dispone en 
ocasiones de series que han sido desestacionalizadas de manera d/'astica. 

Desde un punto de vista conceptual, tanto la exclusi6n de bandas de 
frecuencia como el suavizado espectral pueden verse como manipulacio- 
nes similares a las  q u e e n  el dominio del tiempo suponen los denomina- 
dos m6todos de regresi6n sesgada (fundamentalmente ~<ridge regression>> 
y regresi6n en componentes principales). La toma en consideraci6n de 
esta similitud permite un uso provechoso de la regresi6n espectral, a la 
vez que facilita la interpretaci6n de los resultados. 
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